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Sur    les    fonctions    analytiques    uniformes    qui  possèdent 
lin  ensemble  parfait  diseontinu  de  points  singuliers; 


Par  m.  Ludovic  ZORETTI. 


Introduction. 

Les  immortels  travaux;]de  Weierslrass  sur  la  ihéorie  des  fonctions  (  '  ) 
avaient  ouvert  la  voie  aux  recherches  si  fécondes  et  si  intéressantes  de 
M.  G.  Cantor  sur  la  llu-orie  des  ensembles.  En  effet,  la] notion  du 
domaine  d\'xislence  d'une  fonction  analytique  s'associait  naturelle- 
ment à  la  notion  àc  point  singulier  à&  cette  fonction,  c'est-à-dire  de 
[joint  exclu  de  ce  domaine  d'existence.  Il  était  indispensable  de 
classer  tout  d'abord  ces  ensembles  de  points  avant  même  d'étudier 
l'allure  de  la  fonction  au  voisinage  de  l'un  d'eux.  Cette  classification 
est  fournie  d'une  manière  aussi  satisfaisante  (pie  possible  par  la 
théorie  des  ensembles. 


(')   /ur  Funclioni'iilchrc  Moiuilsberichtc,   1880. 

.hiiini.  (le  Mcttli.  (li*  si'iic),  liinie  1.  —   Kasc.  I,   i()or). 
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La  plus  simple  de  toutes  ces  singularités  est  le  point  essentiel  isolé 
de  Weierstrass.  Au  voisinage  d'un  tel  point,  la  fonction  est  com- 
plètement indéterminée,  c'est-à-dire  s'approche  autant  qu'on  veut  de 
toute  valeur  donnée.  On  sait  même  qu'elle  prend  une  infinité  de 
fois  toute  valeur  donnée  sauf  exception  pour  deux  valeurs  au  plus  ('). 
(^es  résultats  ont  été  complétés  par  les  travaux  de  MM.  Poincaré,  Ha- 
damard,  Borel  et  Boutroux  (-). 

Ces  résultats  entraînent  une  conséquence  immédiate  relative  aux 
points  limites  de  points  singuliers  isolés.  Quelque  compliquées  que 
soient  les  singularités  voisines  du  point  étudié,  qu'il  appartienne 
même  à  une  coupure  ou  à  un  ensemble  parfait,  pourvu  qu'il  existe 
dans  son  voisinage  une  infinité  de  points  isolés  tendant  vers  lui,  les 
résultats  précédents  subsistent. 

Deux  cas  ne  rentrent  pas  dans  celui-là.  Le  premier  est  celui  où  le 
point  appartient  à  une  coupure.  Dans  ce  cas  toutes  les  circonstances 
possibles  peuvent  se  présenter,  depuis  l'indétermination  complète  jus- 
qu'à la  continuité  de  la  fonction  et  de  toutes  ses  dérivées  (d'un  côté 
de  la  coupure).  Le  seul  cas  qui  reste  en  suspens  est  donc  celui  d'un 
ensemble  parfait  discontinu  de  points  singuliers. 

Tout  ce  que  l'on  peut  affirmer  dans  ce  cas  c'est  que,  dans  un  cercle 
entourant  le  point  éludié,  il  est  impossible  que  la  fonction  soit  con- 
tinue et  ait  une  dérivée  Dire  cela,  c'est  dire  que  la  fonction  n'est  pas 
holomorphe  dans  le  cercle  ou,  ce  qui  revient  au  même,  c'est  dire 
(pi'elle  y  admet  un  point  singulier.  Mais  la  question  reste  entière. 
Doit-on  penser  qu'ici  encore  toutes  les  circonstances  peuvent  se  pré- 
senter comme  dans  le  cas  de  la  coupure,  ou  au  contraire  peut-on 
espérer  qu'il  existe  un  théorème  aussi  précis  que  celui  de  Wcierstrass 
ou  de  M.  Picard?  L'indétermination  est-elle  complète  ou  incom|)]èle? 
Peut-il  y. avoir,  au  contraire,  continuité,  la  singularité  ne  se  mani- 
festant que  sur  la  dérivée?  Le  seul  fait  (|u'une  telle  question  soit  encore 
posée  au  début  même  de  la  théorie  des  fonctions  indicpu'  assez  com- 
bien la  solution  de  ce  problème  doit  présenter  de  difficultés. 

(')   PiCAHI),  Annales  de  l'Ecole  Normale.   1880. 

(')  PoiNCAiiÉ,  liiillcUii  de  la  Société  nial/iéniali(/ne,  i883.  —  IIadamaiid, 
Journal 'le  ilJatliéniatir/iies,  1893-1893.  —  HdiiKl.,  Fonctions  entières.  Ciiiutliier- 
Viiiars,  1899.  —  liiji  niDi  \,  Thèse,  Ac/a.  l.  WV'lll. 
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Je  suis  parvenu  dans  cet  ordre  d'idées  à  un  résultat  qui,  bien 
qu'incomplet  encore,  me  pai-aît  digne  d'intérêt  et  susceptible  d'appli- 
cations :  Etant  donnée  une  fonction  uniforme  qui  dans  une  aire  A 
(^si  petite  qu'elle  soit)  admet  un  ensemble  discontinu  de  singula- 
rités, la  fonction  est  certainement  discontinue  en  quelque  point  de 
cette  aire.  Je  n'ai  pu,  malgré  tous  mes  efforts,  démontrer  que 
l'indétermination  de  la  fonction  est  complète,  quoique  cette  proposi- 
tion paraisse  bien  vraisemblable. 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  paraîtra  bien  compliquée  au 
premier  abord,  mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  complication 
est  dans  la  nature  même  de  la  question.  La  difficulté  principale  que 
l'on  rencontre  réside  dans  la  distinction  des  ensembles  continus  et  des 
ensembles  parfaits  discontinus.  On  se  rendra  compte  en  lisant  la 
première  Partie,  consacrée  à  l'étude  de  ces  ensembles,  que  leurs  pro- 
priétés sont  très  voisines. 

J'ajoute  que,  contrairement  à  ce  qu'on  pourrait  penser,  les  fonc- 
tions affectées  de  telles  singularités  se  présentent  dans  les  questions 
les  plus  naturelles.  Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  fuchsiennes 
de  la  troisième  famille,  qui  sont  définies  à  la  fois  par  des  propriétés 
fonctionnelles  très  simples  cl  par  une  équation  dillérentielle  algébrique 
du  troisième  ordre. 

Mais  un  problème  beaucoup  plus  simple  encore  où  le  théorème 
énoncé  plus  haut  joue  un  rôle  essentiel  est  un  problème  indiqué  jadis 
par  M.  Painlevé  concernant  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre. 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  algé- 
brique en  y  et  en  7  et  analytique  en  ,r,  M.  Painlevé  a  élucidé  le  cas  où 
l'intégrale  générale  y(js')  est  une  fonction  à  un  nombre  déterminé  n  de 
brandies,  en  entendant  par  là  que,  sauf  peut-être  pour  une  infinité  dé- 
noinhrable  de  valeurs  de  la  constante,  une  intégrale  quelconque  a 
n  branches.  Il  a  démontré  que  l'intégrale  dépend  alors  algébriquement 
de  la  constante  et  se  ramène  à  une  équation  de  Riccati  ou  aux  quadra- 
tures. 

Il  semble  naturel  de  donner  au  problème  une  autre  forme  et  d'étu- 
dier le  cas  où  l'intégrale  générale  y{x)  est  une  fonction  à  n  branches 
au  plus.  Si  on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  les  coefficients  de  l'équa- 
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tion,  l'intégrale  ne  rentre  pas  nécessairement  dans  la  catégorie  précé- 
dente; même  dans  le  cas  de  n  =  2,  elle  pourra  être  une  fonction  trans- 
cendante (à  une  infinité  de  déterminations)  de  la  conslante,  et,  suivant 
que  cette  constante  sera  dans  telle  ou  telle  région  du  plan,  la  fonc- 
tion jkC-*)  sera  une  fonction  uniforme  ou  une  fonction  à  deux  branches. 

Mais,  si  nous  imposons  aux  coefficients  la  condition  d'être  al^r- 
briqucs  en  x,  le  deuxième  problème  rentre-t-il  dans  le  premier?  Au- 
trement dit,  la  question  qui  se  pose  est  la  suivante  :  Etant  donnée 
une  équation  du  premier  ordre  algébrique  en  y',  y,  étudier  le  cas 
où  toute  intégrale  y(x)  est  une  fonction  à  n  branches  au  plus.  Tel 
est  le  problème  posé  par  M.  Painlevé  et  que  je  suis  parvenu  à  résoudre 
complètement,  en  faisant  jouer  à  mon  théorème  un  rôle  fondamental. 

Je  signale  encore  quelques  autres  applications  et  certaines  questions 
non  encore  résolues  se  rattachant  directement  au  problème  traité  dans 
ce  Mémoire. 

Ces  applications  suffiront,  je  pense,  à  montrer  l'utilité  de  ce  théo- 
rème et  à  appeler  l'attention  des  chercheurs  sur  l'intérêt  qu'il  y  aurait 
à  le  compléter. 

Je  ne  veux  pas  terminer  ce  travail  sans  adresser  mes  remerciements 
à  tous  mes  maîtres  de  l'École  Normale  dont  la  sollicitude  à  mon  égard 
ne  s'est  jamais  ralentie  et  dont  les  encouragements  m'ont  été  si  pré- 
cieux. D'ailleurs,  dans  ce  milieu  normalien  tout  ce  (jui  vous  entoure 
est  un  enseignement,  et  je  suis  heureux  de  pouvoir  dire  le  bénéfice  cjue 
j'ai  retiré  des  quelques  années  que  j'y  ai  passées. 


ClIAl'lTHE  I. 

LES   ENSEMBLES    l'AHFAlTS    PLANS. 

I.  La  plupart  des  géomètres  cpii  se  sont  occupés  des  ensembles 
parfaits  se  .sont,  en  général,  limités  au  cas  des  ensembles  rectiligiies. 
Un  grand  nombre  de  |)ropriétés  de  ceux-ci  pouvaient  daillcurs 
s'étendre  immédiatement  au  cas  de  plusieurs  dimensions.  Mais  une 
élude  particuhère  de  ce  cas  révèle  l'existence  de  certaines  propriétés 
nouvrllis  que  l'étude  des  enscnililcs  rectilignes  ne  pouvait  iairc  con- 
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naître,  parce  qu'elles  perdaient,  pour  ceux-ci,  leur  signification  ou 
leur  intérêt.  Une  étude  approfondie  des  ensembles  à  deux  dimensions, 
par  exemple,  est  à  désirer;  elle  serait  certainement  féconde  en  surprises 
cl  en  applications,  comme  d'ailleurs  tout  ce  qui  touche  aux  ensembles. 
Il  ne  faut  pas  se  dissimuler  que  les  difficultés  y  seraient  nombreuses, 
et  l'extrême  rigueur  que  nécessitent  les  raisonnements  n'est  pas  une 
des  moindres. 

Les  quelques  pages  qui  vont  suivre  n'ont  pas  la  prétention  d'être 
même  l'ébauche  d'une  telle  étude.  .T'ai  seulement  dû  préciser,  dans 
leur  énoncé  ou  leur  démonstration,  certaines  propriétés  qui  m'étaient 
indispensables  dans  la  suite.  J'y  ai  joint  la  démonstration  de  quelcjues 
propositions  nouvelles  qui  m'ont  paru  intéressantes. 

J'appelle  ensemble /e/v/^t'  un  ensemble  qui  contient  son  dérivé,  et 
ensemble  parfait  un  ensemble  identique  à  son  dérivé.  On  peut 
donner  de  ces  ensembles  un  grand  nombre  d'exemples.  Mais  il  est 
important  d'indiquer  un  procédé  permettant  de  les  construire  tous. 

Soient  E  un  ensemble /"e/v/ie,  a  un  point  extérieur  à  E.  On  peut 
entourer  a  d'un  cercle  ne  contenant  à  son  intérieur  (')  aucun  point 
de  E.  Le  rayon  de  ce  cercle  a  une  limite  supérieure  p.  Sur  le  cercle  C 
de  centre  a  et  de  rayon  p  il  y  a  au  moins  un  point  de  E,  car,  dans  le 
cas  contraire,  tout  point  de  C  serait  centre  d'un  cercle  ne  contenant 
aucun  point  de  E  et  un  raisonnement  bien  connu  montrerait  que  la 
limite  inférieure  des  rayons  de  ces  cercles  n'est  pas  nulle.  Il  y  aurait 
donc  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  plus  grand  que  p  ne  contenant 
aucun  point  de  E. 

Ceci  posé,  supposons  que  E  soit  borné  {'-).  Je  dis  qu'on  peut  obte- 
nir E  en  excluant  du  plan  les  points  intérieurs  à  un  au  moins  des 
cercles  d'une  suite  dénombrable  de  cercles. 

D'abord  ou  peut  trouver  un  cercle  C  de  rayon  II  contenant  à  son 
intérieur  tous  les  points  de  E.  J'exclus  les  points  extérieurs  à  C.  A  tout 
point  restant  (|ui  n'appartient  pas  à  E  répond,  on  vient  de  le  voir,  un 
nombre  /•  que  Ion  peut  appeler  la  distance  de  ce  point  à  i'enscnible  E. 

(')  Le  mot  intérieur  esl  toujours  pris  dans  son  sens  élroil. 

(-)  On  peut  toujours  se  ramener  à  ce  cas  pourvu  que  E  ne  comprenne  pas 

IniU  If  plan. 
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Considérons  ceux  de  ces  points  pour  lesquels  on  a  ''^  -•  Prenons-en 

un  au  hasard.  Traçons  le  cercle  qui  lui  correspond;  prenons-en  un 
autre  sur  ce  cercle  ou  à  son  extérieur,  traçons  le  cercle  qui  lui  cor- 
respond et  ainsi   de  suite.    Nous  tracerons  ainsi  un  nombre  fini  de 

cercles  car  les  distances  de  leurs  centres  sont  toutes  supérieures  à  -• 

Pour  tous  les  points  de  C  qui  ne  sont  pas  intérieurs  à  un  au  moins 

d'entre  eux  le  nombre  r  est  inférieur  à  --  Considérons  ceux  pour  les- 

quels  il  est  >  y  •  Opérons  de  même  pour  ces  points.  En  considérant  ainsi 

successivement  ceux  des  points  restants  pour  lesquels  le  nombre  r 

est  supérieur  à  -^)  —  •••  nous  obtenons  à  chaque  fois  un  nombre  fini 

de  cercles  et  par  suite  une  infinité  dénombrable  de  cercles.  Tout  point 
intérieur  à  Qu'appartenant  pas  à  E  est  intérieur  à  un  au  moins  d'entre 

eux,  car  si  le  nombre  /•  qui  lui  correspond  est  supérieur  à  —  il  ne 

peut  être  extérieur  aux  cercles  qui  se  trouvent  avoir  été  tracés  après 
la  /«'*'"*  opération.  D'ailleurs,  un  point  de  E  ne  peut  être  intérieur  à 
aucun  de  ces  cercles.  Donc  l'ensemble  des  points  restant  se  confond 
avec  E. 

Inversement,  si  l'on  exclut  d'un  cercle  Clés  points  intérieurs  à  un  des 
cercles  d'une  infinité  dénombrable  de  cercles,  l'ensemble  restant  con- 
tient son  dérivé,  car  si  un  point  est  exclu  il  en  est  de  même  d'un  cer- 
tain entourage  de  ce  point. 

2.  Cette  dénionstralion  appelle  plusieurs  remarques.  D'abord  nous 
pouvons  répéter  l'observation  faite  par  M.  Borcl  dans  le  cas  des 
ensembles  rectiligncs  sur  l'étendue  de  la  restriction  que  l'on  apporte 
à  la  notion  d'ensemble  en  se  bornant  aux  ensembles  fermés.  En  second 
lieu,  il  va  un  rapprochement  intéressant  à  faire  du  tliéorème  précédent 
ri  de  celui  qui  a  été  démontré  par  MM.  Volterra  et  Poincaré  (')  sur 
les  fondions  analytiques.  Da/is  le  cm  des  foncliuii.s  anij'ornies  ce 


{')  \>Q\yzKV^t,  liendicoiUi  cli  Palei nio,  t.   11.  —   Voltebra,   Atti  dei  Lincei. 
Kiiulioinlt.  I.  I\'. 
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théorème  nous  apprend  qu'on  peut  tracer  une  infinité  dénombrablc 
de  cercles  contenant  à  leur  intérieur  les  points  réguliers  de  la  fonction 
■  et  à  leur  extérieur  ou  sur  leur  contour  les  points  singuliers.  Mais  il  ne 
faut  pas  conclure  à  l'identité  des  deux  résultats  précédents,  car  un  en- 
semble fermé  quelconque  ne  peut  pas  toujours  constituer  l'ensemble 
singulier  d'une  fonction  uniforme.  Il  suffit,  pour  s'en  persuader,  de 
considérer  l'ensemble  des  points  situés  sur  trois  cercles  concentriques. 
On  peut  penser  qu'en  considérant /j/ws^ewr.?  fonctions  analytiques  on 
arrivera  à  démontrer  notre  théorème;  cela  est  probable,  mais  il  fau- 
drait alors  en  considérer  une  infinité  dénombrablc  et,  d'autre  part, 
supposer  connu  le  théorème  analogue  relatif  aux  ensembles  recti- 
lignes.  Il  est  évidemment  plus  simple  de  procéder  directement. 

3.  Je  m'attacherai  surtout  à  la  distinction  entre  les  ensembles  par- 
faits continus  et  discontinus.  Un  enseml)le  fermé  étant  égal  à  un 
ensemble  parfait  augmenté  d'un  ensemble  dénond)rable  (' ),  il  est 
bien  naturel  de  se  limiter  aux  ensembles  parfaits.  D'ailleurs,  si  l'on 
raisonnait  sur  les  ensembles  fermés,  on  n'exclurait  pas  le  cas  des 
ensembles  dénombrables  et  il  pourrait  en  résulter  une  gêne  dans  les 
démonstrations. 

M .  Cantor  appelle  continu  un  ensemble  parfait  bien  enchaîné  (zusam- 
menhdngend),  c'est-à-dire  tel  qu'étant  donnés  deux  points  de  l'en- 
semble et  un  nombre  £,  on  peut  trouver  une  succession  de  points 
de  l'ensemble,  contenant  ces  deux  points,  tels  que  la  distance  de  cha- 
cun au  précédent  et  au  suivant  soit  inférieure  à  £,  et  cela  quelque 
soit  £.  Si,  pour  deux  points  au  moins  de  l'ensemble,  cette  propriété 
n'a  pas  lieu,  l'ensemble  est  mal  encliainè.  Un  ensemble  parfait  mal 
enchaîné  est  dit  discontinu.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  parfait  est 
partout  discontinu  quand  la  propriété  précédente  n'a  lieu  pour  aucun 
couple  de  deux  points. 

Un  continu  est  dit  superficiel  (juand  il  contient  des  points  non 
frontières,  c'est-à-dire  des  points  dont  un  certain  entourage  appartient 
à  l'ensemble;  il  est  linéaire  quand  tous  ses  points  sont  frontières.  Ce 
n'est  pas  ici  le  lieu  d'étudier  les  rapports  entre  les  notions  vulgaires 

(')   Bendixson,  Acla  maltiKtnalica,  l.  II. 
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de  li^nc  et  d'aire  et  les  notions  d'ensembles  continus  linéaires  ou 
superficiels.  Les  travaux  de  M.  Cantor  ont  montré  que,  si  le  continu 
et  le  discontinu  peuvent,  par  la  notion  de  puissance,  se  ramener' 
«  à  une  commune  mesure  u,  leur  distinction  permet  d'élucider  la 
notion  ordinaire  de  continu  et  que  ce  n'est  là  «  ni  une  idée  indécom- 
posable, ni  une  intuition  a  priori  ».  .Je  m'autoriserai  de  ces  travaux 
pour  appeler  ligne  canlorienne  ou  même  ligne  un  ensemble  continu 
linéaire. 

Je  démontrerai  d'abord  un  théorème  qui  joue  dans  la  suite  un  rôle 
important  et  qui  a  été  démontré  par  M.  Painlevé  dans  son  Cours  de 
l'Ecole  ÎNonnale  en  1902.  Ce  théorème  étant  inédit,  je  crois  devoir  le 
démontrer  ici  en  le  complétant  sur  certains  points. 

Considérons  un  ensemble  de  points  E^  dépendant  d'un  paramètre  a 
que  nous  supposerons  réel  et  qui  tendra  vers  a^.  Je  dirai  qu'un  point  a 
appartient  à  l'ensemble  limite  de  E^,  si,  quelque  petits  que  soient  les 
deux  nombres  r  et  t,  sous  la  condition  |  a  —  ao  1  <<  £,  le  cercle  de 
centre  a  et  de  rayon  /•  renferme  des  points  appartenant  à  certains 
des  Ea.  L'ensemble  des  points  a  s'il  en  existe  est  l'ensemble  limite  E. 
Je  dis  que  si  les  ensembles  M^  sont  continus  et  si  chacun  (Veux  con- 
tient tous  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  ultérieures  de  a, 
r  ensemble  limite  E  est  continu  ou  se  réduit  à  un  point. 

Supposons  que  E  comprenne  au  moins  deux  points  a  et  b.  L'en- 
semble E  étant  fermé,  il  suffira  de  montrer  qu'il  est  bien  enchaîné.  Or, 
s'il  était  mal  enchaîné,  on  pourrait  trouver  un  nombre  £  tel  qu'en 
traçant  tous  les  cercles  de  rayon  t  ayant  pour  centres  les  diflérents 
points  de  I*],  on  ne  |)uisse  trouver  un  ensend)lc  continu  de  points 
joignant  a  et  b  et  restant  à  l'intérieur  de  ces  cercles.  On  ne  pourra 
donc  pas  non  plus  trouver  un  continu  dont  tous  les  points  soient  inté- 
rieurs à  .l'un  au  moins  de  ces  cercles,  et  joignant  deux  points  a,,  6, 
distants  l'un  de  a  l'autre  de  b  de  moins  de  t.  Or,  pourvu  (jue  a  soit 
suf(isaiiiincnl  voisin  de  a„,  l'ensemble  E^  contiendra  deux  tels  points 
(Ea  contient  même  a  et  b).  Et  il  y  aurait  donc  des  points  de  E  exté- 
rieurs à  tous  ces  cercles  ou  sur  leur  contour,  ce  (jui  est  absurde.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

La  forme  même  sous  laquelle  j'ai  présenté  la  démonstration  moiilie 
rpi'il  csl  iiiulile  de  supposeï'  (pic  tous  les  ensendjles  E»  conlioniicut  les 
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points  a  et  b.  Pour  qu'elle  subsiste  néanmoins  il  est  nécessaire  qu'il 
existe  au  moins  un  [)oint  a  qui  soit  limite  pour  tous  les  £„;  j'entends 
par  là  que  pour  toutes  les  valeurs  de  a  suffisamment  voisines  de  a„ 
les  E,;  ont  des  points  aussi  voisins  qu'on  veut  de  a.  Alors  E,  s'il  ne  se 
réduit  pas  à  a,  contient  au  moins  un  antre  pointé  et  il  n'est  pas  néces- 
saire pour  le  raisonnement  que  b  soit  limite  de  tous  les  E^;  il  suffit 
qu'il  existe  (/e*  valeurs  de  a  tendant  vers  a„  telles  cjue  les  E„  correspon- 
dants aient  des  points  tendant  vers  b. 

Mais,  s'il  n'existe  aucun  point  a  limite  de  tous  les  Ea,  le  théorème 
peut  être  en  défaut.  Par  exemple,  si  E„  est  nn  cercle  de  rayon  a.  ayant 
pour  centre  le  point  zéro  si  a  est  comraensurable,  le  point  un  si  a  est 
incommensurable,  l'ensemble  E  se  compose  des  deux  points  o,  i  quand 
a  tend  vers  zéro. 

J'aurai  besoin,  dans  la  suite,  du  théorème  complété  comme  je  viens 
de  le  faire,  (^uant  au  théorème  énoncé  en  premier  lieu,  il  permet 
d'abréger  une  démonstration  due  à  M.  Phragmèn  (')  du  théorème 
suivant  :  Si  V  est  la  frontière  d'un  continuuni  A,  et  s'il  existe  des 
points  extérieurs  à  A,  une  partie  de  P  est  continue.  Il  est  facile  au 
moyen  du  théorème  précédent  de  compléter  cet  énoncé  et  de  mettre 
à  l'abri  de  toute  critique  certains  points  de  rigueur  de  la  démon- 
stration de  M.  Phragmèn.  Voici  le  résultat  auquel  on  parvient  :  Soit 
un  continuum  A  ou  plutôt  appelons  A  le  dérivé  d'un  continuuni  donné. 
L'ensemble  des  points  frontières  de  A  est  constitué  [)ar  une  infinité 
dénornbrable  de  lignes,  et  si  L  est  une  de  ces  lignes,  on  peut  trouver 
deux  points  a,  b  dont  un  seul  appartenant  à  A  qu'il  est  impossible  de 
joindre  sans  rencontrer  L.  Autrement  dit,  L  est  une  ligne  fermée.  En 
particulier,  si  A  est  borné,  l'ensemble  des  points  extérieurs  à  A  forme 
plusieurs  continua  dont  l'un,  B,  comprend  le  point  à  l'infini  ;  la  fron- 
tière de  ce  continuum  B,  qui  est  une  portion  de  la  frontière  de  A  et  que 
nous  appellerons  y/'on^t'è/'e  extérieure  de  A,  est  une  ligne  cantorienne 
fermée. 

4.  Eludions  maintenant  les  ensembles  partout  disconliiuis.  lJu|)()int 
d'un  tel  ensemble  peut  être  entouré  d'un  contour  fermé  et  ne  passant 

('  )  Aela,  t.  Vil. 

Juuni.  (le  Matli.  (li"  série),  tome  I.  —  Kasc.  I.  ir)o.i.  ^ 


lO  L.     ZORETTI. 

par  aucun  point  de  l'ensemble  intérieur  à  un  cercle  aussi  petit  qu'on 
veut  ayant  le  point  donné  ]jour  centre.  Je  démontrerai  le  théorème 
plus  général  suivant  :  Soit  a  un  point  appartenant  à  une  portion  con- 
tinue P  d'un  ensemble  fermé  E.  Les  points  qui  sont  à  une  distance 
de  P  inférieure  ou  égale  à  a  forment  un  continuuin  C  dont  la  fron- 
tière est  une  ligne  L.  Considérons  les  points  de  E  extérieurs  à  C  et 
leurs  points  limites  (ce  qui  peut  ajouter  certains  points  de  L).  Soit  F 
l'ensemble  obtenu.  A  chaque  couple  formé  par  un  point  de  P  et  un 
point  de  F  répond  un  nombre  t  tel  qu'on  ne  puisse  former  une  chaîne 
de  points  de  E  contenant  les  points  considérés  et  à  chaînons  plus  petits 
que  £.  Si  l'on  considère  un  point  de  P  et  tous  les  points  de  F  la  limite 
inférieure  des  nombres  £  obtenus  n'est  pas  zéro,  car  si  elle  était  zéro  on 
trouverait,  suivant  un  raisonnement  bien  connu,  un  point  tel  que,  pour 
tous  les  points  de  F  suflisamment  voisins  de  lui,  ce  nombre  serait 
aussi  petit  qu'on  voudrait.  Or  ce  point,  limite  de  points  de  F,  appar- 
tient à  F  puisque  F  est  fermé;  donc  il  lui  correspond  une  certaine 
valeur  de  £,  soit  y]  et  pour  tous  les  points  qui  sont  à  une  distance  de 
lui  moindre  que  yj  le  nombre  t  est  au  moins  égal  à  y]  et,  par  suite,  n'a 
pas  zéro  pour  limite  inférieure.  Pour  chaque  point  de  P  nous  obtenons 
donc  une  limite  inférieure  différente  de  zéro.  On  voit  de  même  que, 
si  l'on  considère  tous  les  points  de  P,  la  limite  inférieure  de  toutes  les 
limites  correspondantes  est  un  nombre  diflerent  de  zéro  que  j'appel- 
lerai t.  Traçons  alors  de  tous  les  points  de  E  comme  centres  des  cercles 

de  rayon  -•  Ces  cercles  forment  plusieurs  continua  dont  l'un  renferme 

tous  les  points  de  P  à  son  inlérieiir.  Ce  continuum  est  d'ailleurs  tout 
entier  à  l'intérieur  de  L.  Sa  frontière  extérieure  est  donc  une  ligne 
fermée  entourant  P  (sans  contenir  aucun  point  de  E).  J'ai  donc  établi 
qu'o//  peut  liouvcr  une  ligne  fermée  comprenant  à  son  intérieur 
tous  les  points  de  P,  ne  passant  par  aucun  point  de  E  et  dont  tout 
point  est  à  une  distance  de  P  inférieure  à  une  quantité  donnée 
fjui-lconque  ]}.. 

Dans  cet  énonce,  le  mot  ligne  est  entendu  dans  son  sens  le  plus 
général.  Mais  tout  point  de  cette  ligne  est  à  une  distance  p  de  l'en- 
semble 1*]  et  pour  tous  les  points  de  la  ligne  la  limite  inférieure  des 
nombres  p  est  dillérente  de  zéro  d'api'ès  le  même  raisonnement.   On 
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peut  donc  considérer  au  lieu  d'une  ligne  une  zone  fermée  jouissant 
des  mêmes  propriétés  que  la  ligne  ci-dessus.  Tout  ensemble  continu 
entourant  P  et  situé  dans  la  zone  jouit  encore  des  mêmes  propriétés. 
On  peut  donc  toujours  supposer  cpie  Ton  prend  dans  l'énoncé  précé- 
dent une  ligne  analytique  ayant  en  chaque  point  une  tangente  et  même 
une  courbure  continues.  Cela  a  une  certaine  importance  si  l'on  veut 
faire  des  intégrations  sur  la  ligne  ('),  ou  simplement  si  l'on  veut  se 
déplacer  sur  elle  dans  un  certain  sens,  expression  qui  n'a  pas  toujours 
de  signification  pour  une  ligne  cantorienne  quelconque. 

5.  Je  terminerai  cette  étude  préliminaire  par  la  démonstration  de 
deux  théorèmes  qui  ne  me  serviront  d'ailleurs  pas.  .T'ai  cherché  pendant 
longtemps  sans  y  parvenir  à  utiliser  le  premier  dans  la  démonstration 
du  théorème  qui  fait  l'objet  du  Chapitre  suivant,  et  je  tiens  à  le 
signaler  parce  que  je  le  crois  de  nature  à  simphfier  notablement  cette 
démonstration.  Voici  ce  théorème  : 

Théorème.  —  La  somme  d'une  infinité  dénombrable  d' ensembles 
discontinus  ne  peut  contenir  une  portion  continue. 

Soient  E, ,  E^,  . . . ,  E,„  . . .  les  ensembles  donnés,  S  leur  somme.  Sup- 
posons qu'elle  contienne  un  continu  t.  Il  y  a  dans  a  un  point  au  moins 
extérieur  ta  E,  et  par  suite  ce  point  peut  être  entouré  d'un  cercle  con- 
tenant des  points  de  a-,  mais  aucun  des  points  de  E,.  L'ensemble  des 
points  de  a  qu'il  contient  est  d'ailleurs  continu.  Dans  ce  cercle  on  peut 
en  trouver  de  même  un  second  sans  point  de  E,  et  contenant  une  por- 
tion continue  de  a.  En  continuant  ainsi  nous  obtenons  une  suite  dé- 
nombrable de  cercles  qui  ont  visiblement  au  moins  un  point  limite  a. 
Ce  point  appartient  à  <t,  car  tous  les  cercles  contiennent  des  points 
de  a  et  a  est  parfait.  D'autre  part  il  ne  peut  appartenir  à  aucun  en- 
semble E„,  car  il  est  intérieur  à  tous  les  cercles,  en  particulier  au  n"""* 
cercle  qui  ne  contient  pas  de  point  de  E„.  H  y  a  donc  icontradiction. 

D'ailleurs  S  n'est  pas  forcément  fermé;  son  dérivé  peut  être  continu. 


(')  Observons,  ce  qui  reslreiiil  hoaiiroup  !;i  porU-e  He  cette  roiii.irqiio,  que  In 
démonstration  ne  nous  apprend  rien  sur  la  lons'ieur  de  celle  ligne.  Elle  peut  ne 
pas  tendre  vers  zéro  avec  [x. 
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Considérons  par  pxcinpli"  une  fonction  uniforme  ayant  une  conpnre  ne 
renfermant  aucun  arc  de  cercle.  Tous  les  points  réi;uliers  de  la  fonc- 
tion pourront  être  enfermés  dans  une  infinité  dénombrable  de  cercles 
dont  aucun  ne  contiendra  de  ligne  singulière.  Sur  chaque  cercle  se 
trouve  un  ensemble  de  points  singuliers.  La  somme  de  tous  ces  en- 
sembles ne  comprendra  aucune  ligne  et  pourtant  son  dérivé  en  con- 
tiendra une. 

On  démontre  de  même  c[u"une  infinité  dénombrable  de  continus 
linéaires  ne  saurait  contenir  un  continu  superficiel. 

6.  Je  terminerai  ce  Chapitre  en  démontrant  une  propriété  plus 
curieuse  cju'imporlante  des  ensembles  discontinus.  C'est  la  propriété 
suivante  : 

Théorème.  —  Etant  donné  un  ensemble  paiiout  disconliiiii,  on 
peut  trouver  une  ligne  contenant  tous  les  points  de  l'ensemble. 

Soit  E  l'ensemble  donné  supposé  borné.  Traçons  de  tous  les  points 
de  E  comme  centres  des  cercles  de  rayon  t.  Les  points  intérieurs  à  ces 
cercles  formeront  un  nondire  fini  de  contiiuia  (l^,  C,,  ...,  C^,.  Consi- 
dérons la  frontière  extérieure  de  chacun  d'eux  et  parmi  ces  /)  lignes 
fermées  excluons  celles  qui  sont  entièrement  intérieures  à  une  des 
autres.  Joignons  les  lignes  restantes  A  par  des  lignes  arbitraires  M  dont 
chacune  est  limitée  à  deux  A,  ei  (pii  ne  coupent  aucune  des  autres  A 
ni  aucune  des  M.  Soit  a  un  point  extérieur  à  E.  Si  t  est  assez  petit, 
a  sera  extérieur  aux  C,-.  Si  nous  supposons  (ju'aucune  des  M  ne  passe 
parer,  ce  point  définit  un  rontinuum,  savoir  rensemble  des  points  ((u'on 
peut  joindre  à  asansrenconlrci  ni  les  M  ni  les  A.  Le  conlinuuniolilrnu 
en  joignant  à  celui-là  h's  points. ////('/7Vv//-.y  ('  )  aux  lignes  A  admel  une 
fron tien.' qui  est  une  ligne  fermée  coniprenanl  hms  les  M  et  des  jior- 
lions  de  tous  les  A. 

Donnons  à  £  une  \alcui'  [il us  pclite,  nous  aurons  un  aulre  eonliuiiiini. 
(  )uaiid  î  li'ud  vers  zéro,  ce  coulinuuui  Icndra  veis  uu  ensemble  contniu 
liuiilc,  car  tous  les  points  de  I']  sont  intérieurs  à  ce  eourniuiiui.  La  tion- 


(')  A"  sens  (le  M.  Jordan. 
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lière  de  ce  continu  liniile  est  une  ligne  A.  Je  dis  qu'elle  contient  tous 
les  points  de  E. 

En  effet,  si  a  est  un  point  de  K  ou  bien,  pour  une  valeur  assez  petite 
de  £,  il  sera  à  une  distance  aussi  petite  que  Fou  voudra  d'une  ligne  A  et 
alors  il  appartiendra  à  A  ;  ou  bien,  quel  que  soit  z,  il  y  aura  toujours 
un  conlinuum  C,  enveloppant  le  point  a  et  dont  tous  les  points  ne 
tendront  pas  vers  a.  Comme  la  limite  de  C,  est  continue  et  comprend 
exclusiyc/nrnt  des  points  de  E,  c'est  là  une  conséquence  absurde.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 


CHAPITRE  II. 

LES    FONCTIONS    AXALYTIQUES. 

1.  Etant  donnée  une  fonction  analytique  uniforme,  l'ensemble  de 
ses  points  singuliers  E,  qui  est  un  ensemble  fermé,  peut  affecter  l'une 
des  trois  formes  suivantes  : 

i"  H  est  dénombrable;  il  conticnl  alors  des  points  isolés; 

■i"  Il  contient  un  ensemble  parfait,  mais  aucun  ensemble  continu; 

3"  Il  contient  des  ensembles  continus,  lignes  ou  aires. 

Si  l'on  veut  étudier  la  façon  dont  se  comporte  la  fonction  au  voisi- 
nage d'un  point  singulier  donné,  on  sera  conduit  à  faire  jouer  le  rôle 
important  à  celles  des  singularités  qui  sont  voisines  du  point  donné. 
Si  l'on  entoure  ce  point  d'un  cercle,  ou  bien  le  rayon  de  ce  cercle 
pourra  être  pris  assez  petit  pour  (jue  les  points  singuliers  qui  lui  sont 
intérieurs  forment  un  ensemble  dénombrable,  ou  bien  quclcjue  petit 
que  soit  ce  rayon  cet  ensemble  ne  sera  jamais  dénombrable;  dans  ce 
dernier  cas,  ou  bien  le  rayon  pourra  être  pris  assez  petit  pour  que  cet 
ensemble  so'il  partout  discontinu,  ou  bien  il  contiendra  un  ensemble 
continu  quelque  petit  que  soit  le  rayon  du  cercle.  Un  point  singulier  r„ 
donné  sera,  suivant  que  l'on  est  dans  tel  ou  tel  de  ces  trois  cas,  dit 
appartenir  à  un  ensemble  dénombrable,  discontinu  ou  continu  (')  de 
points  singuliers. 

(')  Dans  ce  dernier  cas  il  n'evislc  pas  nécessaiienient  de  li^ne  sinf;iilière  pas- 
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Dans  le  premier  cas,  le  théorème  de  M.  Picard,  qu'on  généralise 
aisément  en  suivant  la  voie  indiquée  par  M.  BorcI,  donne  des  rensei- 
gnements d'une  grande  précision  sur  lalluie  de  la  fonction.  Dans  le 
dernier,  des  exemples  très  simples  permettent  de  montrer  que  les  cir- 
constances les  plus  variées  peuvent  se  présenter  :  la  fonction,  ainsi  que 
toutes  ses  dérivées,  ou  seulement  un  certain  nombre  d'enlre  elles, 
peuvent  être  continues  ou  simplement  déterminées  quand  :j  tend  d'une 
façon  quelconque  vers  un  point  appartenant  à  une  ligne  singulière;  la 
fonction  peut  au  contraire  être  plus  ou  moins  complètement  indéter- 
minée dans  les  mêmes  conditions  (').  De  plus,  si  l'on  se  donne  à 
l'avance  la  forme  des  coupures,  on  peut  former  des  exemples  de  tous 
ces  cas,  quelle  que  soit  cette  forme.  Si  l'on  veut,  l'allure  de  la  fonction 
ne  dépend  pas  de  la  forme  des  coupures  (-). 

2.  Le  cas  intermédiaire,  celui  d'un  point  :;„  appartenant  à  un 
ensemble  discontinu,  était  resté  jusqu'à  présent  très  mal  connu.  Si  ce 
point  est  limite  de  points  isolés,  on  peut  affirmer  que  le  théorème  de 
M.  Picard  s'applique  :  au  voisinage  du  point  la  fonction  prend  une 
infinité  de  fois  toute  valeur  donnée  sauf  exception  pour  deux  valeurs 
au  plus.  Mais  si,  à  l'intérieur  d'un  cercle  c  de  centre  :;„,  l'ensemble 
singulier  est  parfait,  ce  théorème  n'est  pas  toujours  vrai.  M.  Painlevé 
subdivise  ce  cas  en  trois.  En  entourant  chacun  des  points  singuliers 
d'un  contour  ne  passant  par  aucun  d'eux  et  en  appelant  >,  la  limite  de 
la  somme  des  longueurs  de  cescontoui's  «piand  leurs  diamètres  tendent 
vers  zéro,  cette  limite  pourra  être  (pour  un  choix  convenable  de  ces 


snnl  par  z^;  d'après  la  définition,  ce  point  peut  être  simplement  limite  de  lignes 

...          „.                  .         .                 1     ,■         ■        V  9{r>  z) 
singulières.  \j  est  ce  qui  arrive  pour  la  lorirtioM    > —  pour  ;  =  o  en  posant 

,    .       V^  e-''   '/  .  ,  ■  ,  '/ 

0(5  1  =r  >   ;  <i  cl  /'  Il  il  lit  (les  entiers  tels  que  —  <  i. 

•'    '      .^dp(z  —  i)  —  r//  '       p 

(')  Des  exemples  nombreux  ont  été  donnés  de  tous  ces  cas.  On  trouvera  des 
détails  à  ce  sujet  dans  une  thèse  soutenue  à  lUniversité  Jolin  Hopkins  par 
M.  J.  Eiesland  (  lialtimore,  1898). 

(-)  Autrement  dit,  \i'  r/omni/ir  fl'inHrterminntinit  peut  être  quelconque.  Pour 
la  définition  de  celte  expression,  voir  Paini.evé,  Comptes  rendus,  t.  ("AXXI, 
p.  489. 
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contours)  nulle,  finie  ou  infinie.  Dans  le  premier  cas  z^  sera  dit  appar- 
tenir à  u/i  c/isemble  ponctuel;  dans  le  second  à  un  ensemble  semi- 
linéaire;  dans  le  troisième  à  un  ensemble  semi-superficiel,  et 
M.  Painlevé  a  démontré  dans  le  premier  cas  que  la  fonction  s'approche 
autant  cju'on  veut  de  toute  valeur  donnée  au  voisinage  du  point  singu- 
lier considéré,  et  dans  le  second  qu'elle  ne  peut  pas  être  continue  dans 
une  aire,  si  petite  cju'elle  soit,  contenant  le  point  donné.  Mais  le  troi- 
sième cas  a  jusqu'à  présent  échappé  à  toutes  les  tentatives. 

Dans  ce  cas  en  ell'ct  les  méthodes  basées  sur  l'intégrale  de  Cauchy 
qui  avaient  réussi  dans  les  deux  premiers  ne  permettent  plus  de  con- 
clure. On  est  alors  obligé  d'étudier,  avec  les  seules  ressources  de  la 
théorie  des  ensembles  et  en  se  basant  uniquement  sur  le  prolongement 
analytique,  la  relation  établie  entre  les  deux  points  z  et  w  parla  fonc- 
tion w  =y(3)  et  en  particulier  on  est  conduit  à  considérer  la  fonction 
inverse -  — <J>(w)  qui  est  une  fonction  analytique  à  une  infinité  de 
branches.  Or,  on  sait  quelles  précautions  minutieuses  exige  tout  rai- 
sonnement sur  ces  fonctions.  Un  raisonnement  sans  rigueur  montre 
immédiatement  cjue  dans  le  cas  général  la  fonction  se  comporte  comme 
dans  le  cas  d'un  ensemble  ponctuel  ('  ).  Mais,  si  l'on  cherche  à  rendre 
rigoureuses  ces  considérations,  on  tombe  sur  des  difficultés  qui 
jusqu'à  présent  n'ont  pu  être  surmontées. 

On  verra  dans  la  suite  de  quelle  nature  sont  ces  difficultés;  elles  se 
retrouvent  en  partie  dans  la  démonstration  du  théorème  suivant  qui 
fait  le  principal  objet  de  ce  travail  : 

Théorème  A.  —  Etant  donnée  une  fonction  uniforme  qui  dans 
une  aire  A  admet  un  point  singulier  faisant  partie  d'un  ensemble 
discontinu  de  singularités,  la  fonction  est  certainement  discontinue 
en  quelque  point  de  cette  aire. 

Autrement  dit,  tout  point  r„  faisant  partie  d'un  ensemble  discon- 
tinu de  points  singuliers  est  un  point  transcendant  essentiel oa  un  point 
limite  de  points  essentiels  ("). 

(  '  )   Ce  raisonnement  se  trouve  indiqué  en  note  dans  les  Leçons  de  Sl(icl<liolm, 
('■')  M.  Huinlevé  appt'lle  poiiil  Iranscendaut  ordinuiru  un  point  pour  lequel 
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5.  Démonstration  du  théorème  A.  — ■  Théorèmes  préiiminaires. 
— „  .Vaborde  donc  la  démonstration  de  ce  théorème.  Soit  une  fonc- 
tion/"(r)  qui  admet  un  point  singulier  :;„  faisant  partie  d'un  ensemble 
discontinu  de  singularités.  Je  suppose  que  cette  fonction  soit  continue 
dans  une  aire  D  contenant  le  point  r,,  à  son  intérieur  et  je  veux  démon- 
trer que  cela  est  absurde. 

La  fonction /(r)  peut  admettre  en  dehors  de  D  des  singularités  de 
nature  quelconque,  points  ou  lignes,  mais  je  vais  démontrer  (|u'o/i 
peut  toujours  lui  substituer  une  fonction  qui  soit  continue  dans 
tout  le  plan  et  qui  admette  pour  toutes  sini;a/a/-ités  un  ensemble 
discontinu. 

Je  puis  d'abord  toujours  supposer  (|ue  la  valeur  de  la  fonction  /(z) 
au  point  z„  est  finie.  11  suffirait  dans  le  cas  contraire  de  remplacer  la 

fonction  f{z)  par  ji-^'  ^^'^^^  posé,  je  remplace  l'aire  D  par  une  aire  A 

(pii  lui  soit  entièrement  intérieure  et  remplissant  les  trois  conditions 
suivantes  : 

1°  Son  contour  c  ne  passe  par  aucun  point  singulier; 

2°  A  contient  à  son  intérieur  un  ensendjle  discontinu  de  points  sin- 
guliers et  parmi  eux  le  point  3„  et  ne  contient  aucun  autre  point  sin- 
gulier; 

3"  La  fonction  /(:;)  (qui  est  finie  au  point  :;„)  sera  finie  dans  A  et 
par  suite  bornée  puistju'elle  est  continue. 

Il  est  évidemment  possible  de  faire  choix  d'une  telle  aire  A.  Défor- 
mons alors  le  contour  c  d'une  façon  continue  sans  jamais  rencontrer  de 
[)oint  singulier.  Soit  y  une  position  de  ce  contour.  Dans  l'aire  com- 
prise entre  c  et  y  la  fonction  /(x)  est  holomorphc  et,  par  suite,  elle 


le  domaine  d'indétermination  est  réduit  à  un  point  el  point  essentiel  un  poinl 
pour  lequel  cette  condition  n'est  pas  remplie.  La  délinition  convient  aux  fonc- 
tions niulliformes.  l'our  les  foiiclioiis  uniformes  les  seuls  points  transcendants 
([ui  puissent  être  ordinaires  appartiennent  à  des  coupures  ou  à  des  ensembles 
parfaits  discontinus,  quoique  ce  dernier  cas  ne  puisse  viaisemblablement  pas  se 
présenter.  Les  points  essentiels  se  divisent  eux-mêmes  en  points  t'sscnliets  />rn- 
preme/tt  dits  el  points  scini-essenliels,  ce  derniei-  cas  étant  celui  où  la  fonction 
tend  vers  uni'  limite!  si  )(■  cluMnin  (|ue  suit  la  variable  ne  tonnic  |)iis  indéfîninienl 
autour  dn  poinl  siiifiiijiiri-  :  ainsi  ./7  :::;  o  pour  \;\  Ion  cl  mil  y  -.  ./■  log .;'. 
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est  donnée  par  la  formule 

La  fonction  g(oo)  est  holomorphe  et  par  suite  continue  à  l'intérieur 
de  y.  La  fonction  F  (a;)  est  holomorphe  dans  tout  le  plan  sauf  à  l'in- 
térieur de  c  où  elle  admet  les  mêmes  points  singuliers  quey'(j;).  Elle 
est  continue  à  l'intérieur  de  c  puisqu'elle  est  la  différence  entre  deux 
fonctions  continues  à  l'intérieur  de  c.  Elle  est  donc  continue  dans  tout 
le  plan  (nulle  à  l'infini).  Elle  remplit  donc  bien  les  conditions  que 
nous  nous  étions  imposées. 

Considérons  donc  la  fonction  w  =  F(s).  En  un  point  z^  extérieur  à 
l'ensemble  E  des  points  singuliers  et  qui  n'annule  pas  la  dérivée  F'(^), 
la  fonction  F  prend  une  valeur  «(,  et  l'on  peut  trouver  une  aire  entou- 
rant ce  point  «'„  et  suffisamment  petite  pour  que,  w  étant  un  point  de 
cette  aire,  w  —  w^  soit  développable  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  de  :;  —  :^u.  Autrement  dit,  la  branche  de  la  fonction  inverse 
:;  =:  cp(vv)  qui  au  point  vi,,  prend  la  valeur  z„  est  holomorphe  en  ce 
point.  Prolongeons  analytiquement  cette  branche  de  toutes  les  façons 
possibles  dans  le  plan  ^v;  nous  définirons  ainsi  toute  la  fonction 
z  =  9(«')  qui  est  en  général  une  fonction  à  une  infinité  de  branches. 
Je  remarquerai  d'abord  que  le  domaine  d'existence  de  cette  fonction 
est  borné.  En  effet,  la  fonction  w  =  F(-)  est  bornée;  donc,  quel  que 
soit  le  point  z,  le  point  w  correspondant  est  intérieur  à  un  certain 
cercle  de  rayon  R  ayant  pour  centre  l'origine.  Il  sera  donc  impossible 
qu'en  effectuant  le  prolongement  analytique  de  la  fonction  z  nous 
puissions  sortir  de  ce  cercle. 

4.  Je  démontrerai  au  sujet  de  la  fonction  z{w)  le  théorème  sui- 
vant qui  joue  dans  la  suite  un  rôle  capital  : 

Théorème  B.  —  La  fonclion  z(w)  ne  peut  présenter  aucun  point 
d 'indéterni  i  nation . 

Autrement  dit,  ses  seuls  points  singuliers  sont,  outre  les  points 
algébriques,  des  points  transcendants  ordinaires  ('  ). 

C)  Les  points  critiques  algébriques  s'obtiendront  en  éliminant  ;  entre  les  deux 
équations  F(i)  —  n^  ::=  o  et  F'(  j)  =  0. 

Journ.  (Je  Afath.  (  fi«  série),  tome  I.  —  Fiisc.  I,  igoS.  ^ 


l8  L.     ZORETTI. 

Prolongeons  une  branche  z  de  la  fonction  ç  le  long  d'un  chemin 
continu  quelconque  X,  jusqu'en  un  point  a,  singulier  pour  la  branche 
que  nous  suivons.  Entourons  ce  point  a  d'un  cercle  c  de  rayon  très 
petit  et  prolongeons  la  branche  z  dans  ce  cercle  de  toutes  les  façons 
possibles  à  partir  de  l'arc  i\\a  de  X  intérieur  à  c.  Sur  l'arc  v\  „  a  et  dans 
le  cercle  c,  la  fonction  z  prend  un  ensemble  E  de  valeurs.  Je  dis  que 
le  dérivé  E'  de  E  est  continu.  La  chose  peut  être  considérée  comme 
évidente.  Pour  la  démontrer  en  toute  rigueur,  nous  remarquerons 
que  E'  contient  son  dérivé  ('  ).  Il  est  de  même  très  facile  de  voir  que  E' 
contient  E,  car  tout  point  de  E  obtenu  pour  une  valeur  u',  de  la  va- 
riable, est  limite  des  points  de  E  obtenus  pour  les  valeurs  voisines, 
donc  tout  point  de  E  appartient  à  E'.  Je  dis  que  E'  est  bien  enchaîné. 
Il  suftit  de  montrer  que  E  l'est.  Donnons-nous  deux  points  -,,  z^  de  E 
obtenus  entre  autres  pour  les  valeurs  «■,,  w.,  de  w.  Sur  l'arc  w,u'2, 
extrémités  comprises,  la  fonction  z  est  continue;  elle  est  donc  unifor- 
mément continue.  On  pourra  donc  marquer  sur  l'arc  w,  iv.,  une  suc- 
cession de  points  (v,  tels  que  l'oscillation  de  la  fonction  z  quand  on 
passe  de  chacun  au  suivant  soit  inférieure  à  t.  Par  suite,  l'ensemble  E' 
est  bien  enchaîné  et,  comme  il  est  parfait,  il  est  continu. 

Supposons  maintenant  que  l'origine  de  l'arc  X  se  rapproche  indé- 
finiment de  a  et  que  le  rayon  de  c  tende  vers  o.  Le  continu  E'  obtenu 
diuiinue  sans  cesse.  Dans  ces  conditions,  l'ensemble  limite  de  E'  est 
continu.  Si  donc  il  ne  se  réduit  pas  à  un  point,  il  est  nécessaire  qu'il 
contienne  un  ensemble  continu  de  points  non  singuliers  de  la  fonc- 
tion w(-).  Or,  en  chacun  de  ces  points,  la  valeur  de  la  fonction  w  ne 
pourrait  être  que  a.  La  fonction  F(j),  constante  sur  une  ligne  conti- 
nue, serait  donc  constante  dans  tout  le  plan  d'après  un  théorème  de 
M.  Painlevé  (-');  l'ensemble  limilc  doit  donc  se  réduire  à  un  point  : 
le  domaine  d' indé  terminal  ion  est  un  point. 

Olte  démonstration  appelle  plusieurs  remarques. 

Remarqua  I.  —  Le  chemin  A  que  nous  avons  suivi  peut  être  sup- 
posé de  longueur  infinie  sans  aucune  difliculté  pour  la  démonstration. 


C)  Tout  ensemble  dérivé  est  fermé. 

C)  Paim.evé,  Tlièse,  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  1888.  I^a  démon- 
slratioii  de  M.  Painlevé  s'applique  à  une  ligne  can toiieniie. 
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La  seule  condition  qu'on  lui  impose  est  de  tendre  vers  l'unique  point  a, 
c'est-à-dire  d'être,  à  partir  d'un  certain  point,  entièrement  intérieur 
à  un  cercle  de  rayon  aussi  petit  qu'on  voudra  entourant  a.  Cette  re- 
marque est  indispensable,  sans  quoi  le  point  a  pourrait  être  point 
semi-essentiel  de  la  fonction  z(w)  ('). 

Remarque  If.  —  Nous  n'avons  nullement  eu  besoin  de  supposer 
que  la  fonction  F(::)  était  continue  en  ses  points  singuliers.  Le  théo- 
rème précédent  subsiste  donc  quelle  que  soit  la  manière  dont  se  com- 
porte F  au  voisinage  de  ses  points  singuliers. 

r>.  Je  vais  maintenant  démontrer  un  théorème  plus  complet  que 
le  théorème  B  et  qui,  comme  lui,  sera  indépendant  de  toute  hypothèse 
sur  la  façon  dont  se  comporte  F(s)  en  ses  points  singuliers. 

Quand  w  tend  vers  un  point  a,  singulier  ou  non,  z  tend  vers  une 
valeur  limite  b.  Quand  on  fait  varier  le  chemin  ou  la  branche  de 
fonction  que  l'on  suit,  cette  limite  l>  varie.  D'une  manière  générale, 
considérons  un  cercle  de  rayon  aussi  petit  qu'on  voudra  entourant  le 
point  a  du  plan  des  w,  et  considérons  tous  les  points  du  plan  z  qui 
font  prendre  à  F(::)  des  valeurs  situées  dans  ce  cercle.  L'ensemble  de 
ces  points  z  et  de  leurs  points  limites  est  fermé.  Quand  le  rayon  du 
cercle  tend  vers  zéro,  cet  ensemble  diminue  sans  cesse  et  tend  vers  un 
ensemble  limite.  Cet  ensemble  limite  est  fermé.  Je  dis  qu'il  n'est  pas 
continu.  En  eiï'et,  dans  ce  cas  il  comprendrait  un  ensemble  continu 
de  points  réguliers  de  F(z)  donnant  à  F(5)  la  valeur  a,  ce  qui  est 
impossible.  Cet  ensemble  est  donc  la  somme  d'un  ensemble  discontinu 
et  d'un  ensemble  dénombrable.  On  voit  que,  si  l'on  se  donne  un 
nombre  t  et  si  l'on  trace  tous  les  cercles  de  rayon  z  ayant  pour 
centres  les  points  de  cet  ensemble  limite,  on  pourra  trouver  un 
nombre  p  tel  que  l'ensemble  des  points  z  qui  font  prendre  à  F(;) 
des  valeurs  w  telles  que 

\w  —  a\<Cp 
soit  entièrement  intérieur  à  ces  cercles. 


('  )    Voir  la  noie,  p.  i5. 
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En  définitive  nous  pourrons,  à  tout  point  a  du  plan  w,  attacher  un 
nombre  p  tel  que,  si  w  tend  vers  a  dune  façon  quelconque,  z  tend  vers 
une  limite  h  et,  dès  que  w  est  à  une  distance  de  a  inférieure  à  p,  z  est 
à  une  distance  de  h  inférieure  à  £  et  cela  quel  que  soit  b,  c'est-à-dire 
en  somme  quelle  que  soit  la  branche  suivie. 

Ceci  posé,  le  théorème  que  j'ai  en  vue  est  le  suivant  : 

Théorème  C.  — Pour  V ensemble  de  tous  les  points  a  du  domaine 
d'existence  de  9(iv)  la  limite  inférieure  de  tous  les  nombres  p  ré- 
pondant à  un  même  nombre  z  est  diff^érente  de  zéro. 

En  effet,  suivant  un  mode  de  raisonnement  bien  classique,  on  verrait 
que,  si  Ton  supposait  celle  limite  inférieure  nulle,  on  trouverait  un 
point  a  qui  ferait  encore  partie,  soit  comme  point  intérieur,  soit  comme 
point  frontière,  du  domaine  d'existence  de  <p(«'),  et  tel  que  dans  tout 
cercle  ayant  ce  point  pour  centre  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  p 

serait  nulle.  Or,  en  ce  point  a  le  rayon  p  répondant  à  la  valeur  -  a 
une  valeur  bien  déterminée  que  j'appelle  p„  et  il  est  bien  certain  que 
pour  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  —  le 
nombre  p  répondant  à  la  valeurs  a  au  moins  pour  valeur  — •  La  limite 

inférieure  de  ces  nombres  serait  donc  au  moins  ^• 

Si  l'on  veut,  ce  théorème  établit  que  la  fonction  <^{w)  tend  unifor- 
mément vers  une  limite  en  chacun  de  ses  points  singuliers. 

6.  Exposé  de  la  méthode.  —  Voici  maintenant  en  (juelques  mois 
la  méthode  toute  naturelle  que  l'on  peut  suivre  pour  démontrer  le 
théorème  A.  Nous  avons  déjà  vu  que  le  domaine  d'existence  de  la 
fonction  <p(w)  est  borné.  Ce  domaine  est  un  continuum;  il  admet 
donc  une  frontière  formée  de  lignes  continues.  Soit  L  une  de  ces 
lignes.  Il  est  bien  certain  que  toute  branche  r  de  cp  qui  peut  être 
poursuivie  régulièremenl  jusqu'en  un  poini  a  de  cette  ligne  ne  peut 
être  prolongée  au  delà,  et  tenil  par  suite  vers  une  valeur  b  (jui  est 
l'affixe  d'un  point  de  l'ensemble  singulier  de  ¥{z).  Il  semble  naturel 
•  radmi-llic  (pie  la  fonction  z  a  une  coupure  aboulissant  en  (/.   Par 
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suite,  il  semble  aisé  de  prolonger  analytiqiiement  la  fonction  s  le  long 
d'une  ligne  X,  variable  et  tendant  vers  un  arc  de  la  frontière  L.  A  cet 
ensemble  de  points  A  répondra  dans  le  plan  r  un  ensemble  continu 
et  l'on  en  déduira  simplement  que  l'ensemble  limite  est  continu,  et 
comme  il  ne  peut  contenir  aucun  ensemble  conliuu  de  points  régu- 
liers, sans  quoi  F(:?)  serait  constante,  il  doit  nécessairement  se  réduire 
à  un  point  singulier  b  de  F(s  ).  En  ce  point  h  la  fonction  F  ne  saurait 
par  suite  être  continue. 

Effectivement  c'est  bien  ainsi  que  nous  allons  nous  y  prendre,  mais 
il  importe  dès  l'abord  de  signaler,  ce  que  la  démonstration  fera  res- 
sortir davantage,  l'insuffisance  de  ce  raisonnement.  D'abord,  étant 
donné  un  point  a  de  L,  rien  ne  prouve  qu'il  existe  un  chemin  régulier 
pour  une  branche  ('  )  permettant  de  la  prolonger  jusqu'au  point  a  et 
tendant  vers  ce  seul  point  a.  Par  exemple,  si  l'on  considère  une  fonc- 
tion uniforme  ayant  pour  coupures  les  droites  iy—±--,  o'Sx'S^i] 

(n  entier  positif),  le  segment  o-i  de  l'axe  des  x  est  une  ligne  singulière 
et  il  n'existe  aucun  chemin  régulier  tendant  vers  un  point  de  ce  seg- 
ment distinct  des  extrémités. 

Une  difficulté  beaucoup  plus  grave  tient  à  ce  fait  qu'un  point  sin- 
gulier pour  une  branche  ne  l'est  pas  nécessairement  pour  les  autres. 
C'est  là,  au  fond,  que  réside  la  difficulté  essentielle.  Si,  en  suivant 
une  branche,  on  tombe  sur  un  point  singulier  et  qu'on  veuille  Téviter 
pour  pouvoir  poursuivre  analytiquement  la  fonction,  les  singularités 
changenl  :  à  la  place  d'un  point  isolé,  on  trouvera  par  exemple  une 
coupure  ou,  au  contraire,  un  point  régulier  et  l'on  conçoit  sans  peine 
la  ditliculté  qu'il  y  a  à  raisonner  dans  ces  conditions. 

7.  Déjiniliondes  [)uinls  d'arri't.  —  Puisque  nous  ik;  savons  pas  si 
nous  pourrons  par  un  chemin  régulier  parvenir  jusqu'en  uii  |)oint  de 
la  ironlière  L,  nous  substituerons  à  ce  point  un  autre  point  singulier 
qui  aura  aussi  la  propriété  d'appartenir  à  une  coupure  de  la  fonction  z 


(')  Je  diriii  couiammeiil  <]iruii  cIktiuii  est  régulier  |)our  une  brandie  si  l'on 
peut  prolori<,'er  cette  branche  tout  le  long  du  clieinin  hans  être  arrêté  par  un 
jioinl  singulier. 
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et  que,  cette  fois,  on  soit  assuré  d'atteindre  par  un  prolongement 
régulier. 

Partons  d'un  point  w„  avec  une  valeur  z„  de  la  fonction  :;,  et  suppo- 
sons que  cette  branche  soit  holoinorphe  au  point  t^'o.  Prolongeons  cette 
branche  à  partir  de  ces  conditions  initiales,  le  long  d'un  chemin  quel- 
conque C,  issu  de  iv'o,  et  s'éloignant  à  l'infini,  une  droite  par  exemple. 
Ce  prolongement  sera  possible  jusqu'en  un  point  w,,  mais  pas  au  delà. 
Alors  deux  cas  pourront  se  présenter  :  ou  bien,  quelque  petit  que  l'on 
trace  un  cercle  de  centre  w,,  on  pourra  trouver  un  chemin  intérieur  à 
ce  cercle,  joignant  deux  points  de  C,  l'un  situé  sur  l'arc  «'o«"i  et  l'autre 
au  delà,  et  sur  lequel  on  pourra  effectuer  le  prolongement  analytique 
régulier  de  la  branche  z,,'^  nous  dirons  alors  que  le  point  u',  est  un 
point  singulier  ordinaire.  Ou  bien  au  contraire,  quelque  petit  que 
soit  le  rayon  d'un  cercle  de  centre  vr,,  le  choix  d'un  tel  chemin  sera 
impossible;  nous  dirons  que  w,  cslun  point  d'arrêt  de  la  fonction  et 
nous  n'irons  pas  plus  loin. 

Dans  le  premier  cas,  au  contraire,  après  avoir  évité  le  point  u,, 
par  un  chemin  arbitraire  très  voisin  de  vv,  ('),  et  être  ainsi  parvenus 
sur  C  au  delà  de  u,,  nous  continuerons  à  prolonger  analytiquement  la 
branche  choisie  de  z  sur  C  jusqu'au  point  singulier  le  plus  voisin  »\,. 
Nous  nous  arrêterons  en  a-j  si  ce  point  est  un  point  d'arrêt;  nous  con- 
tinuerons notre  route  si  c'est  un  point  ordinaire. 

Je  dis  qu'en  continuant  ainsi  nous  arriverons  finalement  à  un  point 
d'arrêt.  Supposons  en  efl'el  que  nous  trouvions  toujours  des  points 
ordinaires.  Comme  nous  ne  pouvons  certainement  pas  prolonger  ana- 
lytiquement s  jusqu'à  l'infini,  lesaffixes  de  ces  points  ordinaires  auront 
un  point  limite  w  situé  sur  I^  et  le  raisonnement  met  en  évidence  une 
ligne  analytique  tendant  vers  «'  et  tout  le  long  de  laquelle  on  pourra 
prolonger  z.  Le  point  w  se  trouvera  alors  être  pour  cette  ligue  un 
point  darrêl  ou  un  point  ordinaire.  Dans  le  premier  cas  nous  nous 
arrêterons.  Dans  le  second  nous  parviendrons  par  prolongement  ana- 
lytique régulier  au  delà  de  w  sur  C.  Donc,  ou  bien  nous  aurons  fina- 
lement un  point  d'arrêt  et  une  ligne  régulière  y  aboutissant,  ou  liien 

f)  Ce  chemin  peut  d'ailleurs  toujours  èlre  supposé  analyti(|ue  et  pourvu 
il  imi-  tangente. 


SUR    LES    FONCTIONS    ANALYTIQUES    UNIFORMES.  23 

nous  dépasserons  tout  point  limite  de  points  ordinaires.  La  première 
hypothèse  doit  donc  nécessairement  finir  par  se  présenter. 

8.  Dénionslration  de  V existence  d'une  coupure.  —  Nous  avons 
donc  élahli  l'existence  d'une  ligne  C  le  long  de  laquelle  le  prolonge- 
ment de  la  branche  choisie  est  possible  depuis  le  point  \\\  jusqu'en  un 
point  «',  qui  est  un  point  d^ arrêt  pour  cette  branche.  Si  je  démontre 
que  l'existence  d'un  tel  point  «■,  entraîne  l'existence  d'une  coupure, 
il  sera  aisé  d'achever  la  démonstration.  Mais  c'est  justement  dans 
cette  première  partie  que  se  trouve  le  point  le  plus  délicat  et  on  le 
comprendra  sans  peine  si  l'on  remarque  que  pour  une  fonction  multi- 
forme à  une  infinité  de  branches  la  définition  même  du  mot  coupure 
est  assez  délicate  à  préciser.  On  verra  avec  quelle  minutie  nous  serons 
obligés  de  raisonner  pour  mettre  en  évidence  une  ligne  qui  réponde  à 
l'idée  que  l'on  se  fait  d'une  coupure. 

Traçons,  de  «■,  comme  centre,  un  cercle  de  rayon  assez  petit  pour 
que  la  branche  z  prolongée  dans  ce  cercle  de  toutes  les  façons  pos- 
sibles, à  partir  de  l'arc  c  de  C  intérieur  à  ce  cercle,  ne  puisse  certai- 
nement pas  nous  faire  parvenir  aux  points  de  c  situés  au  delà  de  «', 
ou  du  moins  nous  y  fasse  parvenir  avec  des  valeurs  non  prolongeables 
au  delà.  (En  d'autres  termes,  nous  n'excluons  pas  le  cas  où  c  serait 
lui-même  coupure.)  Un  tel  cercle  existe  évidemment  d'après  la  défi- 
nition du  point  d'arrêt  :  j'appellerai  «'„  et  a  les  points  où  il  coupe  la 
courbe  C. 

Donnons-nous  alors  d'une  façon  absolument  définitive  mais  com- 
plètement arbitraire  une  famille  continue  de  courbes  y  dépendant 
d'un  paramètre  a,  passant  toutes  par  les  points  «'«j  f'>  intérieures  au 
cercle  précédent,  coïncidant  avec  c  pour  la  valeur  o  du  paramètre 
et  avec  une  courbe  fixe  F  pour  la  valeur  a„  du  paramètre.  Les  coor- 
données d'un  point  de  chacune  de  ces  coui'bes  seront  des  fonctions 
continues  d'un  paramètre  t  et  du  paramètre  a;  chacune  des  courbes  y 
répond  à  une  valeur  du  paramètre  a.  Pour  fixer  les  idées,  quand  c  est 
une  droite,  on  prendra  pour  courbes  y  les  cercles  d'un  faisceau.  Ce 
qui  importe,  c'est  que  ce  choix  une  fois  fait  ne  sera  plus  modifié 
dans  la  suite. 

Donnons-nous  alors  un  nombre  £;  d'après  le  théorème  C,  il  lui  cor- 


24  L.     ZORETTI. 

respond  un  nombre  -ip  tel  que  la  condition  \w  —  w^  |  <  2p  entraîne, 
quel  que  soit  Wg,  \z  —  Zo\<^t,  -„  désignant  tous  les  points  pour  les- 
quels F(z)  =  w„  (').  Quand  £,  à  la  fin  du  raisonnement,  tendra  vers  o 
il  en  sera  de  même  de  p.  Mais  pour  l'instant  il  nous  suffit  de  pouvoir 
assigner  la  valeur  de  p. 

Nous  allons  alors  prolonger  z  le  long  des  courbes  y.  Comme  on  ne 
pourra  certainement  pas  parvenir  au  point  a,  chacune  de  ces  courbes 
mettra  un  point  singulier  en  évidence.  Nous  tâcherons  de  choisir 
parmi  ces  points  un  ensemble  continu  de  points  qui  seront,  en  quelque 
sorte,  singuliers  pour  une  même  branche.  D'une  façon  précise  nous 
mettrons  en  évidence  une  ligne  continue  régulière  pour  une  branche  z 
et  dont  tout  point  soit  à  une  distance  inférieure  à  p  d'un  ensemble 
continu  de  points  singuliers.  De  plus,  pour  que  cette  ligne  ne  tende 
pas  vers  un  point  unique  quand  p  tendra  vers  o,  nous  ferons  en  sorte 
qu'elle  joigne  toujours  un  point  de  C  à  un  point  de  F. 

Traçons  le  cercle  c,  de  centre  u-,  et  de  rayon  p.  Etudions,  au  début 
du  mouvement  de  la  courbe  y,  la  branche  :^  de  ®  prolongée  sur  y. 
Nous  ferons  deux  parts  dans  cette  étude  :  la  part  qui  concerne  les 
points  w  extérieurs  à  c,  et  celle  qui  concerne  les  points  w  intérieurs 

Disons  d'une  manière  générale  que  nous  nous  réservons  le  droit  de 
déformer  cha(iue  courbe  y,  mais  cette  déformation  devra  toujours 
être  faite  de  telle  manière  que  la  nouvelle  courbe  y'  parte  encore  de  u'„ 
et  arrive  en  a,  et  qu'on  puisse  y  prolonger  :;  du  point  «'„  jusqu'en  un 
point  «',  qui  devra  appartenir  à  l'ancienne  courbe  y. 

La  branche  z  est  régulière  de  «•„  à/>,,  extrémités  comprises.  On 
peut  donc  entourer  ce  segment  d'une  aire  dans  laquelle  z  soit  holo- 
morphe.  Donc,  au  début  du  mouvement  des  y,  la  portion  de  ces  lignes 
extérieure  à  c,,  portion  que  j'appellerai  y,,  est  une  ligne  régulière  pour 
la  branche  :;.  Alors,  ou  bien  nous  ne  rencontrerons  aucune  difficulté 
jusques  et  y  conq)ris  la  dernière  courbe  y  que  rencontre  encore  c,, 
ou,  au  contraire,  l'holomorphie  de  -  cessera  avant  d'arriver  à  cette 
position  de  y.  Eludions  cette  dernière  circonstance  et  précisons-la. 

(')  Celle  manière  de  nous  exprimer  convient  à  l'Iiypollièse  faite  que  l'(;)  est 
purluul  coiiliiiue.  lille  serait  incorrecte  si  l'on  ne  faisait  pas  cette  li}putiièse. 
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fl  arriv(Ma  que,  quand  y  leiidra  vers  une  posiliou  limite  Ym  ''^ 
branche  z  qui  était  toujours  prolongeablc  le  long  de  y,  jusqu'au 
cercle  c,  tout  au  moins,  ne  sera  plus  prolongeablc  le  long  de  y,  que 
sur  l'arc  i\\b  et  pas  au  delà;  deux  cas  peuvent  se  présenter  suivant 
que  le  point  b  est  ou  non  point  d'arrêt  de  j  pour  la  ligne  y,.  Dans  le 
premier  cas,  on  ne  pourra  pas,  par  prolongement  analytique,  atteindre 
tous  les  points  de  y,  situés  au  delà  de  b,  sans  sortir  d'un  cercle  co  de 
centre  b  et  de  rayon  assez  petit.  Mais  les  courbes  y  qui  tendent  vers  y, 
et  le  long  duquel,  nous  le  savons,  le  prolongement  est  possible  jusqu'au 
cercle  c, ,  nous  fournissent  des  a/vs  de  courbe  réguliers  pour  la  branche  z 
et  tendant  vers  un  certain  arc  de  y,.  Les  points  r  correspondants 
forment  un  continu  linéaire  dont  l'ensemble  limite  ne  peut  contenir 
aucun  point  régulier,  car  pour  un  tel  point  F(z)  prendrait  une  valeur, 
aftixe  d'un  point  de  y,  situé  dans  le  cercle  w  et  par  suite  le  point  b  ne 
serait  pas  un  point  d'arrêt  de  :  sur  la  courbe  y,.  Donc  cet  ensemble 
limite  se  réduit  au  seul  point  p,  valeur  limite  de  z  quand  a-  tend 
vers  A  sur  y,  (limite  que  nous  savons  exister)  elpar  suite  en  ce  point  [3, 
F(^)  ne  serait  pas  continue. 

Si,  au  contraire,  />  n"est  [)as  point  d'arrêt,  on  pourra  déformer  y, 
aussi  peu  qu'on  voudra  d'ailleurs,  de  façon  à  éviter  le  point  Z»  et  à 
revenir  sur  y,  avec  une  valeur  holomorphe  de  z  (')  :  c'est  bien  dans 
ces  conditions  qu'on  a  le  droit  de  faire  des  déformations  de  lignes  y  : 
le  début  et  la  lin  de  la  ligne  ne  sont  pas  altérés. 

Donc  nous  pouvons  toujours  jiarvenir  à  la  ligne  y  extrême  c[ue  ren- 
contre c,  ou  du  moins  nous  parviendrons  à  une  ligne  y'  commençant 
en  u\,  et  finissant  sur  c,  au  même  point  que  la  ligne  précitée;  de  plus 
le  prolongement  de  z  sera  possible  de  a „  jusqu'au  cercle  c,. 

A  vrai  dire,  il  y  a  encore  un  cas  que  nous  devons  examiner  :  J'ai 
supposé  que  le  point  singulier  b  n'était  pas  sur  le  cercle  c,.  Supposons 
qu'il  y  soit.  S'il  n'est  pas  point  d'arrêt,  en  diminuant  aussi  peu  qu'on 
voudra  le  rayon  du  cercle  c,  on  pourra  tourner  encore  le  point  b  et  les 
conclusions  subsistent.  Si  b  est  point  d'arrêt,  on  tracera  de  ce  point 
comme  centre  un  cercle  de  rayon  suffisamment  petit,  assez  petit  en 


C)  Et  la  (léformalion  f)eut  même  être  faite  de  telle  manière  qu'on  parvienne 
sur  Yi  avec  la  même  valeur  ;  que  l'on  obtient  en  faisant  tendre  les  •(  vers  71. 

Jtnnn.  de  Math.  ('>'"  Htl-ric),  Innin  I.  —  l-'asc.  T,  i()o.S.  .( 
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particulier,  ce  qui  est  visiblement  toujours  possible,  pour  que  le  point 
où  ce  cercle  coupe  Y  soit  un  point  d'une  courbe  primitive  y.  On  fera 
alors  dans  le  raisonnement  jouer  au  continuum  formé  de  ce  cercle 
et  du  cercle  c,  le  même  rôle  que  dans  le  raisonnement  primitif  au 
cercle  c,  lui-même. 

Occupons-nous  maintenant  du  mouvement  de  la  portion  y,  de  y 
allant  depuis  le  point  de  rencontre  avec  c,  jusqu'au  point  a. 

Quand  y  est  assez  voisin  de  C  on  peut  être  assuré  que  sur  la 
courbe  y  il  y  aura  dans  c,  un  point  d'arrêt.  En  effet,  évitons  les  points 
ordinaires  que  nous  pourrons  rencontrer  sur  les  courbes  y,  et  cela 
d'une  façon  absolument  arbitraire,  sans  sortir  toutefois  de  c,.  Si  alors 
nous  pouvons,  fjuelque  voisin  que  soit  y  de  C,  sortir  du  cercle  c, 
sans  rencontrer  de  point  d'arrêt,  nous  mettrons  en  évidence  un  arc 
de  courbe  tendant  vers  C  (')  sur  lequel  une  branche  z  admet  un 
prolongement  régulier  et  l'arc  qui  lui  correspond  dans  le  plan  des  ^ 
ne  peut  avoir  aucun  point  régulier  comme  point  limite,  car  sans 
cela  w,  ne  serait  pas  point  d'arrêt  de  z  sur  C.  L'ensemble  limite  de 
ces  arcs  du  plan  des  j  est  donc  réduit  à  un  point  singulier  pour  lequel 
F  ne  serait  pas  continue. 

Dans  la  suite  nous  ne  répéterons  pas  ce  raisonnement.  Quand  sur 
une  ligne  nous  aurons  un  point  d'arrêt  pour  une  branche  nous  conclu- 
rons que  sur  les  lignes  voisines  il  y  a  aussi  des  points  d'arrêt  tendant 
vers  le  premier. 

Mais,  quand  la  ligne  y  s'éloignera  sulTisauiment  de  C,  elle  pourra 
ne  plus  rencontrer  de  point  d'arrêt  dans  c,  tout  au  moins.  En  effet,  un 
point  limite  de  points  d'arrêt  peut  ne  pas  être  point  d'arrêt  lui-même. 
Par  exemple,  pour  une  fonction  uniforme,  une  extrémité  de  coupure 
n'est  pas,  au  sens  où  nous  l'entendons,  un  point  d'ari'èt(-).  Daus  ce 
cas,  si  nous  continuions  à  nous  déplacer  sur  y,  nous  finirions  certai- 
nement, en  touiuant  les  points  ordinaires,  par  tomber  sur  un  i)oint 
d'arrêt,  dussions-nous  aller  jusqu'au  point  a.  Sur  cIkuiuc  ligne  y,  nous 


C)  Kn  supposant  (juc  les  rlieriiins  au  moyen  desquels  on  coiilouine  les  points 
iiidinuires  lendeiil  vers  o  (|iian(l  ■;  UmkI  vers  c. 

C)  Au  moins  si  lu  uliuniin  (|iii!  IDn  \ciil  suivie  nesl  pas  conlondii  avoc  la 
coupure. 
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mellrions  donc  en  évidence  un  point  singulier.  Mais  si  l'on  procède 
ainsi  il  semble  très  malaisé  de  conclure.  Voici  donc  comment  nous 
nous  y  prendrons  : 

Soit  y  ce  premier  chemin  qui  nous  permet  de  parvenir  sans  ren- 
contrer de  point  d'arrêt  jusqu'au  cercle  c,  au  point  ç,.  Déplaçons-nous 
sur  le  contour  du  cercle  c, ,  dans  le  sens  de  rotation  des  lignes  y  autour 
de  a.  Si  nous  rencontrons  des  points  ordinaires,  évitons-les;  nous  arri- 
verons ainsi  certainement  à  un  point  d'arrêt  pour  la  ligne  c,,  car  sans 
cela  nous  pourrions  parvenir  jusque  sur  C.  Soit  w„  ce  point  d'arrêt. 
Traçons  un  cercle  c.^  de  centre  a-j  et  de  rayon  p.  Ce  cercle  Cj  va  jouer 


Fis 


le  même  rôle  que  c,.  Pour  cela,  si  le  point  ç',  est  extérieur  à  ce  cercle  Co, 
nous  déformerons  la  ligne  5',w„  dans  le  sens  contraire  au  sens  précé- 
demment défini,  sens  que  j'appellerai  direct.  Nous  déformons  donc 
q^w^  dans  le  sens  inverse  jusqu'à  l'appliquer  sur  le  prolongement  q^a 
dey.  Cette  déformation  se  fait  d'une  manière  analogue  à  tout  à  l'heure  : 
en  dehors  du  cercle  c,  on  ne  tient  pas  compte  des  points  ordinaires 
qu'on  évite  au  moyen  d'un  crochet  (').  Dans  c,,  tant  que  le  chemin 
variable  est  suffisamment  voisin  de  q,^v.,  il  rencontre  un  point  d'arrêt 
dans  le  cercle  c.,.  Quand  il  s'écartera  suffisamment  de  q.w^  il  faudra 
aller  jusqu'au  bord  du  cercle  c,  en  un  point  q.,\  on  suivra  alors  le 
contour  de  ce  cercle  c.,,  en  marchant  dans  le  sens  direct. 

Dans  le  cas  de  la  figure,  on  est  assuré  de  rencontrer  sur  ce  cercle 
un  point  d'arrêt  n\,  car  le  cercle  Co  coupe  C  ;  mais  plus  généralement, 


(')   On   peiil  aussi  procéder  un   peu  diirérenimenl  :  laisser  fixe  la  poition 
c/itv,  e\ti''fieiire  à  c,  et  défonner  seulemeiil  la  porlion  q' w^  inlérieure  à  c,. 
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si  l'on  ne  rencontrait  pas  Je  point  d'arrêt  avant  d'arriver  au  point  de 
rencontre  des  cercles  t-,  et  c.,,  on  abandonneiait  le  cercle  t.,  pour  se 
déplacer  toujours  dans  le  même  sens  sur  le  cercle  c,  et  ainsi  de  suite  : 
sur  ce  cercle  nous  rencontrerons  à  nouveau  un  point  d'arrêt  u.,;  on 
tracera  le  cercle  c^  de  rayon  p  et  de  centre  w^  et  l'on  déformera  dans 
le  sens  inverse  l'arc  q^^Vi,  toujours  d'après  le  même  procédé.  Au  cours 
de  ces  opérations  on  parviendra  nécessairement  à  un  cercle  c„  renfer- 
mant le  point  a,  car  tous  ces  cercles  sont  de  rayon  p.  A  partir  de  ce 
moment,  la  déformation  continue  de  l'arc  ^„_,«'„  ne  pourra  plus  nous 
faire  sortir  de  ce  cercle  c„  ou,  du  moins,  on  arrivera  certainement 
avant  à  faire  occuper  à  cet  arc  dans  sa  déformation  la  position  y.  De 
sorte  que,  finalement,  nous  nous  trouverons  avoir  effectué  le  prolon- 
gement de  la  branche  :;  le  long'  d'une  ligne  y'  commen(.'ant  en  a„, 
coïncidant  en  général  avec  y  sur  une  certaine  longueur,  et  arrivant 
finalement  en  un  point  d'arrêt  siii'  la  ligne  y.  Mais,  dans  l'intervalle, 
y'  et  y  sont  en  général  distinctes,  car  y'  comprend  des  portions  passant 
par  les  points  ç,,  yf,  . . .,  7„_,. 

Nous  serons  donc  parvenus  juscju'à  la  ligne  y.  Il  est  alors  relative- 
ment facile  de  montrer  comment  nous  pourrons  de  même  parvenir 
jusqu'à  la  ligne  F  que  nous  avons  assignée  à  l'avance. 

1!  V  a  plusieurs  hypothèses  à  faire  :  si,  comme  nous  venons  de  le 
supposer,  il  y  avait  avant  la  ligne  y  extrême  qui  rencontre  t;,  une  ligne 
qui  n'ait  aucun  point  d'arrêt  dans  c,,  nous  avons  vu  quelle  modilicalion 
on  apporte  à  la  suite  du  chemin  et  cette  modification  nous  permet 
d'arriver- en  fin  de  compte  en  un  poinl  d'arrêt,  situé  sur  la  ligne  primi- 
tive. Dans  ce  cas  nous  j'ecommencerons  en  faisant  jouer  le  rôle  de  (^  et 
de  w,  respectivement  à  la  ligne  y'  que  nous  venons  de  construire  et  au 
point  d'arrêt  a'„  que  nous  \enons  de  mellre  en  évidence  sni'  elle  ('); 
j'appellerai  c„  le  cercle  de  centre  \v„  et  de  rayon  p. 

Si  au  contraire  nous  avons  jui,  sans  cesser  de  rencontrer  des  points 
d'ai'rêt  da/is  f;,,  parvenir  à  la  ligue  evirême  y  «jiù  l'cneontre  <•,,  ou  bien 
celle  ligne  elle-même  aura  un  poinl  d'arrêl  dans  r,  et  [)ar  suite  sur  le 
contour  même  de  6',,  ou  bien  ou  lui  a|i|ili(|ui'iii  le  raisonnenieul  |it(''cé- 


(')    ir„  n'esl  plus  loiil  à  (ail  l(!   iiicim;  (|uo  dans  le   raisonnenieul  précéileiil; 
c'est  li;  dernier-  piiint  d'iinèl  <|n('  je  nielliai  en  évidence  sui'  •;  même. 
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dent  et  on  lui  substituera  une  ligne  j'  sur  laquelle  on  raisonnera 
ensuite.  Dans  le  premier  cas,  et  j'y  ramènerai  aussi  celui  dont  j'ai  dit 
un  mot  précédemment  où  la  portion  de  y  extéineure  à  r,  (  '  )  rencontrait 
un  point  d'arrêt  sur  c,  même,  dans  ces  deux  cas,  dis-je,  je  considé- 
rerai le  point  d'arrêt  u  .,  mis  ainsi  en  évidence  sur  c,  ;  je  tracerai  le 
cercle  6\  de  centre  «^  et  de  rayon  p  et  l'ensemble  des  deux  cercles  c, 
et  Ca  sera  considéré  d;ins  la  suite  du  raisonnement  comme  formant  un 
seul  continuiini  dont  le  coiilour  extérieur  jouera  le  même  rôle  (jue  la 
p('riphérie  de  c,  dans  le  raisonnement  ci-dessus  exposé.  Alors  ou  bien 
on  parviendra  à  l'extrême  ligne  y  rencontrant  (c,  +  Cj)  et  l'on  pourra 
continuer  ainsi  jusqu'à  la  ligne  F,  ou  bien  une  ligne  y  cessera  de  ren- 
contrer un  point  d'arrêt  dans  Faire  (  c,  -h  c,  -h  . . .  -+-  c,,)  ;  on  la  pour- 
suivra jusqu'au  contour  de  (c,  -f-  c^  -+-...  -l-  c„  )  en  un  point  q,  et 
ainsi  de  suite.  Dans  les  opérations  suivantes  on  pourra  avoir  encore 
l'occasion  de  faire  jouera  une  succession  de  cercles  le  rôle  que  jouaient 
les  cercles  c,,  t^,  . . .,  c„  du  raisonnement  type.  Mais,  d'après  la  dispo- 
sition de  tous  ces  cercles,  il  est  incontestable  que  le  point  capital  du 
raisonnement,  savoir  que  l'un  des  cercles  (ou  l'une  des  files  de  cercles) 
finit  par  contenir  a,  demeureia  toujours  exact. 

Alors  il  n'est  pas  douteux  qu'on  parviendra  finalement  à  une 
courbe  F'  ayant  même  origine  tv„  et  même  extrémité  a  que  F  et  le 
long  de  laquelle  la  branche  z  sera  prolongeable  à  partir  du  point  \v„ 
jusqu'en  un  point  situé  sur  la  courbe  F  elle-même  et  (jui  sera  point 
d'arrêt. 

Nous  allons  maintenant  tâcher  de  construire  une  ligne  X  allant  de  C 
à  F,  rencontrant  toutes  les  courbes  y'  précédemment  envisagées,  et 
dont  tout  point  soit  à  une  distance  inférieure  à  2p,  par  exemple,  d'un 
point  singulier  (^etmême  d'un  point  cFarrét).  A  vrai  dire  il  n'est  pas 
certain  qu'une  telle  ligne  existe.  Essayons  de  la  former  en  prolon- 
geant ;  le  long  de  portions  des  cercles  c,- à  partir  du  poiiil  /i,  sur  h 
cercle  c,.  Si  l'on  est  dans  le  cas  où  les  lignes  y  rencontrant  f,  ont  des 
points  d'arrêt  dans  Cf  on  ira  jusqu'à  la  rencontre  avec  le  cercle  c,  et 
ainsi  de  suite  :  on  se  déplacera  sur  c^  puis  sur  c.,.  Si  la  première  file 
de  cercles  arrive  à  la  courbe  F,  la  ligne  ainsi  formée  d'arcs  de  cercles 


[')   Plus  exacteiiieiit  a  11  Ir  rie  me  à  C\. 
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jouit  bien  de  la  propriété  voulue  :  chacun  de  ces  points  est  à  une  dis- 
tance inférieure  à  20  d'un  point  d'arrêt  de  la  branche  qu'on  poursuit. 
Mais  supposons  cjue  dans  le  z?""'"^  cercle  c„  on  ait  une  courbe  y  (ou 
plutôt  y')  sans  point  d'arrêt  dans  c„.  Alors  on  prendra  pour  \  d'abord 
des  arcs  de  cercles  Cf,  c.^,  .  . .  ^  c„  jusqu'à  la  première  ligne  y'  qui  per- 
mette de  sortir  de  e„,  puis  un  arc  de  cette  ligne  y',  puis  des  arcs  de 

cercles  c„,  c„_ parcourus  dans  le  sens  inverse  jusqu'au  cercle  c\ 

ayant  pour  centre  le  premier  poini  d'arrêt  que  l'on  rencontre  ainsi; 
puis  des  arcs  de  c', ,  c...  . . .,  c,',,  parcourus  dans  le  sens  direct  jusqu'à  ce 

que,  en  déformant  la  ligne  c, ,  kv\  de  façon  à  remonter  vers  y,  on  arrive 


Fis. 


à  la  première  ligne  y,  (pii  ne  rencontre  plus  de  point  d'arrêt  dans  c,',. 
On  suivra  alors  cette  Hgne  y,  juscjn'au  second  point  di.'  renconire 
avec  c^,,  puis  on  décrira  dans  le  sens  inverse  les  ans  c'^^,  c],.  ,,  ... 
jusqu'à  rencontrer  un  point  d'arrêt.  Il  ])ourra  même  arriver  que  lOu 
parvienne  ainsi  jusqu'à  i:\  et  ensuite  (|u'on  soil  obligé  de  décrire, 
toujours  dans  le  même  sens  inverse,  une  portion  du  contour  de  la 
première  lile  de  cercles.  .Mais  alors  on  sera  assuré  de  rencoulier  un 
point  d'arrêt  et  l'on  ira  poui'  formci' A  juscpi'au  cercle  c"  ayant  ])Our 
centre  \r  p<_)iiit  danèl  a"  mis  en  évidence;  ou  se  déj)laeera  sui'  r"  et 
ainsi  de  suite. 

]l  n'sulli,' alors  de  ce  (jui  précède  <p]e  celte  ligne  X  tk'  l'entei-tueia 
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aucun  point  singulier  de  la  branche  :;  cju'on  y  poursuit  et  que  par  suite 
on  pourra  y  prolonger  :;  jusqu'à  la  courbe  F. 

Mais  cette  ligne  A  jouit-elle  de  la  propriété  que  dans  un  cercle  de 
rayon  2p  il  y  ait  un  point  singulier  de  la  branche  ^  quel  que  soit  le 
centre  de  ce  cercle  sur  X.  A  priori,  cela  semble  exact,  puisque  tous  les 
points  de  À  sont  sur  des  cercles  c„.  Prenons  par  exemple  un  point  w 
de  X  sur  la  première  file  de  cercles,  mais  dans  la  deuxième  partie  du 
déplacement,  quand  on  redescend  la  file  c„,  c„_,,  ....  Supposons  que 
ce  point  soit  sur  r„_,.  Si  alors  le  point  z  se  déplace  d'une  façon  quel- 
conque dans  les  deux  cercles  c,„  c„_,,  il  est  bien  évident  que  ce  dé- 
placement pourra  être  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  rencontre  un  point 
d'arrêt.  On  n'aurait  par  exemple  qu'à  décrire  A  en  sens  inverse  jus- 
qu'à c„_,,  puis  à  suivre  une  des  courbes  y  dans  c„_,.  Mais,  si  l'on 
s'astreint  à  rester  dans  un  cercle  de  centre  w  et  de  rayon  20,  on  ne 
pourra  pas  toujours  se  déplacer  dans  lout  le  cercle  c„;  et  alors  il  n'est 
plus  évident,  il  n'est  mènu'  plus  exact  en  général  que  les  points  d'arrêt 
des  courbes  y  cju'on  avait  précédemment  rencontrés  dans  c„_,  restent 
singuliers  si  on  les  aborde  d'un  autre  côté.  II  peut  se  faire  qu'en  se 
déplaçant  régulièrement  à  partir  du  premier  arc  de  o„_,  tous  les  points 
du  cercle  soient  singuliers,  et  qu'en  se  déplaçant  dans  le  même  cercle 
à  partir  du  second  arc,  la  branche  z  soit  holomorphe  dans  tout  le 
cercle.  Ce  sont  là  des  singularités  inhérentes  à  la  notion  de  fonction 
analytique  et  que  l'on  ne  peut  pas  écarter  a  p/'iori. 

Mais  ce  que  nous  pourrons  af'lirmer,  c'est  que  dans  les  portions 
montantes  de  A,  j'entends  par  là  quand  on  décriia  les  arcs  de  cerclée,, 
dans  le  sens  direct,  ou  encore  dans  l'ordre  des  indices  croissants,  on 
sera  toujours  à  une  distance  inférieure  à  2  p  d'un  point  d'arrêt.  lien  sera 
de  même  pour  les  portions  de  A  l'oiinées  d'arcs  des  courl)es  y  ainsi  que 
les  portions  des  premiers  cercles  c„  qu'on  décrit  en  sens  inverse,  c'est- 
à-dire  celles  qui  suivent  immédiatement,  sur  A,  les  arcs  de  courbe  y- 

Désignons  par  A^  la  courbe  A  et  par  X^,  A"  l'ensemble  des  portions 
montantes  et  des  portions  descendantes  de  X,  en  joignant  à  X^  les  arcs 
de  X  que  nous  venons  de  signaler  et  cjui  sont  certainement  à  une  dis- 
tance inférieure  à  2p  d'un  point  d'arrêt. 

A  Xg  correspond  dans  le  plan  ;  une  ligne  fAg  formée  elle  aussi  de 
portions  ;j.;,  ij![  rorrespondanl  respectivement  à  X^  et  à  X^ .  Supposons 
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que  p,  et  par  suite  £,  tendciit  vers  zéro  ;  Aj  tend  vers  une  ligne  continue  / 
non  réduite  à  un  point.  En  effet,  dabord  on  est  dans  le  cas  où  la  limite 
est  un  continu,  car  le  point  a-,  est  certainement  point  limite,  et, 
d'autre  part,  il  y  a  des  points  limites  sur  F;  l'ensemble  limite  est 
formé  de  lignes  joignant  «•,  îi  F;  de  même  [x^  tend  vers  une  limite  m 
car  l'ensemble  limite  comprend  le  point  z^z^^  vers  lequel  tend  :; 
quand  p^  tend  vers  a,.  Si  m  était  réduit  à  un  point  le  théorème  serait 
démontré.  Mais  la  ligne  w  pouvant  comprendre  a  priori  des  portions 
régulières,  on  ne  peut  pas  en  conclure  immédiatement  que  ju  est  réduit 
à  un  point.  Désignons  par  /'  et  /"  les  ensembles  limites  de  A^  et  À^  respec- 
tivement. Si  je  montre  que  /'  comprend  des  portions  continues,  cela 
suffira  évidemment  pour  qu'on  puisse  répéter  le  raisonnement  déjà 
fait. 

Sur  un  arc  (juelconc|uc  de  /,  /'  et  /"  sont  formés  de  portions  (jui 
alternent  évidemment.  Si  donc  nous  supposons  cjue,  sur  cette  portion, 
V  est  constitué  uniquement  par  des  points,  il  en  résultera  que  /"  com- 
prend tout  l'arc  de  /,  sauf  un  ensemble  au  plus  discontinu  de  points. 
Mais  les  X^  redescendent  toujours  la  succession  des  courbes  y.  Tl  en 
est  donc  de  même  des  ensembles  limites.  D'autre  part,  les  A^  ont  des 
points  sur  chacune  des  courbes  y.  Donc  leur  ensemble  limite  doit 
avoir  aussi  des  points  sur  chacune  des  courbes  y.  Il  y  a  évidemment 
contradiction  entre  ces  deux  faits.  Donc,  sur  tout  arc  de  /,  il  y  a  uu 
ensemble  continu  de  points  limites  de  Xç. 

Pour  être  tout  à  fait  précis,  il  convient  d  ajouter  que  pour  chacpie 
valeur  de  £  ou  peut  choisir  nue  des  portions  continues  de  XI  de  façon 
que  la  limite  des  portions  choisies  soit  continue  quand  e  tend  vers 
zéro.  Donnons  en  effet  à  £  une  inliniti''  dénoMibralili'  de  valeurs  tendant 

vers  zi'to,  £  — -  -  par  exemple.  Pour  ebacpie  £  il  y  a  uu  lunubi'i^  Uni  de 

portions  continues  dans  Xj.  L"euseud)le  de  toutes  ces  portions  est  donc 
dénombrable.  On  peut  les  combiner  entre  elles  d'une  iulinité  dénom- 
brable  de  mîinièrcs.  Si  chacune  de  ces  combinaisons  donnait  seulement 
un  point  bmite,  l'ensemble  limite  serait  dénombrable  {').  Donc  une 
des  condjinaisons  doinic  un  conlinn  liiiiile.  l'.t  aloi's  le  raisoimcmenl 


(')    Trxil  poinl  ili'  rcnNCiiilili'  liiiiilo  f«.|   liniili'  il'iiiii'  îles  ciiiiibiii.iisons. 
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s'achève  sans  iiiicime  difficulté.  A  cliacune  des  portions  rc[)on(]  dans 
le  plan  :;  nn  continu,  dont  rcnsemhle  limite  est  formé  uniquement  de 
points  singuliers.  Cet  ensemble  est  donc  réduit  à  un  point.  Pour  ce 
point,  la  fonction  F  doit  être  discontinue. 
Le  théorème  A  est  dotic  démontré. 

9.  Les  fonctions  miillifonncs .  —  Ce  théorème  ne  nous  ren- 
seigne pas  d'une  façon  définitive  sur  la  façon  dont  la  fonction  se  com- 
porte au  voisinage  d'un  ])oint  singulier  donné.  îl  ne  permet  même  pas 
d'affirmer  que  la  fonction  est  discontinue  en  tous  ses  points  singuliers. 
Avant  d'indiquer  ce  qui  reste  encore  à  démontrer,  et  la  manière  dont 
on  pourra  s'y  prendre  pour  une  telle  démonstration,  je  crois  utile  de 
faire  une  courte  digression  sur  les  fonctions  analytiques. 

L'ensemble  des  points  singuliers  d"une  fonction  uniforme  ou  à  nn 
nombre  fini  de  branches  Q'^^I  fermé.  Quand  la  fonction  a  une  infinité 
de  branches  il  n'en  est  plus  de  même.  De  plus  le  dérivé  de  l'ensemble 
singulier  peut  comprendre  tout  le  plan.  Ce  qui  est  d'apparence  plus 
paradoxale  encore  c'est  que,  a  priori  du  moins,  une  fonction  multi- 
forme peut  admettre  pour  points  singuliers  tous  les  points  d'une  aire 
et  être  définie  dans  cette  aire.  A  vrai  dire  je  ne  connais  aucun  exemple 
de  ce  dernier  genre  de  singularités  et  l'on  peut  espérer  ([u'il  ne  se 
présente  jamais.  Mais  on  ne  doit  pas  l'écarter  a  priori. 

D'une  manière  tout  analogue,  on  voit  que  l'existence  d'un  ensemble 
continu  de  points  singuliers,  pour  une  fonction  qui  a  une  infinité  de 
branches,  n'entraîne  pas  nécessairement  l'existence  d'une  coupure, 
du  moins  suivant  que  l'on  adopte  telle  ou  telle  définition  du  mot 
coupure. 

De  ce  qui  précède,  il  semble  résulter  que  la  définition  de  ce  mot 
doit  s'entendre  de  la  façon  suivante  :  Je  dirai  qu'une  ligne  L  est  cou- 
pure d'une  fonction  analytique  s'il  existe  une  ligne  À  tendant  vers  L  le 
long  de  laquelle  le  prolongement  analytique  d'une  branche  au  moins 
de  la  fonction  sera  toujours  possible  et  si  à  toute  position  de  A  corres- 
pond un  nombre  t  tendant  vers  zéro  quand  X  tend  vers  L,  tel  (rue  tout 
cercle  de  layou  t  a}ant  sou  centre  sur  A  l'euferuic  un  point  singulier 
de  la  branche  que  l'on  considère  supposée  piolongéc  dans  ce  cercle 
sans  en  sortir  à  partir  du  centre. 

Joarn.  de  Malli.   (  <>°  stine),  lunic   I.  --    l'';isc.  I.    ii|f).').  ■' 
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On  voit  alors  sans  peiiic  que  le  théorème  A  renferme  en  particulier 
la  démonstration  du  tliéorème  suivant  : 

Théorème.  —  Toute  fonclion  analytique  dont  le  domaine  d'exis- 
tence est  borne  ailniei  nécessairement  des  coupures. 

11  n'est  pas  même  nécessaire  que  le  domaine  d'existence  soit  borné. 
Il  suffit  que  la  fonction  admette  des  points  d'arrêt  pour  une  ligne. 
Appelons  point-coupure  d'une  fonction,  un  point  a  tel  que,  si  une 
branche /admet  le  point  a  pourpoint  singulier,  quelque  petit  que  soit 
un  cercle  de  centre  a,  le  prolongement  de  la  branche  /dans  ce  cercle 
ne  permette  pas  d'atteindre  tous  les  points  du  cercle.  Alors  il  y  a  un 
continu  superficiel  àe.  points  cju'on  ne  peut  pas  atteindre  dans  chacun 
de  ces  cercles.  Si  l'on  prend  une  ligne  /  passant  par  a,  sur  laquelle  on 
puisse  prolonger/"  jusqu'au  pointa,  et  qui  se  continue  par  une  ligne 
située  dans  l'aire  non  atteinte,  le  point  a  sera  point  d'arrêt  pour  cette 
ligne. 

Donc  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  qui  admet  un  point-coupure  admet 
une  coupure  dans  tout  cercle  ayant  ce  point  pour  centre. 

La  réciproque  est-elle  vraie?  Je  me  borne  à  poser  cette  question  en 
remarquant  cependant  (pie  la  présence  d'une  coupure  pour  une  fonc- 
tion, eu  adoptant  pour  ce  mot  la  déiiniliou  précédente,  eutrahie  l'exis- 
tence d'un  ensemble  de  points  singuliers  ayant  pour  dérivé  la  ligne 
coupure  I.,  mais  il  n'est  même  pas  certain,  quoique  cela  soit  \raisem- 
blablc,  que  les  poinis  de  L  soient  singuliers.  Une  question  du  même 
gcnie  est  la  suivante  :  La  présence  d'un  ensemble  continu  de  poinis 
singuliers  enli-aîne-t-elle  l'existence  d'une  coupure?  Cette  question 
paraît  liée  intimement  au  théorème  de  MM.  Vollcrra  et  Poincaré  déjà 
cité. 

10.  Je  n'insiste  pas  sur  h's  questions  (|uc  soulève  li'iude  de  ces  sin- 
gularités et  je  reviens  aux  fonctions  unirniiiics  (|ui  nul  un  euseuilile 
discontmu  de  points  singuliei's.  Nous  avons  moiilié  en  soninie,  dans 
ce  cas,  (jue  la  foncliou   iiiNcrsi-  a   une  coupure    le  long   de  laipielle. 
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dirai-je  d'une  façon  incorrecte  mais  facile  à  saisir  d'après  ce  c|ui  pré- 
cède, elle  prend  une  valeur  constante.  Dans  le  cas  des  fonctions  uni- 
formes, au  moins  dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  peut  affirmer 
qu'une  fonction  qui  prend  la  même  valeur  le  long  d'un  arc  de  coupure 
se  réduit  à  une  constante.  La  question  est  beaucoup  plus  délicate  à 
étudier  si  la  fonction  a  une  infinité  de  branches.  Dans  la  troisième 
partie  j'en  aborderai  un  cas  particulier.  Mais,  en  général,  la  fonction, 
au  voisinage  de  la  coupure,  peut  se  permuter  avec  d'autres  branches 
qui,  elles,  ne  tendent  pas  vers  la  valeur  constante  donnée,  et  c'est  là 
ce  qui  constitue  la  difiicultf''  de  lélude  de  ce  cas. 

Si  l'on  démontrait  ce  théorème  d'une  façon  tout  à  fait  générale,  on 
en  déduii'ait  cju'il  est  impossible  que  la  fonction  inverse  d'une  fonction 
uniforme  sans  coupures  soit  elle-même  pourvue  de  coupures.  On  mon- 
trerait alors  sans  peine  quele  domaini'  d'indéteniiinalion  en  tout  point 
singulier  appartenant  à  un  ensemble  discontinu  comprend  tout  le  plan, 
et  même,  en  nous  bornant  alors  au  cas  d'une  fonction  absolument  dé- 
pourvue de  coupures,  que  l'ensemble  des  î'alears  exceptionnelles  (  '  ; 
ne  comprend  aucun  continu,  linéaire  ou  superficiel.  Dans  cette  vaste 
question,  nous  ne  connaissons  pour  l'instant  cjue  deux  faits  :  d'une 
part,  impossibilité  de  la  continuité  complète  d'après  le  théorème  A; 
d'autre  part,  possibilité  d'un  nombre  fini  quelconque  de  valeurs 
exceptionnelles  d'après  les  travaux  de  M.  Poincaré  sur  les  fonctions 
fuchsiennes. 

11.  Je  reviens  maintenant  au  théorème  B  démontré  plus  haut  et 
qui  nous  a  été  si  utile.  La  démonstration  de  ce  théorème,  telle  que  je 
l'ai  présentée,  suppose  que  la  fonction  w  =  F(z)  est  uniforme.  Mais 
je  veux  remarquer  qu'elle  subsiste  entièrement  si  le  nombre  des 
branches  de  w  est  fini  (-).  D'autre  part,  le  théorème  A  subsiste  lui 


(')  J'appelle  niiisi  les  Viiletirs  ((ue  la  foiiclioii  ne  prend  pas  qiiuiid  la  \aiiaMe 
décril  loul  le  plan. 

(-)  Au  ciiiili  aiie,  si  le  iKimbre  des  biaiiclies  de  ir(;)  est  inlini,  on  ne  pent 
pas  atCniuer  ((u'en  un  point  de  l'ensemble  liinilr  tv pre/id  la  valeur  a  (voir  p.  17) 
mais  simplement  que  ce  point  est  limite  de  points  5,  tels  que  l'équalion  ;{iv)  =  c, 
a  une  infinité  de  racines  tendant  vers  a. 
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aussi  coniuie  un  le  voit  aïsénient,  si  l'on  suppose  (}ue  u-  a  un  nombre 
fini  de  branches.  Donc  la  fonction  inverse  d'une  fonclicjn  à  un  nombre 
fini  de  branches  n'admet,  en  outre  des  points  algébriques,  que  des 
points  transcendants  ordinaires.  Est-il  possible  dès  lors  que  la  fonction 
inverse  d'une  fonction  à  un  nombre  fini  de  branches  soit  une  fonction 
à  un  nombre  fini  de  branches  ?  Les  seules  singularités  non  algébriques 
de  chacune  de  deux  fonctions  seront  des  points  transcendants  ordi- 
naires. D'après  le  théorème  A.  ils  ne  pourront  apparli'uir  à  un  en- 
semble discontinu.  D'où  le  théorème  suivant  : 

Théohkmk  B'.  —  Si  iiiic  foiiclioii  cl  sa  fonction  inverse  ont  toutes 
deux  un  nombre  limité  de  branches,  les  seules  singularités  non 
algébriques  des  deux  fonctions  sont  des  coupures  ('). 

On  en  déduit  encore  que  si  une  foncliony  (;)  a  un  nombre  fini  de 
branches  et  des  singularités  non  continues,  la  fonction  inverse  ne  peut 
pas  avoir  un  nomijre  borné  de  Ijranclies.  Il  ne  faudrait  pas  en  conclure 
qu'elle  a  une  infinité  de  branches,  mais  seulement  que,  quel  que  soit  //, 
l'équation  f{z)  —  A  =  o  a  poui'  une  valeur  concenable  de  A  un 
nombre  de  racines  supérieur  à  //. 

12.  (Jeci  nous  amène,  pour  terminer,  à  dire  un  mol  des  fonctions 
dont  li^  MoiidiiT  (les  branches  varie  avec  la  région  du  [dan  où  Ion  se 
trouve.  Supposons  que  la  fonction  y{_x)  ait  un  nombre  borne  de 
branches  au  plus  égal  à  n.  Il  y  a  évidemment  un  point, r  où  ce  nombre 
est  égal  à  //,  et  en  déplaçant  un  peu,  au  besoin,  ce  point  x,  on  peut 
supposer  qu'il  n'estsingulier  pour  aucune  des  //  hranchesy,,^)'^, ....  >'„. 
Toute  fonction  symétrique  de  y,,  y^,  ....  r„  est  uniforme  en  x  et 
adm(!t  Ions  les  points  singuliers  non  algébrir/ues  des  dilVérentes 
branches  V'.  S'il  existe  alors  un  point  x  où  le  nond)re  des  bram-iies 
est  //  />  siuli'mriil ,  il  n  exislera  ;ni<'un  chemin  allant  de  ./;  à  .//  et 
jégulier  piiiirla  lonclion  sn  mi'IrKpic  con>idéree.  Donc  celle  lonclion 
aura  une  coupure  fermée  entourant  x'.  (lelte  coupure  sera  aussi  une 
coupure  de  la  fonction  y{x)  (-).  Ce  sera  une  ligne  singulièi'e  pour  p 

(')   Ou  dus  points  liinili's  (i(;  coupuies. 

(')   Ce  irxil  :i  lin  •'iMis  pri'cis  puisque  y  est  ;i  n  lir;in(lies. 
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fies  branches.  Les  aiilres  branches  seront,  en  général,  régulières  sur 
la  mcinc  ligne. 

Cependant  il  pourrait  arriver  que  la  coupure  n'existe  pas  et  se 
réduise  au  point  x'  lui-même.  En  tout  point  du  plan  la  fonction 
aurait  n  branches,  sauf  en  x'  où  elle  en  aurait  moins  de  n.  Je  citerai 
Texemple  de  la  fonction  jK(.r)  définie  par  ye^=  x  qui  a  une  infinité 
de  branches  sauf  pour  les  points  x' =  o  et  x  =  cc.  Cependant  cette 
fonction  n'a  pas  de  coupures. 


CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS. 

1.  Je  voudrais  maintenant  montrer  par  des  exemples  que  le  théo- 
rème A  se  présente  d'une  façon  naturelle  et  nécessaire  dans  bien  des 
questions,  même  élémentaires,  de  la  théorie  des  fonctions  et  qu'il  est 
susceptible  d'applications  intéressantes. 

L'étude  générale  des  fonctions  analytiques  comprend  des  problèmes 
des  deux  types  suivants  :  i°  Trouver  les  propriétés  d'une  fonction 
ayant  des  singularités  données  (étudier  la  croissance,  les  développe- 
rnents,  les  zéros,  etc.);  2" Trouver  les  singularités  de  fonctions  répon- 
dant à  une  définition  donnée  (par  exemple  de  fonctions  vérifiant  une 
équation  différentielle  ou  fonctionnelle,  ou  admettant  un  développe- 
ment donné).  On  comprend  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  soit  très 
utile  de  connaître  les  propriétés  caractéristiques  de  grandes  classes  de 
fonctions.  Or,  notre  théorème  A  étabHt  justement  une  telle  propriété 
pour  les  fonctions  uniformes  pourvues  de  coupures;  on  saura  désor- 
mais cjue  ce  sont  les  seules  qui  peuvent  rester  continues  en  leurs  points 
singuliers.  (Jii  pourra  donc  trancher  certaines  questions  qui  restaient 
douteuses  ou  compléter  certains  énoncés;  je  n'en  citerai  comme 
exemple  ipie  le  théorème  B'. 

On  peut  objecter  qu'il  est  bien  superllu  de  s'attacher  à  l'étude  de 
certaines  fonctions  à  singularités  compliquées,  car  on  n'a  pas  souvent 
l'occasion  d'en  rencontrer.  L'exemple  des  fonctions  fuchsiennes  dont 
toute  une  classe  ajustement  un  ensemble  parfait  de  points  singuliers, 
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montre  qu'une  équation  fonctionnelle  des  plus  simples  introduit  de 
telles  fonctions  en  Analyse  (').  Les  fonctions  définies  par  des  équa- 
tions différentielles  même  très  simples  peuvent  rentrer  dans  le  même 
type.  D'ailleurs,  tontes  les  fois  qu'on  veut  définir  des  classes  de  fonc- 
tions par  un  procédé  analytique  on  est  forcé  de  n'exclure  a  priori 
aucune  hypothèse,  si  invraisemblable  qu'elle  puisse  être.  La  théorie 
analytique  des  équations  dilférentielles  a  justifié  d'une  manière  écla- 
tante certaines  Qludes  modernes  de  la  théorie  des  fonctions  où  il  pou- 
vait sembler  à  certains  qu'on  introduisait  à  plaisir  les  complications. 

2.  Le  théorème  A  intervient  justement  dans  la  démonstration  d'un 
certain  nombre  de  propositions  de  la  théorie  des  équations  dilféren- 
tielles. Je  citerai  par  exemple  le  théorème  suivant  de  M.  Painlevé  : 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  du  second  ordre  algé- 
brique en  y",  y' ,  y  et  x,  toute  intégr-ale  y  uniforme  (ou  à  n  brandies) 
dans  une  aire  A,  admet  dans  cette  aire  des  points  d' indétermina- 
tion. Elle  n'y  admet  d'ailleurs  pas  de  coupure  (^  ). 

.l'ajoute  d'ailleurs  que  la  démonstiation  de  ce  théorème  peut  se 
faire  sans  le  secours  du  théorème  A.  Au  contraire,  il  se  présente 
d'une  façon  nécessaire  dans  la  solution  de  la  qucsiiou  (pii  fait  li'  [nin- 
cipal  objet  de  ce  (Jhapitre  et  (jui  est  une  des  preiuières  que  l'on  est 
amené  à  se  poser  dans  la  théorie  analytique  des  équations  du  premier 
ordre.  Le  théoiènie  A  permet  de  la  résoudre  assez  simplement  alors 
(pic  tous  les  efforts  qui  ont  été  faits  pour  se  passer  de  ce  théorème  sont 
restés  vains. 

ô.  Les  équations  du  premier  ordre.  —  Avant  d'aborder  oclto 
application  je  crois  indis[)ensal)le  de  préciser  certains  résultats  de  la 
théorie  des  équations  du  |)remier  oïdie  dont  les  énoncés  mont  été 
communiqués  par  M.  i'ainlevé,  mais  dont  les  démonstrations  sont 
inédites. 


(';  l,ilt~  Ncrifient  aussi  une  équation  très  simple  du  iroisième  ordre. 
{' )   I'ai.>levé,  Leçons  (le  Stncifliotin,  p.  .i'|3. 
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Considérons  une  équation  du  premier  ordre  F(y',y,  x)  =  o  algé- 
brique en  )'',  y  et  .r  (  ')  et  considérons  Tintéi^rale  unique  j^  définie  par 
des  conditionsiniliales  v, .  1',,,  ./„.  .^i,  éianl  distinct  des  points  ^,  points 
critiques  fixes  de  l'intégrale  qui  peuvent,  on  le  sail,  se  déterminer 
algébriquement  antérieurement  à  toute  discussion  et  qui  sont  en 
nombre  fini.  Cette  intégrale  dépend  de  x  et  des  conditions  initiales 
a7„,  jKo?  >'()•  iVIais,  comme  on  a  F(  j-,',,  y„,  .x-„)  =  o,  on  peut  dire  que  l'in- 
tégrale est  une  fonction  de  x,  x„  et  y„.  Ceci  posé,  on  connaît  le 
théorème  fondanicnla!  suivant  : 

L'intégrale  y  =  9(iC,  Xg,yg)  est  une  fonction  algébroïde  de  x  et 
de  y  g  pour  x  =^  x„  et  cela  quel  que  soit  y„. 

Plus  généralement  joignons  par  un  chemin  /  ne  passant  par  aucun 
point  ^  deux  points  x,  x„  arbitraires  distincts  eux-mêmes  des  points  H. 
Si  l'on  poursuit  analytiquement  sur  l{-)  Fintégrale  y  déterminée  par 
les  conditions  initiales  x^,  yo,  y\,  on  arrive  en  x  avec  une  valeur  coïn- 
cidant avec  une  branche  d'une  certaine  foncliony  =  /(jKo)  algébroïde 
en  jKo-  Ces  théorèmes  sont  classiques,  mais  dans  leur  application  il  faut 
procéder  avec  une  extrême  prudence.  Par  exemple,  il  faudrait  bien 
se  garder  d'en  conclure  que  l'intégrale  considérée  comme  fonction 
de  la  constante  est  une  fonction  analytique  qui  n'admet  que  des 
points  singuliers  algébriques  ou  encore,  dans  le  cas  où  un  nombre  fini 
de  branches  de  l'intégrale  se  permutent  autour  des  points  critiques 
mobiles,  que  l'intégrale  dépend  algébriquement  de  la  constante. 

Il  y  a,  en  effet,  une  importante  distinction  à  faire  entre  les  deux 
fonctions  suivantes.  D'une  part,  laissant  x,,  et  jKo1Î-'^''s,  faisons  déplacer  ,e 
d'une  façon  quelconque  dans  le  plan  sans  tourner  autour  des  points  ;; 
la  branche  d'intégrale  ^y  =  cp(a--,  x„^y„)  se  permutera  avec  un  certain 
nombre  d'autres  branches  d'intégrale  o,(a;,  a:,-„,  Vn),  'Jj^{x,  .r„,  v,, ),  .... 


(')  Pour  le  raisonnement  il  suffit  que  F  fioit  analytique  en  x,  pourvu  que  les 
points  critiques  fixes  $  de  l'intégi  aie  soient  en  nombre  fini. 

(')  Il  s'agit  ici  (l'un  prolongement  analytique  plus  général  que  celui  de 
Weierstrass.  Sur  /  on  ])ourra  rencontrer  un  point  critique  ali;(;l>riiiue  de  y. 
Pour  ce  point  a.-,  la  brajiclie  d'intégrale  prend  la  valeur  )■.  Au  delà  de  .i\  nous 
ado])terons  une  quelconcjiie  des  hianclics  ipii.  eji  ,/■.  pi-i;nii  la  même  \aleur  j'. 
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D'autre  part,  laissons  au  contraire  x  et  x,,  fixes  et  prolongeons  dans 
tout  son  domaine  d'existence  par  le  procédé  de  Weierstrass  la  fonction 

analytique  de  Vo  :  o(x,  d;„,  jKo)  =  9(^0)5  obtenue.  Il  est  bien  évident, 
et  cela  d'après  le  théorème  de  tout  à  l'heure,  que  toutes  les  branches 

o,  ;p,,  cpa,  . . .,  appartiennent  à  la  fonction  «p(/o)i  i^i-ciis  la  réciproque 
n'est  pas  nécessairement  vraie  :  il  peut  arriver  que  la  fonction  o(y^) 
ait  au  point  ^u  des  valeurs  y,  intégrant  bien  l'équation  difîérentielie. 
mais  dont  aucune  détermination  ne  se  réduira  à  y„  pour  ./•  =  x„  quand 
le  point  X  se  déplacera  dans  le  plan  d'une  façon  quelconque  sans  tom-- 
ner  autour  des  points  ^. 

Avant  d'étudier  les  circonstances  dans  lesquelles  ce  fait  singnliei'  s<' 
produit,  je  voudrais  reproduire  les  exemples  bien  simples  ([u'cn  a 
donnés  M.  Painlevé. 

Considérons  l'éiiiialion 

dont  rintégrale  générale  est 

Les  poirils  ç  sniil  ./•  ^^  o  cl  ./■  =z  ce  et  il   \  a  un  |iniiil  ciitKiiir  iiinlulc 

autour  duquel  se  permutent  une  infinité  de  branches  de  l'intégrale  y. 
Ces  branches  ('puisent  toutes  les  branches  de  la  fonction  j'(>'„V  Celle 
fonction  a  deux  points  crili(pies  non  algébriques  mais  logarillimicpies 
qui  sont  y^  =  o  et  y„  =  yi. 

Consid(''rons  maiiileiianl  le  rapport  t\t'>i  iK-i'iodes  --  d'une  dilîéren- 

tielle  clliijtifpii,'  de  ])remière  espèce  comme  fonction  du  niodide  \  el 

posons  ./;=■— (X).   Si  nous  rem|)larous   dans  (1)  e(   (y.j  ./parcelle 

fonction,  nous  voyons  (|ue  Tinlégrale  jk(X)  (l(''linie  jiar  les  eondilions 
luiliales  \„,  _y„  aura  ou  uori  un    [loiul    ciilique   n)ol)ile   suixaul    que  le 


SUR    LES    FONCTIONS     VNALYTIQIES    UNIFORMES.  4* 

coefficient  de  i  de  la  quantité  complexe  —  —  (Xn) — \ — sera  nositif 

*  ^  oj,  ^     "    Joe     ■''»  ^ 

OU  négatif;  si  donc  j^o  est  dans  une  région  D  du  plan,  l'intégrale  aura 
ses  points  critiques  fixes.  Dans  le  reste  du  plan  deux  branches  se  pei- 
mutent  autour  du  point  critique  mobile.  Cependant  la  fonction  jkCjKo) 
a  une  injinilè  de  déterminations  :  une  ou  deux  d'entre  elles  seule- 
ment sont  des  intégrales  qui,  par  permutation  autour  du  point  mobile, 
prennent  en  X„  la  valeur  y^. 

Au  contraire,  remplaçons  x  par  la  fonction  modulaire  x  =  !p(X). 
V intégrale  générale  de  la  nouvelle  équation  sera  uniforme  si/,,  est 
dans  une  région  du  plan,  et  à  deux  branches  dans  le  reste  du  plan. 
Et  cependant,  l'intégrale  est  une  fonction  de  la  constante  à  une  infinité 
de  branches. 

Pour  examiner  dans  ({uelles  conditions  celte  circonstance  peut  se 
présenter,  considérons  une  branche  y  =  9(37,  ^,3^)  d'intégrale  dé- 
finie par  les  conditions  initiales  .r„,  j„,  y\.  Laissons^  et  ^  fixes  et 
faisons  déplacer  le  point  j„.  Vouv  y^  =  y^  il  y  a  une  branche  de  la 
fonction  ^{y^)  qui  coïncide  avec  ç.  Prolongeons  analytiquement 
cette  branche  :  alors,  ou  bien,  quel  que  soit  le  chemin  que  nous  sui- 
vrons, il  y  aura  toujours  coïncidence  entre  9(/„)  et  çp,(^,  ir^,  yj  ou 
bien  il  existera  un  point  Yg  tel  que  la  coïncidence  ait  lieu  jusqu'en  ce 
point,  mais  plus  au  delà. 

Considérons  les  points  critiques  mobiles  de  l'intégrale 

v  =  9(.)f;,  x„,y^). 

Les  aflixes  de  ces  points  dépendent  analytiquement  de  y^.  Supposons 
que  toutes  les  branches  de  cette  fonction  analytique  a(j„)  restent 
poury„=  Y„  bien  déterminées  et  distinctes  des  points  ^.  Ces  points 
tendront  vers  des  points  limites  qui  seront  les  points  autour  desquels 
se  permutent  les  différentes  branches  d'intégrale  définies  par  les  con- 
ditions initiales  a7„,  Y„.  Or,  pour  7,,  =  Y^  et  dans  le  voisinage  de  Y„, 
ces  différentes  branches  coïncident  avec  des  branches  d'une  certaine 
fonction /(7„),  algébroide  pour  j„  =  Y^.  La  branche  9,  étant  juste- 
ment une  de  ces  branches,  on  voit  (jue  la  fonction  9(7g)  coïncide 
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avecy(jKo)  quelque  voisin  que  soit  j-„  de  Y„  et,  comme  la  coïncidence 
entre  o,-  et /subsiste  poury,,  et  Y„,  ç,-  ne  cesse  pas  de  coïncider  avec  <p 
en  Y  g,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Comment  est  intervenue,  dans  la  démonstration,  l'hypothèse  que 
les  points  critiques  mobiles  a  tendent  vers  des  limites  déterminées 
différentes  des  points  ^?  C'est  que,  en  effet,  l'on  est  alors  assuré  que 
les  branches  qui  se  permutent  autour  des  points  mobiles  pour  _)'„  =  Y„ 
sont  toutes  les  limites  des  branches  qui  se  permutaient  autour  des 
points  critiques  mobiles  pour  j'j  assez  voisin  de  Y,,.  Sans  cela,  on  ne 

pourrait  affirmer  que  la  coïncidence  entre  (p,(â',  x',,,  jKo)  el  ,/(_Ko)  '^ 
encore  lieu  en  Y„,  car  <^i{x,  x„,\\)  pourrait  ne  pas  provenir  d'une 
permutation  autour  des  points  critiques  mobiles  à  partir  de  <p  {x,  Xa,Y  „) . 

Ou  voit  donc  que  la  coïncidence  entre  les  branches  de  l'intégrale  cp 
et  la  fonction  ç  peut  cesser  en  Y„  si  le  point  Y^  est  tel  que  l'un  ou 
plusieurs  des  points  critiques  mobiles  tendent  vers  un  point  ^  ou 
deviennent  indéterminés. 

Il  n'en  résulte  pas  que,  nécessairement,  la  coïncidence  cesse  dès 
qu'il  existe  de  tels  points  Y„.  Parmi  ces  points  Y„  il  peut  s'en  trouver 
certains  tels  que,  >'„  tendant  vers  l'un  d'eux  sur  un  chemin  L,  la  coïn- 
cidence cesse  en  effet.  Distinguons  alors  deux  cas  : 

1°  Ces  points  Y,  ne  forment  pas  de  ligne.  Alors,  partant  de  y„  avec 
une  branche  quelconque  de  la  fonction  ç;(j)^„)on  pourra  revenir  au 
même  point y^  avec  toutes  les  branches  de  la  fonction  ç  sans  jamais 
rencontrer  de  tel  point,  car,  si  un  chemin  rencontre  un  point  Y,,  on 
jjourra  le  déformer  aussi  peu  qu'on  voudra  de  façon  à  ne  plus  rencon- 
trer de  point  Y,  et,  d'autre  })art,  à  ne  pas  changer  de  branche.  Comme 
on  ne  rencontre  j)lus  de  point  Y,,  la  coïncidence  ne  cesse  pas  d'avoir 
lien  entre  les  branches  de  l'intégrale  y  =  <p  ( .r ,  aj^ ,  y„ )  et  de  la  fonc- 
tion z,(y„).  On  pourra  donc  affirmer,  dans  ce  cas,  (|ue  les  branches 
de  rinlégraic  épuisent  loulcs  les  lirauches  de  la  fonction. 

2°  Les  points  Y,  forment  des  lignes.  Cela  exige,  en  particulier,  que 
les  points  Y^  forment  eux-mêmes  des  lignes.  Dans  ce  cas,  pour  revenir 

au  point  y^  après  en  être  parti,  avec  toutes  les  valeurs  de  9(^„)  il 
jujinra    êln-    nécessaire    df    décrire    des    chiMiiins    rencontrant    des 
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points  Y,.  Alors  il  pourra  se  faire  que  certaines  branches  de  la  fonc- 
tion 9(jKo)  soient  des  intégrales  dont  aucune  branche  ne  prend  au 
point  a;„  la  valeur  j^i,. 

En  définitive,  la  circonstance  exceptionnelle  signalée  ne  se  présente 
jamais  quand  les  points  Y„  ne  forment  pas  de  ligne  ;  elle  peut  se  pré- 
senter, sans  avoir  nécessairement  lieu,  quand  les  points  Y„  forment 
des  lignes. 

En  se  reportant  à  l'exemple  étudié  plus  haut,  on  voit  que  dans  le 
premier  cas  les  points  Y„  sont  les  points  zéro  et  ce.  Quand  y„  tend 
vers  zéro,* le  point  critique  mobile  tend  vers  ^  =  00.  Quand  y^  tend 
vers  l'infini,  ce  même  point  est  indéterminé.  Dans  les  deux  exemples 
suivants,  les  points  Y^  forment  des  lignes. 

Les  points  Y„  ne  sont  pas  forcément  des  points  algébriques  de  la 
fonction  9(jK„),  mais  ils  ne  peuvent  pas  être  Iransceiidants  essenticlu, 
puisque  les  points  x-„  et  x  sont  distincts  des  points  \  et  l'on  sait  que 
dans  ces  conditions  toutes  les  intégrales  restent  déterminées. 

i.  Je  vais  maintenant  me  borner  au  cas  où  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  donnée  est  une  fonction  à  11  bi'anches  au  plus, 
permutables  autour  des  points  critiques  fixes  ou  mobiles,  et  je  me 
propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  C.  —  Quand  l'intégrale  générale  d'une  équation 
algébrique  du  premier  ordre  est  une  fonction  à  n  branches  au 
plus,  elle  admet  autour  des  points  critiques  mobiles  un  nombre  m 
de  branches  {m'^n)  qui  est  le  même  quelle  que  soit  l'intégrale 
considérée ,  sauf  exception  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  la 
constante.  De  plus,  l'intégrale  générale  est  une  fonction  algé- 
brique de  la  constante. 

Je  m'appuierai  sur  une  autre  proposition  inédite  de  M.  Painlevé, 
qui  est  la  suivante  : 

Si  l'intégrale  générale  y  =  (^(x,  .r„,  j„)  d'une  équation  algé- 
brique du  premier  ordre  admet  un  nombre  fini  de  branches,  les 
points  critiques  mobiles  de  l'intégrale  ne  peuvent  être  indéterminés 
pour  aucune  valeur  de  la.  constante  y„. 


44  L.     ZORETTI. 

Considérons  les  points  Y,,  pour  lesquels  les  points  critiques  mobiles 
tendent  vers  des  points  \  ou  sont  indéterminés.  11  faut  démontrer  que 
la  seconde  hypothèse  ne  peut  se  présenter. 

Supposons  que  le  point  y^  tende  vers  V„  d'une  façon  quelconque. 
Il  arrive  alors  que  dcu\  branches 

j=  îp,(j^',a'„,  jj  et  v  =  Ço(a-,  ^„,7J, 

permutables  entre  elles,  en  général,  autour  des  points  critiques  mo- 
biles, cessent  de  se  permuter  si  jk^  prend  la  valeur  Y,,.  Posons 

;,(a;)  =  ç,(a7,a;„,  YJ         et         ^.(.r)  =  cp,(x,  ,x-„,  Y„). 

Les  deux  fonctions  ;,  (x)  et  -2(x)  ne  se  permuteront  plus  autour  des 
points  critiques  mobiles,  ni  d'ailleurs,  en  général,  autour  des  points 
friti(|ucs  fixes  :  ce  sont  deux  fonctions  analytiques  distinctes. 

(^nandy„  est  voisin  de  Y„  sans  se  confondre  avec  Y,,,  il  existe  un 
point  du  plan  des  x,  soit  a{)\)^  tel  que,  x  tournant  autour  de  a,  on 
passe  de  9,(-f)  à  Ça(^)  et  toute  la  question  est  de  savoir  ce  que 
devient  ce  point  a  quand  y„  tend  vers  Y^. 

Supposons  que  a  devienne  indéterminé.  Comme  la  fonction  a  (y„) 
est  analytique,  le  domaine  d'indétermination  pour  y„  =  Y,,  est  con- 
tinu, et,  s'il  ne  se  réduit  pas  à  un  point,  il  comprend  des  points  en 
dehors  des  points  \\  soit  a;  =  a  un  de  ces  points-limites.  Il  existe  des 
valeurs  de  Va  assez  voisines  de  Y„  pour  que  la  différence  a  —  a  soil 
aussi  petite  qu'on  veiil . 

Or,  ce  point  a  étant  distinct  des  points^,  l'intégrale  j^  =  9(.f,  a.  Ko) 
admet  un  nombre  fini  de  branches  toutes  algébroïdes  par  rapport 
''^yo-i  pourvu  que  >■„  soit  suffisamment  voisin  de  Y^.  Pour  chacune  des 
branches,  on  pourra  donc  décrire  un  cercle  de  centre  \„  à  linlérieur 
duquel  la  branche  considérée  est  algébroïde,  et,  comme  le  nombre 
des  branches  est  fini,  on  pourra,  en  définili\c,  affirmer  qu'il  existe  un 
nombre  p  tel  que  sous  la  condition  |  J^o  -~  ^  ol  <[  p  loutes  les  branches 
de  l'intégrale  ^(x,  a,  y^)  sont  algébroïdes.  De  même,  toutes  les 
branches  de  l'intégrale  cp(a;,  a;„,  y^)  sont  algébroïdes  par  rapport 
à  ./;„  et^„  dans  deux  cercles  l'un  de  centre  a  el  de  ra\on  /■,  l'autre  de 

(Tlitl  r   ^  „  cl   (le  ra\  (III   0. 
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Donnons  en  particulier  à  y^  une  valeur  y,,  prise  dans  le  cercle 
lj'o~Y„|<^-,    et    telle  que  l'on   ait  \a{y„)  —  o!.\<^  -•   Parmi  les 

branches  de  Tinlégrale  'p(./',  a,  yj  se  trouvent  justement  les  deux 
branches  o,  et  o.,  qui  se  permutent  autour  de  a.  D'autre  part, 
les  n  branches   de  l'intégrale  cp(x-,    ./„,  y,,)  sont  algébroides  pour 

\Xf,  —  a\<C  -  et  \}\,  —  .v'n  I  •<  -  et,  en  particulier,  pour  x„=a,  y^^Yg. 

Donc  les  deux  branches  ©,,  ç,  sont  deux  branches  d'une  même  fonc- 
tion algébroide  pour  a,-„  =  a,  j^^,  =  ¥„.  Les  deux  branches  z^(x), 
z^i'V)  se  permutent  donc  autour  de  a,  et  le  point  Y^  est  un  point 
ordinaire,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Donc,  tous  les  points  critiques  mobiles  ou,  si  l'on  veut,  toutes  les 
branches  de  la  fonction  analytique  «(>'o)  sont  bien  déterminées  quel 

que  soit  Y„.  Donc,  si  l'on  considère  y  =  tp  (x,  x„,  y„)  comme  une 
fonction  analytique  àc y„,  les  seuls  points  transcendants  possibles  de 
cette  fonction  sont  les  points  Y„  tels  que  l'une  des  branches  au  moins 
de  a(y„)  tende  vers  un  point  H  quandy^  tend  vers  Y„. 

Avant  d'aborder  la  démonstration  du  théorème  C,  je  ferai  encore 
une  remarque.  Etant  donnée  une  équation  algébrique  du  premier 
ordre  dont  l'intégrale  a  un  nombre  fini  de  valeurs,  pour  une  inté- 
grale déterminée  y  =  çp(a;,  *'o,,>'o)j  ce  nombre  est  le  même  en  tout 
point  Xg  du  plan.  Nous  avons  vu,  en  eflet,  dans  le  Chapitre  précédent, 
qu'une  fonction  qui  admet  un  nombre  borné  et  variable  de  branches, 
admet  certainement  des  coupures  en  dehors  des  points  algébriques. 
Or,  nous  savons  ici  que  les  singularités  de  l'intégrale  en  dehors  des 
points  algébriques  sont  en  nombre  fini.  Le  résultat  annoncé  s'en 
déduit. 

Abordons  maintenant  la  démonstration  du  théorème  C.  Soit  n  le 
nombre  maximum  des  branches  de  l'intégrale  générale 

y==(p(.x-,./;„,7„). 

D'après  ce  qui  précède,  nous  pouvons  donner  au  point  x^  une  position 
li\e,  et  tout  revient  à  étudier  le  nombre  des  branches  de  la  fonction 
(le./;,  9(.r,  x„,y„),  suivant  les  dillérenles  valeurs  de  y„.  Il  faut  mon- 
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trer  que  le  nombre  des  branches  de  l'intégrale  qui  se  permutent  autour 
des  points  critiques  mobiles  ne  dépend  pas  de  y^,. 

Supposons  d'abord  que  les  points  Y„,  pour  lesquels  on  a  a(Y„)  =  ^, 
ne  forment  pas  de  lignes.  Nous  sommes  alors  certains  que,  pour  avoir 
le  nombre  des  branches  de  l'intégrale  permutables  autour  des  points 
critiques  mobiles,   on  n'a  qu'à  considérer  toutes  les  branches  de  la 

fonction  analytique  cp(>'o)  =  ç(*"j  ^05  JKo)-  C'est  une  fonction  à  un 
nombre  limité  de  branches  et  dont  les  seuls  points  singuliers  sont  des 
points  critiques  algébriques  et  des  points  Y^  qui  sont  transcendants 
ordinaires.  Or,  une  fonction  ne  peut  avoir  de  points  transcendants 
ordinaires  quand  elle  n'a  pas  de  coupure  et  cju'elle  a  un  nombre  borné 
de  branches.  Donc,  certainement,  le  nombre  de  ses  branches  ne  dépend 
pas  de  Vd,  et,  de  plus,  ses  seuls  points  singuliers  sont  algébriques. 
L'intégrale  considérée  comme  fonction  de  la  constante  n'a  que  des 
singularités  algébriques. 

On  pourrait  encore  dire  :  la  fonction  iïwerse  yg(y)  est  la  fonction 
y„  =  cp(a;j,  x,y).  Elle  n'a,  elle  aussi,  qu'un  nombre  fini  de  branches, 
parce  que  les  branches  de  cette  fonction  dey  sont  toutes  des  détermi- 
nations de  l'intégrale  définie  par  les  conditions  initiales  x,  y.  La  fonc- 
tion ^  et  son  inverse  ayant  un  nombre  fini  de  branches,  elles  ne  peu- 
vent avoir  que  des  singularités  algébriques  (car  elles  n'ont  pas  de 
coupures).  De  plus,  non  seulement  la  fonction  (^  n'a  que  des  singu- 
larités algébriques,  mais  c'est  une  fonction  algébrique  de  la  constante. 

(^uand  les  points  ¥„  forment  des  lignes,  le  raisonnement  précédent 
ne  s'applique  plus.  Je  vais  montrer  que  ce  cas  ne  peut  pas  se  pré- 
senter et  que,  par  suite,  les  conclusions  ci-dessus  sont  toujours  vraies. 

Soit  L  une  ligne  de  points  Y^.  Considérons  l'affixe  a  d'un  point 
critique  mobile  comme  une  fonction  analytique  de  y^.  Quand  y„ 
tendra  vers  un  point  de  L,  une  branche  de  celte  fonction  au  moins 
tendra  vers  un  des  points  ^,,  ^.,,  ...,  ^,/,  considérons  la  fonction  suivante 

C'est  une  fonction  analytique  de  y„  qui  peut  admettre  les  points 
de  L  comme  points  transcendants.  Cette  fonction  peut  avoir  une  infi- 
nité (le  branches  (car   imc   ronciidii    (|ui  admet   un   nombre  fini  de 
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branches  peut  très  bien  avoir  une  infinité  de  points  critiques  algé- 
briques (').  Mais  les  seules  singularités  possibles  de  cette  fonction  $ 
sont  d'abord  des  points  critiques  algébriques  et  ensuite  des  points  Y„ 
qui  peuvent  être  de  nature  transcendante,  mais  en  chacun  desquels 
la  fonction  prend  la  valeur  zéro. 

Prenons  alors  une  branche  déterminée  de  cette  fonction  qui  tende 
vers  zéro  quand  y^,  tend  vers  un  point  \o  de  L.  Considérons  le  do- 
maine A  des  points  _y„  dont  la  distance  à  L  est  inférieure  à  £,  et  prolon- 
geons analytiquemenl  la  branche  choisie  de  toutes  les  manières 
possibles  dans  cette  bande.  Elle  se  permutera  avec  certaines  auti'es 
branches  de  $.  On  peut  toujours  supposer  que  le  segment  de  L  sur 
lequel  on  a  construit  le  domaine  A,  d'une  part,  et  i  d'autre  pai'l,  ont 
été  choisis  assez  petits  pour  que  ce  prolongement  ne  permette  pas  de 
franchir  la  coupure  L;  en  d'autres  termes,  on  aura,  par  un  tel  choix 
de  A  et  de  î,  exclu  celles  des  branches  de  $  qui  pourraient  ne  pas 
admettre  L  comme  coupure.  Alors  toutes  les  branches  permutables 
dans  A  avec  la  branche  qui  a  été  choisie  au  début  tendront  vers  zéro 
quand  le  point  j„  tendra  vers  un  point  arbitraire  de  L  d'une  façon 
quelconque. 

Je  dis  encore  que  toutes  ces  branches  tendent  uniformément  vers 
zéro  dans  les  mêmes  conditions.  J'entends  par  là  qu'on  peut  choisir  t 
assez  petit  pour  que  le  module  de  $(yo)  reste  inférieur  à  un 
nombx'e  Tj  donné  d'avance  quelle  que  soit  la  façon  dont  on  prolonge 
dans  A  la  branche  primitive.  Supposer  le  contraire  reviendrait  à 
admettre  que,  quelque  petite  que  soit  la  distance /„¥„  (Y„  étant  un 
certain  point  de  L),  on  aurait  des  points  y^  faisant  prendre  à  $(/„) 
une  valeur  supérieure  en  module  à  y).  Il  y  aurait  par  suite  une  branche 
de  fonction  $  qui,  lorsque  le  point  y„  tendrait  vers  un  point  de  L 
suivant  un  certain  chemin,  ne  pourrait  pas  tendre  vers  zéro.  Or  les 
branches  de  $  n'admettent  aucun  point  d'indétermination.  Donc  en 
un  point  de  L,  ladite  branche  prendrait  une  valeur  différente  de  zéro. 
Elle  ne  pourrait,  par  suite,  être  de  celles  qui  se  permutent  avec  la 

(')  Par  execnple,  la    fonction    à  (leu\  branches  définie  par   l'é(iualion 

r=  —  2  V  =:  e^. 
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branche  primitive,  car  on  pourrait  la  prolonger  au  delà  de  L.  Donc 
cette  hypothèse  est  à  rejeter. 

Il  suffit  maintenant  de  reprendre  la  démonstration  bien  connue 
donnée  par  M.  Painlevé  dans  sa  Thèse  pourvoir  que  la  fonction  $ 
doit,  dans  ces  conditions,  être  identiquement  nulle.  11  est  nécessaire 
de  préciser  et  de  compléter  cette  démonstration  pour  l'appliquer  au 
cas  actuel  :  Ayant  déterminé  i  de  façon  que  0(/o)  ^oif-  limite  en  mo- 
dule dans  A,  nous  pourrons  toujours  prendre  sur  L  un  arc  AB  assez 
petit  pour  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  :  soient_^' etj)^" 
les  extrémités  de  cet  arc  ;  posons 

j2-r"=(r„- j")^'"s 

et  ensuite 

*.(7o)  =  $(r.^-       <ï>.(.r„)  =  $(/.). 

Considérons  la  fonction 

F(ro)  =  *(.v„)$.(.r„)$,(j„v 

Cette  fonction  est  définie  dans  un  triangle  curviligne  T  formé  par  AB 
et  les  deux  lignes  obtenues  en  faisant  tourner  L  d'un  angle  a,  autour 
de  y' et  d'un  angle  «2  autour  de  jk'.  Nous  pourrons  toujours  prendre 
y,  y",  a,  et  a,  tels  que  ce  triangle  soit  intérieur  au  domaine  A  dans 
lequel  nous  savons  que  |$(jK„)|  <C^' 

Nous  délinirons  dans  cette  aire  la  fonction  F  en  prolongeant  de  toutes 
les  façons  possibles  trois  branches  de  la  fonction  $  en  ayant  bien  soin 
de  prendre  pour  valeurs  initiales  :  pour  $(j>^||)  notre  branche  initiale 
<l  pour  $(jKi  )  (*l  'P(y.,)  deux  branches  obtenues  à  partir  de  la  précé- 
dente aux  points  j'i  c^  y,,,  sans  sortir  de  A. 

Alors  nous  pourrons  affirmer  que  la  fonction  F  est  une  fonction  ana- 
lytique multifonne  bornce  dont  toutes  les  branches  sont  nulles  sur  le 
contour  de  T  et  plus  généralement  en  tous  les  points  singuliers  non  al- 
gébriques. 

Quand  y„  décrit  ce  domaine,  le  point  l'\j„)  décrit  dans  son  plan  un 
domaine  continu  borné  qui  admet  donc  pour  frontière  une  ligne.  Or  ces 
points  frontières  ne  peuvent  [)ruvenir  ni  d'un  point  légulier,  ni  d'un 
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poiiiL  algébrique  de  K,  el,  comme  en  tous  ses  points  non  algébriques  F 
est  nulle,  on  voit  que  P(y„')  est  identiquement  nulle.  Donc  une  au 
moins  des  fonctions  (ï>(y„),  $,  (jk„),  $,(y„)  et  par  suite  toutes  les  trois 
sont  nulles.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Je  remarque  que  la  dernière  partie  de  la  démonstration  précédente 
permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  une  fonction  anoXyliquc  n'a,  en  dehors  de.f 
singularités  atgèbriques,  que  des  points  transcendants  ordinaires 
en  chacun  desquels  elle  prend  la  même  valeur,  ces  points  trans- 
cendants ne  peuvent  former  une  ligne  (  '  ). 

S.  Autres  applications.  —  Je  signalerai  pour  terminer  deux  autres 
applications  du  théorème  A. 

La  première  est  relative  aux  fonctions  uniformes  et  continues  dans 
une  aire.  Considérons  une  telle  fonction  que  nous  supposerons  analy- 
tique en  tous  les  points  de  cette  aire  A  sauf  pour  un  certain  ensemble 
de  points  ne  comprenant  pas  d'aire,  mais  supposons  que  si  Ton  tend 
vers  un  de  ces  points  sur  un  chemin  quelconque  la  fonction  tend  tou- 
jours vers  la  même  valeur  variable  avec  le  point  considéré. 

Les  points  singuliers  de  la  fonction  dans  A  ne  peuvent  former 
un  ensemble  déuombrable  et,  d'après  les  travaux  de  M.  Painlevé,  la 
fonction  ne  peut  non  plus  avoir  dans  cette  aire  de  ligne  singulière 
isolée.  Mais  les  théorèmes  de  M.  Fainlevé  n'excluent  pas  le  cas  d'une 
coupure  dont  Ions  les  points  seraient  limites  de  points  singuliers  ou 
de  coupures.  D'autre  part  d'après  le  théorème  A  nous  pouvons  affirmer 
qu'il  ne  peut  y  avoir  aucun  ensemble  discontinu  de  points  singuliers. 
Donc  les  seules  singularités  possibles  sont  des  lignes  dont  chacune 
doit  être  limite  de  lignes.  Si  l'on  veul,  la  fonction  ne  peut  avoir  {\\\u\\ 
ensemble  parfait  de  lignes  singulières  dans  A.  A  vrai  dire  les  recherches 
de  M.  Painlevé  ne  portent  pas  sur  les  lignes  définies  d'nnc  façon  géné- 
rale mais  seulement  sur  les  lignes  ayant  un  arc.  Mais  il  est  bien  vrai- 
semblable que  le  résultat  demeure  exact  dans  le  cas  général.  Quani 


('  )   Par  exeiii|ile  In  foiiilinn  imiise  (l'uMe  i'oiiclloii  uiiifornie  (|iu  a  un  noinljif 
fini  de  points  essentiels  ne  préseule  aucun  ensemble  continu  de  points  singuliers. 

Journ.  (le  Mdlli.  ij'i"  série),  tome  I.    —  lasr.   I,    igo.i.  7 
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à  l'existence  d'un  ensemble  parfait  de  lignes  singulières  elle  n'est  pas 
incompatible  avec  la  continuité  de  la  fonction  et  Ion  peut  en  former 
facilement  des  exemples.  Mais  je  crois  que  ce  cas  pourrait  aussi  être 
exclu  en  supposant  rpie  la  fonction  continue  dans  A  est  holomorphe 
sur  le  contour  de  A,  ce  qui  reviendrait  à  dire  que  la  fonction  est  ana- 
lytique au  sens  de  Weierstrass  dans  toute  l'aire,  sauf  sur  un  ensemble 
non  superficiel. 

6.  En  second  lieu  je  rappelle  que,  d'après  le  théorème  de  MM.  Poin- 
caré  et  Yolterra,  toute  équation /(;;)  =  a  où /est  analytique  a  une 
infinité  dénombrable  de  racines,  au  moins  si.  a  est  un  point  no/i  sin- 
gulier de  la  fonction  inverse.  Mais,  comme  le  signale  M.  Borel  ('), 
il  n'en  est  peut-être  plus  de  même  si  a  est  singulier.  Supposons  que  / 
soit  uniforme,  je  dis  que,  si  l'ensemble  des  zéros  de  f(z)  —  a  n'est  pas 
dénombrable,  la  fonction  /  a  des  coupures.  En  efTet,  soit  E  cet  en- 
semble non  dénombrable  de  zéros.  L'ensemble  E  -f-  E'  est  fermé  et 
non  dénombrable.  C'est  donc  la  somme  d'un  ensemble  parfait  F  et 
d'un  ensemble  dénombrable.  Si  E  et  E'  n'avaient  aucun  point  com- 
mun, E  ne  contiendrait  aucun  point  de  F;  E  serait  dénond)rable, 
ce  qui  est  impossible.  Donc  E  contient  au  moins  un  point  de  son 
dérivé  et  le  même  raisonnement  montre  qu'il  en  contient  un  ensemble 
non  dénombrable. 

Donc  la  fonction /(j^j  —  o  a  une  infinité  non  dénombrable  de  points 
singuliers.  Mais,  comme  en  chacun  de  ces  points  elle  doit  être  nulle, 
chacun  d'eux  doit  appartenir  à  une  coupure  d'après  le  théorème  A. 

Si  les  coupures  sont  isolées  elles  sont  en  infinité  dénombrable  (-), 
l'une  d'elles  au  moins  doit  donc  contenir  une  infinité  non  dénom- 
brable de  zéros  de  f(z)  —  a.  Ceci  nous  amène  à  nous  poser  cette 
(piestiQU  :  Une  fonction  uniforme  peut-elle  (Hrc  nulle  en  un  ensemble 
non  dénombrable  de  points  d'une  coupure  isolée?  Question  intéres- 
sante mais  qui  paraît  bien  difficile  à  aborder. 


(')   Leçons  sur  la  Ihiiorie  dvsf onctions,  p.  56. 

(')  Car  chacune  peiil  être  enlouréc  d'une  aire  ne  conlenanl  aucune  cou|iuie. 
Or,  dans  un  plan,  des  aires  sans  points  communs  sont  toujours  en  infinité  dénoni- 
lir.ilili'  (('<;(>■  les  Ménioiies  de  M.  (i.  (mntoh,  Aclti,  I.  11). 
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J'arrête  ici  ces  indications  et  les  applications  du  théorème  A.  Une 
étude  plus  approfondie  des  ensembles  discontinus  de  singularités  et  de 
la  façon  dont  se  comporte  la  fonction  dans  leur  voisinage  en  élargira 
sans  doute  le  champ.  Qu'il  me  suffise  d'avoir  montre  la  nécessité  et 
l'intérêt  d'une  telle  étude. 


ERRATA 


Page  4,  ligne  9,  au  lieu  de  algébrique  en  y',Y,  Uses  algébrique  en  /',/  et  .r. 
Page  i4,  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de 

c-  p-1 


2àp{z 


I  )  —  '7' 

lisez 

e-i'-'i 


2dj>{ 
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Etude   sur   les   trausfoniuitiotis   infinitésimales; 
Par  m.  I\.  SALïYKOW. 


1.  Il  s'agil,  dans  les  lignes  suivantes,  d'étudier  les  rapports  entre 
les  transformations  infinitésimales,  les  facteurs  intégrants  et  les  sys- 
tèmes canoniques  de  Liouville  ('),  correspondant  aux  équations  aux 
différentielles  ordinaires  ou  totales.  On  en  conclut  que  toute  transfor- 
mation infinitésimale  qu'ils  admettent  délinil  une  intégrale  des  équa- 
tions de  Liouville.  Ce  fait  est  d'une  grande  importance  pour  constater 
encore  une  fois  le  sens  particulier  de  la  théorie  en  question,  comme  il 
se  trouve  aussi  indiqué  dans  mon  travail  :  Sur  les  Iransfonnation.s 
iiifiidtésiinales  des  équations  dijférrnlielles  Ç-)\  d'autre  part,  la 
même  conclusion  est  importante  pour  l'intégration  des  équations  ad- 
mettant un  groupe  de  transformations  infinilésimales.  En  effet,  adop- 
tant notre  point  de  vue,  le  dernier  problème  devient  un  corollaire  de 
la  théorie  des  é(pialii)ns  canoniques  et  l'on  diminue  aisément  le 
nombre  des  (piadialures  nécessaires,  d'après  S.  I.io,  |ioiir  achever 
l'intégration  des  é([uations  considérées. 

2.  Prenons  d'aixnd  une  c([uali(ni  uniipie 
(  I  )  dy  ^=\  dx, 


(■)  Cf.  Laurent,  Traité  cl' Analyse,  t.  M,  p.  96. 

(2)  .Journal  de  Malliémaliqiœs  pure.<;  et  appliquées,  1S97.  p.  4^9. 
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X  étant  une  fonction  de  x  et  y.  Le  facteur  intégrant  p  de  cette  der- 
nière équation  est  égal  k  j-,\n  fonction/  étant  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 

•'         Ojc  ùy 

D'autre  part,  p  est  défini  aussi  par  l'équation  aux  dérivées  partielles 

ôp       ,-  dp        JX      __ 

0^'  ày         ày  "     ^     ' 

équivalente  au  système  de  deux  équations  ordinaires,  dont  la  première 
est  (i),  la  seconde  étant 

dp=^  ^p  dx. 

Ces  deux  équations  fonneul  le  système  canonique  de  Liouville 

'h'  =  ^  dx,         dp  =  -  jydx, 
où  Ion  a  posé 

\\  =  \p. 

Donc  le  facteur  intégrant  dEuler  coïncide  avec  la  variable  auxiliaire 
de  Liouville  qu'il  introduit  pour  fornier  son  système  canonique  équi- 
valent à  une  équation  dillerentielle  ordinaire  du  premier  ordre. 

Enfin,  l'équation  partielle  corrélative  au  système  canonique  de 
Liouville  est  idenlicjuemenl  X/ =  o. 

Soit  la  transformation  iufinilésiuiale  admise  par  l'équation  (i  ) 

r^  (li''|priii|;iiil  (le  ;■  cl  y.  L'idi'ul il(''  l'ondaincnlalc 

(X/,  U/)  =  o 
f.iil  M)i[   c|iii'  I  i'i|ii,il  nui 

y]/>  =  h 
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est  une  intégrale  du  système  canonique  de  Liouville  et  que  la  valeur 

résultante 

fj 

présente  un  facteur  intégrant  de  (i),  b  désignant  une  constante  arbi- 
traire. Donc  le  rapport  -  en  est  de  même  un  facteur  intégrant. 

Les  mêmes  considérations  s'étendent  à  une  équation  aux  différen- 
tielles totales 

(2)  d.i-='^\,,di/„ 

équivalente  au  système  jacobien 

les  X^  étant  des  fonctions  de  l,,  t^,  ■  ■  -,  /,„,  •/'.  Le  facteur  intégrant/? 
de  (  2  )  satisfait  au  système  jacobien  (  '  ) 

ûp       V   àp        dX/,  • ,  X 

±  +  ^''£'^^P  =  ''        lA  =  1 ,  2,  .  . .,  m), 

équivalent  à  deux  équations  aux  différentielles  totales  :  'l'équation  (2) 
et  la  suivante 


*  =  -ES:>*- 


En  introduisant  les  notations 

Xa/j^Ha, 

ces  deux  dernières  équations  deviennent 


//  =  1  A  T-  1 


('  )   On  noiiiiiu'  ordiiiuiieiiieiit  yV/coiùvi.v  les  syslèiiies  liomogènes  seulement. 
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et  foriiienl  le  système  que  nous  avons  appelé  canonique  (  Comptes 
rendues  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  1^  janvier  1889; 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  1899,  p.  454)' 
Chaque  transformation  infinitésimale  de  l'équation  (ri) 

Y)  dépendant  de  /,,  A,,  .  .  .,  /,„,  .c,  vérifie  les  identités 

(X,,/,  U/)=o  ^l,=  ^,1 m\ 

Par  conséquent.  Ton  a  évidemment  une  intégrale  du  système  cano- 
nique de  Liouville  généralisé 

définissant  les  facteurs  intégrants 

h  I 

1     ou     - 

■',  fi 

de  l'équation  (2  )  dont  l'intégrale  devient 


4^1 


où  f)  et  a  sont  des  constantes  arbitraires. 

1  )()nc,  toute  équation  aux  différentielles  totales,  adtitetlant  une 
transformation  infinitésimale ,  s'intègre  par  une  quadrature. 

S.  Lie  avait  indiqué  (')  ce  résultat  en  j)iirtaiil  de  sa  théorie  des 
multiplicateurs  d'un  système  complet  d'éciualions  partielles  linéaires 
du  premier  ordre  d"un<'  seule  fonction.  Or  ce  théorème  est  évident  a 
priori,  car  une  équation  au\  difrèrentielles  totales  peut  être  transfor- 
mée, d'après  M.  A.  .Mayer,  dans  nue  écpiatiou  ordinaire,  pour  hupielle 
la  conclusion  analogue  a  lieu. 

(')  S.  Lie,  Mathematische  Annalen,  Bd.  XI,  p.  So/J-Sai.  —  A.  Mayer,  Zar 
Tlieorie  (1er  injinilesiinaten  Transformationen...  {Berichte  u.d.  Verltandtun- 
geii  d.  K.  Snchxisclicn  fi.  d.  Il     :ii  Leipzig,    iSgS). 
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Le  même  résultat  s'obtient  encore  d'une  nouvelle  manière,  indépen- 
damment des  équations  canoniques  de  Liouville,  car,  en  développant 
les  identités  caractéristiques  (X^/,  U/)  =o,  on  en  tire  les  équations 

démontrant  que  le  rapport  -  est  le  facteur  intégrant  requis  (  '  ). 

Or,  l'introduction  des  équations  de  Liouville  présente  un  avantage 
important,  cette  méthode  se  prêtant  à  la  généralisation  sur  les  sys- 
tèmes d'équations  simultanées;  et,  comme  on  le  verra,  le  théorème  de 
Liouville  relatif  aux  intégrales  en  involutiou  par  rapport  au  système 
canonique  résout  d'une  manière  élégante  le  problème  d'intégration, 
par  des  quadratures,  des  systèmes  d'équations  admettant  un  groupe 
de  transformations  infinitésimales  satisfaisant  à  certaines  conditions. 

En  appliquant,  par  exemple,  le  théorème  en  question  au  cas  étudié 
d'une  équation  unique,  on  retrouve  aisément  l'intégrale  écrite  plus 
haut. 

3.  Considérons  à  présent  un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires 

(3)  dxj  =  \-  d(         (  /  =  1 ,  2,  .  . .,  n), 

les  X,  étant  des  fonctions  des  variables  /,  a,,  .r^,  .  .  .,  ■£„.  En  désignant 
par 

/',,        P'-        ■■■,       Pn 

le  système  de  /i  facteurs  intégrants  de  Jacobi  des  équations  (  3  ),  on  a 
les  égalités  suivantes  ((J.  Jordan,  Cours  d'Analyse,  t.  III,  i8g6, 
p.  G8) 

U'  =  ^         (/=I,2,  ...,  ,0, 

(4)  <   " 

/.  =  1 


Cj  Ces  dernières  sont  évidemment 

Jouin.  de  Matli.  (0"  séiiej,  lomtl.  —  Fasc.  I,  1905. 
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f  représentant  une  intégrale  de  l'équation  partielle  linéaire 

Dautre  part,  en  éliminant  la  foncliony  du  système  (4),  on  obtient 
les  équations  définissant  les  valeurs  des  p 


dpr  __  dp/, 


(7) 


dr;,  dj-,. 

pour  toutes  les  valeurs  distinctes  des  indices  /•  et  A-  de  i  à  n.  Par  con- 
séquent, les  fonctions  requises^  sont  des  solutions  des  équations  (6), 
satisfaisant  aux  conditions  (7).  D'après  Jacobi  {Gi'sainntc.ltc  Wcrke, 
Bd.  IV,  p.  "j,  n°  5)  le  système  (6)  est  équivalent  aux  équations 

n 

dxi=Xidt,        dPi=-^-;ï^.Pkdt         (i=i,  1,  .  .  .,  n), 

A  =  l 

constituant  précisément  le  système  canonique  de  Liouville  correspon- 
dant aux  équations  étudiées  (3),  car  en  posant 

n 

il  s'ensuit 

(8;      .  dxi  =  -^(/^         dpi  =  —  j^iù        (i=i,  2,  .  .  .,  n). 

Pour  en  tirer  les  valeurs  desp,  vérifiant  les  conditions  (7),  le  pro- 
blème revient  à  intégrer  l'équation  partielle  corrélative  au  système 
canoni(jue  (S).  Or  cette  (Icrnièrc  équation,  que  Ton  obtient  en  rem- 
plaçant dans  H  les  /),  par  les  dérivées  -y^>  est  idcntitjuc  à  l'éijua- 
lion  (■)).  Inversement  le  système  canonique  de  Liouville  s'obtient  en 
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appliquant  a  cette  dernière  équation  linéaire  la  théorie  générale  des 
équations  partielles. 

Le  système  canonique  de  Liouville  joue  un  rôle  considérable  dans 
la  théorie  des  transformations  infinitésimales.  Soit,  en  effet, 

n 

—  Vî:    à/ 


V^li,§; 


une  transformation  infinitésimale  des  équations  (3),  ^,,  ^.^,  ...,  H» 
désignant  des  fonctions  des  variables  t,  x,,  x.,,  . . .,  .r,,.  Comme  U/est 
une  intégrale  de  (5),  en  même  temps  que  f,  il  s'ensuit  Tidentité  fon- 
damentale 

(X/,U/)  =  o. 

Cela  étant,  la  formule 

\Jf=b 


est  une  intégrale  du  système  canonique  de  Liouville,  les  d&iivées 
■—-  y  étant  remplacé) 
slantc  arbitraire  (  '). 


■—-  y  étant  remplacées  par  les  variables  p^  et  b  désignant  une  con- 


(')  Conime  il  est  connu,  on  obtient,  en  développant  l'identité  précédente,  les 
équations  définissant  les  coefficients  $,  [M.  A.  Buhl,  dans  sa  Thèse  :  Sur  les 
équations  différentielles  simultanées  et  la  forme  aux  dérivées  partielles 
adjointe,  appelle  les  'i,,  fonctions  adjointes  et  Mf  forme  aux  dérivées  partielles 
adjointe  du  système  (3)]  : 

n  n 

d'il    ,  V  V     <^^'       V  '^^'  >■  ,  ■  s 

Tt^2^^'-ôH=2^-dJl"-      i'  =  ''----^«)- 

Ce  dernier  système  est  équivalent,  d'apiés  Jacobi,  au  système  formé  par  les 
équations  (3)  et  les  suivantes 

n 

qui  ne  difTerenl  des  équations  aux  variations  de  M.  H.   Poincaré  que  par  les 
notations  des  variables  fonctionnelles  Sx,,  Sx^,  .  .  .,  8x„,  liées  avec  les  $,  par  les 
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4.    Les  résultats    cités    s'étendent   immédiatement  aux    systèmes 
d'équations  aux  dillérentielles  totales 

(9 )  dxi  =  _^  Xf  dt,,  (  /  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n), 

les  X^  étant  des  fonctions  de  /,,  /o,  .  .  .,  t,„\  x*,,  ./..,,  .  .  .,  x',,. 

D'abord  il  est  évident  que  la  transformation  de  Liouvillc  s'applique 
aux  dernières  équations,  car  en  introduisant  les  nouvelles  variables 

Xi  )  )    -11  •     •     •   •  }   K) 

définies  [)ar  les  équations 

m  n 

lensemble  de  ces  dernières  et  des  équations  données  représente  un 
système  canonique.  En  efl'et,  les  équations  écrites  fonnenl,  en  premier 
lieu,  un  système  aux  ditlérentielles  totales.  Secondement,  en  posant 

^^tn=ti,.  (// =  1,  2,  .  .  .,  /;/;, 

les  2/i  équations  étudiées  prcuiicnl  la  foiinc  canonique 

m  m 

A  =  I       "  1,-1 

(^Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  23  jan- 
vier iBqç):  Joli  mai  de  Matliémaliqiics  [lurcs  et  appiiquèes,  iH()(), 
p.  4x0. 


relations 

8.r/=r  \i%t         («'=  1,  ^,  ..../(  ). 

lii  iii:iic|unns,    i  nfiri,    (|iii'    les    3«    éijiialltiiis   (•(Mi>i(lei'ées    Coiiiiciil    un    SN.slciuc 
cafiaiii(|iii',  l(iiM|iic  le  système  (3)  est  lui-iucinr  i';umiii1i|iii'. 
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Cela  posé,  les  facteurs  intégrants  de  Jacohi  du  système  (9) 

/J,,     /',,      ...,     p,, 

sonl,   d'après  la  définition  même,  les  dérivées  partielles   correspon- 
dantes 

ôf        <)f  df 

"T — '     ~-i — '     •••'     "T~r' 

f  désignant  une  intégrale  du  système  jacobien, 


D'autre  part,  les  /j,  satisfont  au  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles, 

n  II 

'^I''  _u  "V  Y^  '^P'   -4-  V  '^^''•-  n   —  a 


/, =1 


(/=  i,a,  ...,/0,  (/i  =  h  2,  ..,,m), 

les  conditions  (7)  y  étant  jointes.  Les  nni  équations  obtenues  repré- 
sentent évidemment  une  généralisation  de  celle  qui  définit  le  facteur 
intégrant  d'une  seule  équation  différentielle  ordinaire  du  premier 
ordre.  J'ai  doiuié  la  tbéorie  de  ces  dernières  équations  dans  mon  tra- 
vail :  Étude  sur  les  intégrales  cVun  système  d'équations  différen- 
tielles aux  dérivées  partielles  de  plusieurs  fonctions  inconnues  ('  ). 
Il  en  résulte  (jue,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  système  équivalent 
d'équations  aux  différentielles  tolales  est  précisément  celui  de  Liou- 
ville,  que  l'on  obtient  en  remplaçant  les  variables  7,  par  les  />,  dans 
les  équations  canoniques  écrites  plus  baut,  ou  bien  encore  en  appli- 
quant au  système  jacobien  (10)  la  tbéorie  générale  des  équations 
[)artielles.  Quant  aux  conditions  (7),  on  y  satisfait  aussi,  muycnnanl 
celte  dernière  tbéorie. 

Enfin,  il  est  aisé  de  voir  que  toute  transformation  infinitésimale 


.loiirnal  de  Mathfinaliiiuvs pures  cl  tiji/'/ii/iiccs,  1897,  p.  423. 
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du  système  (9) 

àf 


u/-2^'& 


?/  désignant  des  fonctions  de  /,,  /.,  . .  .,  /,„;  .r,,  x.,,  .  . .,  x^,  donne 
lieu  à  une  intës^rale 


■'O' 


^^<p.=  t> 


du  système  canonique  de  LiouviLle,  équivalant  aux  équations  (9), 
h  étant  une  constante  arbitraire. 

Le  fait  constaté  est  fondamental  et  nous  servira  de  base  dans  nos 
recherclies  ultérieures.  Il  va  s'en  dire  qu'en  introduisant  les  équations 
canoniques  de  Liouville,  on  augmente  le  nombre  des  variables.  Or 
les  nouvelles  variables,  étant  introduites  par  la  théorie  des  transfor- 
mations infinitésimales,  elles  caractérisent  la  portée  et  la  vraie  valeur 
de  la  théorie  étudiée;  les  complications  résultant  de  leur  introduction 
sont  donc  naturelles  au  problème  d'intégration  des  équations  en 
question. 

En  passant  à  présent  à  l'étude  des  intégrales  des  équations  cano- 
niques de  Liouville,  nous  bornerons  nos  démonstrations  aux  équa- 
tions ordinaires,  car  leur  théorie  présente  une  analogie  complète  avec 
celles  aux  différentielles  totales. 

ii.   Soient 

(11)  /^.f/,  .r,,x',,  ...,x-„)  =  «*         (A- =  1,2,  ...,/?), 

les  n  intégrales  distinctes  du  système  (3),  les  Uf^  désignant  des  con- 
stantes arbitraires.  Les  dérivées  partielles 

dx^       i)j-2  du-,, 

représentent,  d'après  la  déiiiiilion  mèmr.  //  fadeurs  intégrants  de 
Jacobi  du  système  (J),  que  nous  allons  désigner  par 

P,k,        /'.■A,         ■••,        />nl.- 
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Le  nombre  des  intégrales  distinctes  (i  i)  étant  n,  on  a.  n  systèmes 
distincts  de  facteurs  intégrants,  en  faisant  parcourir  à  l'indice  A-  toutes 
les  valeurs  de  i  à  n.  Enfin  les  n  dernières  équations  (8)  étant  linéaires 
par  rapport  aux  p,  elles  admettent  évidemment  les  solutions 


Pi 


2  '''*/''* 


(/: 


..n\ 


In  désignant  des  constantes  arbitraires.  Comme  le  déterminant  fonc- 


'k  "— ë, 
tionnel 


M: 


Pu       Pr. 
P,>       P2. 

P.n        P„, 


Pu, 

Pi„ 

P„„ 


représentant  le  multiplicateur  du  système  (3)  de  Jacobi  est  distinct 
de  zéro,  les  n  dernières  équations  écrites  nous  donnent 


(,2) 


(A- =  I,  2,  ,..,«), 


en  désignant  par  M,;,,  le  premier  mineur  de  M,  correspondant  à  son 
élément yO,/t  situé  à  rinterseclioii  de  la  A'"""'  colonne  et  de  la  ;''''"'  ligne. 

L'ensemble  des  équations  (ii)  et  (12)  définit  les  in  intégrales 
distinctes  du  système  (8).  Il  s'ensuit  donc  que,  les  n  intégrales  du 
système  étudié  (3)  étant  connues,  les  n  autres  intégrales  du  système 
canonique  de  Liouville  correspondant  s'obtiennent  par  des  opérations 
de  difi'érentialion. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  intégrales  (i  1)  et  (12)  forment  un  système 
canonique.  Effectivement  on  a,  eu  premier  lieu, 

{fs,fr)  =  0, 

pour  les  valeurs  distinctes  des  indices  5  et  r  de  i  à  n.  Comme  toutes 
les  valeurs  yo^  satisfont  aux  conditions  (7),  il  en  est  de  même  des 
fonctions  jo,.  Par  conséquent,  les  intégrales  (12)  sont  en  involution. 
En  désignant  donc  par  F^  les  premiers  membres  des  équations  (12), 
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on  a  les  identités 

(F„  F.)  =  o, 

les  indices  *  et  r  parcourant  les  valeurs  de  i  à  n.  Enfin,  l'on  a 


En  substituant  les  valeurs  des  dérivées  ^r''  on  obtient 


(F.,/-)=MyM,,p,„ 


M. 


et  il  en  résulte,  moyennant  les  propriétés  du  déterminant  M, 


(F./,.)  = 


o,     / 


>, 


j     '  <^i 


I,      /•  =  s. 


Donc  les  intégrales  (i  i)  et  (12)  représentent  le  système  canonique 
par  rapport  aux  équations {%^.  Il  s'ensuit,  de  plus,  que  ces  dernières 
admettent  n  intégrales  en  involution  linéaires  par  rapport  aux  va- 
riables auxiliaires  de  Liouville  p,. 

6.  Ces  préliminaires  posés,  passons  au  but  principal  de  la  théorie 
des  transformations  infinitésimales  :  l'intégration  des  équations  étu- 
diées (3) 

Il  ne  s'agit  ici  que  des  cas  où  l'on  couuail  un  groupe  de  transfor- 
mations infinitésimales  admis  par  le  système  (3).  Dans  les  considé- 
rations qui  vont  suivre,  nous  mettrons  de  côté  toutes  les  opérations, 
pour  former  de  nouvelles  transformations  infinitésimales,  ou  en  tirer 
de  nouvelles  intégrales  des  é([uations  (3),  et  nous  supposerons  (pi'il 
n'y  ail  point  d'inlégi'ale  connue,  car  on  parvient,  dans  tous  ces  cas,  à 
uti  nuiiveau  problème  d'intégration  analogue,  dont  lOrilrc  est  nioiiidie 
que  celui  du  |iiiiiiilif. 

Soient 

(i3)  U,/,     [],/,     ...,     U,,/ 


ÉTUDE    SUR    LES    TRANSFORMATIONS    INFINITESIMALES. 


65 


les  transformations  infinitésimales  distinctes  (')  du  groupe  admis  par 
le  système  (3),  en  introduisant  la  noiation 

1—1 

Cela  étant,  le  système  (S)  admet  n  intégrales  linéaires  par  rapport 
aux.  variables  auxiliaires  de  Liouville,  et  le  problème  revient  à  inté- 
grer un  système  canonique,  dont  on  connaît  la  moitié  des  intégrales 
linéaires  relativement  aux  variables  d'une  même  classe.  Donc  l'idée 
de  S.  Lie  consiste,  au  fond,  à  introduire  dans  le  calcul  les  intégrales 
de  la  seconde  classe,  par  rapport  au  système  canonique  de  Liouville, 
en  rapportant  les  intégrales  requises  à  la  première  classe. 

Considérons,  en  premier  lieu,  l'hypothèse  où  les  transformations 
infinitésimales  (f3)  forment  un  groupp  en  involution,  c'est-à-dire 
que  l'on  a  les  identités 

(UV,  LV/)  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  distinctes  des  indices  s  et  /•  de  i  à  n.  Les  équa- 
tions 

n 

^likPi^bk        (A- =  1,2,  ...,«) 
1=1 

forment  alors  n  intégrales  distinctes  en  involution  du  système  (8), 
h,,  désignant  des  constantes  arbitraires.  Le  déterminant 


A  = 


?. 


ne  s'annulant  pas,  il  vient,  en  désignant  par  d^,  le  mineur  de  A  corres- 


(')  Nous  appelons  distinctes  les  Iransfoimalions   infinitésimales  qui  ne  sont 
pas  liées  entre  elles  par  des  rolalions  linéaires. 

Journ.  de  Malh.  (0°  stjrie),  Lonic  I.  —  Kasc.  I,  igoS.  9 
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pondant  à  son  élément  H^/, 

n 


/7,  =  2^''-f  (/•=  1,2,  ...,«), 


ces  dernières  valeurs  ^^  satisfaisant  aux  conditions  (7).  Il  en  résulte, 
les  hk  étant  des  constantes  arbitraires,  les  identités  suivantes  : 

l'indice  t  parcourant  toutes  les  valeurs  de  i  à  n.  On  en  conclut  que 
les  rapports 

X'     ^'     ••■'     T 

représentent  un  système  de  facteurs  intégrants  des  équations  (3).  Par 
conséquent,  leurs  intégrales  requises  deviennent 

n 

les  fonctions  sous  le  signe  d'intégrale  étant  des  différentielles  exactes 
et  les  a,-  désignant  des  constantes  arbitraires. 

S.  Lie  iivait  trouvé  ce  résultat  en  démontrant  que  la  résolution  du 
problème  considéré  exigeait  /i  quadratures  distinctes  (Mal/i.  Annalen, 
Bd.  XI,  p.  517).  Or  il  est  aisé  de  voir  qu'il  suffit  d'effectuer  une  seule 
quadrature,  les  intégrales  requises  s'en  déduisanl  par  dilïï'rcntiation. 

On  a  effectivement,  en  appliquant  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  que  l'expression 

n 

df  —  —  Il  dt  -\-  ^Pr  dXr 

;=1 

est  une  différentielle  exacte,  les  p^  ayant  les  valeurs  trouvées  plus  haut. 
Soit 

f  =  \((,x,,x.„  ...,x,„  b,,l>.„  ...,h„)  +  /' 

l'intégrale  de  cette  dernière  différentielle,  b  étanl  nue  nouvell«  con- 


ÉTUDE    SUR    LES    TRANSFORMATIONS    INFINITESIMALES.  67 

stante  arbitraire.  Le  théorème  de  Jacobi-Liouville  nous  donne  alors 
les  intégrales  demandées  sous  la  forme  suivante  : 

—  =a,-         (i  =  1,2,  ...,n), 

où  les  premiers  membres  sont  indépendants  des  constantes  />,,  car  ces 
dernières  entrent  linéairement  dans  la  fonction  V.  D'ailleurs,  moyen- 
nant l'expression  de  cette  dernière  fonction,  on  voit  aisément  que  les 
intégrales  dernièrement  écrites  sont  identiques  aux  précédentes. 

Les  résultats  obtenus  se  rapportent  également  à  tout  système  com- 
plet d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
d'une  seule  fonction  inconnue,  admettant  un  groupe  de  transforma- 
tions infinitésimales,  dont  les  parenthèses  de  Poisson  s'expriment  en 
fonction  des  premiers  membres  des  équations  données  et  que  nous 
nommerons  groupe  complet.  En  effet,  dans  ce  dernier  cas,  l'intégration 
des  équations  considérées  revient  au  problème  précédent,  moyennant 
des  opérations  algébriques. 

Comme  application  de  la  théorie  développée,  considérons,  par 
exemple,  le  système 

dx  =  Xd(,         dy  =  Y  dl, 
admettant  le  groupe  de  transformations  infinitésimales  distinctes 

X,  Y,  ^,,  v],,  ^o,  -^2  désignant  des  fonctions  de  /,  x,  y. 
Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  :  ou  bien  l'on  a 

(U,/,  U,/)  =  o, 

ou,  secondement,  il  existe  la  relation 

(U./,  U,/)  =  U,/. 

En  posant,  dans  la  première  liypothèse, 
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b,,  l>2  étant  dos  constantes  arbitraires,  effectuons  la  cjuadrature 

/  =  y"l[(6,-^,-  /.,r„)(^x  -  Xdl)  +  {bJc,  -  bX^{dy-\(Il)\  +  b, 

b  étant  nne  nouvelle  constante  arbitraire  et  A  désignant  le  détermi- 
nant 

Les  deux  intégrales  requises  deviennent 
<)f  df 

^—  —  n  — ~   —  n 

db,  ~""         ôb.,  ~    -' 

où  a,  et  a.,  sont  des  constantes  arbitraires,  les  dérivées  -fr  >  -fr-  ne 
'  -  '  obi    Obi 

contenant  point  ^,  et  b.,. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  on  a  évidemment  le  système  complet 

df       ,-  Or       , ,  df  y    df    ,         Of 

admettant  la  transformation  infuiitésimale  lj\  /'.  En  résolvant  ces  deux 
dernières  équations  par  rapport  aux  dérivées  partielles  -j->  —'  on  ob- 
tient un  système  jacobien;  l'équation  équivalente  aux  différentielles 
totales  devient 

dy-^'^dx  +  (\  -'P\)dt, 
et  admet  la  transformation  infinitésimale 

l'ar  conséquent,  le  rapport''  représenle  le  facteur  intégrant  de  la 
dernière  équation  aux  différentielles  totales,  et  son  intégrale 


.n\:'^ 


.%/,x._  Y-;^xw// 


=  a., 
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est,   en  même  temps,   l'une  des  intégrales  des  équations   données, 
a,  désignant  une  constante  arbitraire. 

La  seconde  intégrale  s'obtient  tout  de  suite  par  une  quadrature. 
Effectivement,  en  substituant  dans  les  équations  données  la  valeur 
dey,  tirée  de  l'intégrale  trouvée,  on  obtient  une  équation  unique 

dx  =  (\)dt 
admettant  la  transformation  infinitésimale 

les  parenthèses  désignant  le  résultat  de  l'élimination  effectuée.  Donc 
l'intégrale  re(juise  devient 


f~[dx-{X)dt]  =  a.,, 


a.,  étant  une  constante  arbitraire. 

7.  Passons  à  présent  au  second  cas  d'intégrabilité  par  des  quadra- 
tures, correspondant  à  l'hypothèse  que  le  groupe  des  transformations 
infinitésimales  (i3)  du  système  (3)  est  inicgrahle.  S.  Lie  achève  alors 
l'intégralion  des  équations  étudiées  par  n  quadratures.  Il  est  évident, 
en  effet,  que,  dans  ces  conditions,  on  arrive  à  intégrer  l'une  après 
l'autre  n  équations  aux  différentielles  totales,  admettant  chacune  une 
transformation  infinitésimale  ('). 

Or,  nous  allons  démontrer  que  le  nombre  des  quadratures  néces- 
saires pour  achever  l'intégration  du  système  (3),  admettant  le  groupe 
intégrable  (i3),  que  nous  désignerons  par  G,  est  égal  au  nombre 
des  sous-groupes  dérivés  du  groupe  G  augmenté  d'une  unité.  Donc, 
toutes  les  fois  que  G  admet  moins  de  n  sous-groupes  dérivés,  il 
suffit  du  même  nombre  de  quadratures  augmenté  d'une  unité  pour 
aciiever  V intégration  de  (3). 


(')  S.  Lie,  Matl\ematischc  Annalen,  t.  XI,  p.  .si^-SiS.  —  S.  Lie  et  Engel, 
Tlieorie  der  Transformalionsgruppeii,  I.  lU,  p.  708-709. 
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Supposons,    en    effet,    que    les  m    transformations  infinitésimales 
distinctes 

engendrent  le  premier  sous-groupe  dérivé  de  G,  en  sorte  que  les  iden- 
tités suivantes 

A  =  l 

aient  lieu  pou?-  toutes  les  valeurs  distinctes  des  indices  s  et  r  de 
I  à  n,  Csrk  désignant  des  constantes. 
Cela  étant,  on  a  évidemment  le  système  complet  des  équations 

X/=o,         U,/=o,         U,/=o,         ...,       •'U„,/=o, 

admettant  le  groupe  complet  de  n  —  ni  transformations  infinilési- 
males  distinctes 

L'intégration  de  ces  dernières  équations  s'effectue  par  une  quadrature 
et  l'on  en  tire  n  —  m  intégrales  du  système  primitif  (3).  Soient  ces 
dernières  résolubles  par  rapport  aux  variables  a',„+,,  ■l•„^^^.^,  ...,  x„.  En 
substituant  leurs  valeurs  obtenues  dans  les  équations  (3),  on  oblieuL 
le  système  équivalent 

1=1 

admettant  le  groupe  de  m  transformations  infinitésimales  distinctes 

(■4)    .  u;/,    u;/,    ...,    u;,,/, 

où  l'on  a  posé 

m 

u;/^2;(^-).^' 

les  parenthèses  désignant  le  résultat  de  la  substitution  opérée. 

Or',  d'après  l'hypothèse  faite  sur  le   groupe   (î,  sou  sous-groupe 
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Iransformé  (t4)  admet  un  sous-groupc  dérive.  Donc  le  nouveau  pro- 
blème d'intégration  est  analogue  au  précédent;  en  répétant  le  même 
procédé,  on  parvient  aisément  à  évaluer  toutes  les  intégrales  requises 
du  système  (3),  moyennant  des  quadratures,  dont  le  nombre  est 
identique  au  nombre  des  sous-groupes  dérivés  du  groupe  G  augmenté 
d'une  unité. 

Considérons,  par  exemple,  le  système 

<^j?  =  X  dt,         dy  =  Y  dt,         dz  =  7u  dl^ 

admettant  le  groupe  des  transformations  infinitésimales  distinctes 

u./,    U,/,    U3/, 

assujetties  aux  conditions 

(U,/,  l)./)  =  o,  (U,/,  U.,/)  =  U./, 

en  posant 

Le  premier  sous-groupe  dérivé  de  notre  groupe  contient  une  seule 
transformation  infinitésimale  V,/.  Par  consécjuent,  en  intégrant  le 
système 

x/=o,      u./  =  o,      u,/=A.,      r./=/^, 

on  obtient,  par  une  quadrature, 

/=Y{(,x,y,z,b,J).,)  +  ù, 

b,,  b.^,  b  étant  des  constantes  arbitraires.  Il  en  résulte  deux  intégrales 
du  système  donné 


(U,/,  U,/)  =  o, 


db, 


dh 


a~ 


a,,  a^  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
Remarquons  encore  qu'en  posant 


Si 


A  = 


l.     ■'\.     l. 

■î3         ^3         ^3 
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et  en  désignant  par  A^,  le  mineur  de  ce  dernier  déterminant  corres- 
pondant à  son  élément  situé  à  Tinlersection  de  la  /■"'""  colonne  et  de  la 
jièine  ligne,  on  met  aisément  les  deux  intégrales  obtenues  sous  la  forme 
des  quadratures  suivantes,  moyennant  les  considérations  du  n"  6, 

rï^ (dx  -Xdt)^^(dy-\d()  +  ^ (dz  -  Z (//)j  =  a, , 

H'fidx  ~  Xdf)  -i-  ^(dy  -  Y  df)  +  "fid:  ~  Zr/O]  =  a,. 

Les  deux  dernières  intégrales  supposées  résolubles  par  rapport  à  y 
et  s,  la  troisième  intégrale  demandée  s'obtient  par  une  quadrature 

J^^[dx—(X)d(\  =  a.„  , 

a^  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

8.  S.  Lie  a  appliqué,  dans  le  Tome  XI  des  Mathctnadsche  Annalen 
(p.  52t),  la  théorie  des  transformations  infinitésimales  à  la  résolution 
de  la  question  connue  sous  le  nom  du  piohlème  de  S.  Lie,  et  dont  j'ai 
donné  une  solution  élémentaire  dans  ma  Note  des  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  24  août  igo3.  La  théorie 
qui  vient  d'être  développée  nous  permet  de  simplifier  l'exposition  de 
S.  Lie,  car  on  va  voir  que  le  problème  revient,  en  définitive,  à  une  seule 
quadrature,  résultant  du  théorème  classique  de  Jacobi-Liouville. 

Considérons,  en  effet,  le  système  des  équations  en  involution 

(IJJ      /l,(-J^\,^\,  ■■■i^inPn  P-^,  •■■■,Pn)  =  0  (Ix  =l,-2,  ...,q), 

, ,   .  ,        , .   •    .  ,•   11        dz      d:  dz 

ou  p,,  p.,,  ...,  p„  désignent  les  dérivées  partielles  j—,  j-;-»  •••)  -t^> 

le  déterminant  fonctionnel 


ne  s'annulant  jjas.  Supposons  (pie  le  système  en  involution  corres- 
pondant 

(16)  (f^,/)^o         {k^i,'2,...,q) 
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admette  /-intégrales  distinctes 

('7)      /i)     A,      ■■■■>     A'     /?+!'      •••'     A         (r'<2n-  q), 

formant  un  groupe  fonctionnel.  Cela  étant,  le  système  (iC))  admet 
f  —  q  transformations  infinitésimales  distinctes 

U,/=  (/,+,,  /)  (/  =  1 ,  2,  . . . ,  r  -  q). 

Nous  allons  chercher  à  en  former  de  nouvelles 


1  =  1 

s'annulant  pour  les  valeurs  (17)  de  la  fonction/.  11  est  donc  néces- 
saire, pour  définir  les /•  —  q  valeurs  inconnues  tc,,  u^,  . .  .,  "^r-qi  d'avoir 
les  égalités 

r-q 

(18)  2a,-,~,=  o  (^=  I,  2,  ...,/•- 5^), 

1  =  1 

OÙ  l'on  a  posé 

Comme  ce  dernier  système  est  linéaire,  homogène,  le  déterminant 


A  = 


a,,  a.,, 


9 


'■r-q,  I 


'■r-q,2 


'■r    q.r-q 


doit  être  identiquement  nul.  Supposons  de  plus  que  les  intégrales  (17) 
jouissent  des  propriétés  d'annuler  non  seulement  A,  mais  aussi  tousses 
mineurs  depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  l'ordre  m  —  \.  Comme  il  est 
bien  connu,  le  nombre  r  -  q  —  m  est  alors  pair;  nous  le  désignerons 
par  2p 

r  —  q  —  tn^ip. 

Journ.  de  Matk.  (()•  série),  lonie  I.  —  Kasc.l,   1905.  10 


T/J  N.     SALTYKOVV. 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 


De 


a,, 

y.,, 

•         3C,p., 

a. 2 

OL.,., 

•      «.(,.. 

^,.., 

a,,,p     . 

a^p-jp 

le  premier  mineur  de  A  distinct  de  zéro. 

Cela  étant,  les  2p  premières  équations  (i8)  nous  donnent 


(H-O- 


('■ 


-.20), 


D,,j  désignant  ce  que  devient  le  déterminant  D,  en  y  remplaçant  ses 
éléments  de  la  ?'''"°*  colonne  par  les  valeurs 


a., 


p+î,)  j 


-::p+T,2i 


-f+^'-P" 


En  substituant  les  valeurs  obtenues  des  ■::,,  l'expression  \  f  devient 

m 

(7=1 

OÙ  l'on  a  posé 


Les  coefficients  TTafH.^  étant  complètement  arbitraires,  il  en  résulte 
que  les  fonctions  V^/  sont  des  transformations  inlinilésimales  dis- 
tinctes du  système  (iG),  s'aiumlant  pour  les  valeurs  (i")  de  la  fonc- 
tion /".  On  démontre  de  plus  aisément  que  ces  dernières  transformations 
infinitésimales  forment  un  groupe  en  involulion.  Kn  effet,  d'après  les 
propriétés  de  A,  le  g;roupc  fonctionnel  (17)  admet  m  fonctions  disliii- 
guées,  distinctes  des  fonctions  Z,,/"^.,  . . .,  y,^.  Kn  les  désif^nant  ])ar  *!>,, 
4>2,  •■•,  *!♦„,,  on  a  les  identih'S 


v,/^2*-(*"/) +>;^^A' (/.,/), 
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a,-^,  p;t^  représentant  des  fonctions  des  intégrales  (17).  Il  en  résulte  (') 
donc  que  les  V^ /'  sont  en  involution.  Par  conséquent,  Tensenible  des 
équations  (16)  et  des  suivantes 

Va/=0  (C7  =  I,2,...,//;) 

forme  un  système  en  involution,  possédant  /•  intégrales  (17),  et  dont 
l'intégration  fournit,  dans  le  cas  le  moins  favorable,  moyennant 
n  —  q  —  m  —  p  opérations  d'intégration,  «  +  p  —  /•  intégrales  en  invo- 
luti(ju 

\'9/  Jr+\i       J  r+2  1        ••■)       J  n+^1 

étant  de  plus  en  involution  avec  les  intégrales  (17).  Les  parenthèses 
de  Poisson 

^m+s/=  (/,+., /)  (s=\,i,  ...,n  —  q  —  m  —  p) 

offrent  donc  de  nouvelles  transformations  infinitésimales  du  sys- 
tème (16),  engendrant  avec  les  m  précédentes  V^/  un  groupe  en 
involution  de  //  —  q  —  p  transformations  infinitésimales  distinctes  et 
s'annulant  pour  toutes  les  valeurs  (17),  (19)  de_/. 

Cela  étant,  introduisons,  au  lieu  de  a;„_p+,,  x„_^^n^  ...,  .r„,  /j,,  ..., 
Pn-,  comme  nouvelles  variables  les  intégrales  (17),  (19),  supposées 
résolubles  par  rapport  aux  précédentes  variables.  Soit  le  système  (16) 
transformé 

n-q-f 

S=:î 

admettant  évidemment  le  groupe  en  involution  de  n  —  q  —  p  transfor- 
mations infinitésimales  distinctes 


-1-9 


^'<,f=     2     ^^'^^  (a=:|,2,  ...,/^— ^  — p), 


(')  GouRSAT,  Leçons  sur  l' inlégralion  des  (■r/tialinns  iiii.v  dcrivéfs  />ti/tii//rs 
du  /irciiiier  ordre,  p.  5o-5i. 
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OÙ  les  coefficients  X^^t,  E^^  dépendent  des  variables  x\,  x.,,  ..  .,  j:„_p  et 
des  valeurs /,,/2^  ■  ■  -,  f,i+^  considérées  comme  constantes. 
Posons 


A'e 


In 


9-P       ''a.n-y-p 


-n-ï-p."-?-P 


et  soit  A|,  le  mineur  correspondant  à  l'élément  Ej,-.  L'intégration  du 
dernier  système  s'achève  par  une  seule  quadrature  de  la  différentielle 
exacte 


"-'/-p  "-'/-p 


a; 


C?/  =     ^         2     ^^'   A^  (  '^■^1+'  ^  ^  -^'*  ^^*  )  ' 


.s  =  l  /  =  1 


les  intégrales  requises  étant  représentées  par  les  formules 


EL 


=  a: 


{i=  1,2,  ...,//  — r/  —  p). 


que  l'on  met  encore  aisément  sous  la  forme  suivante 

n-r/-p 


/     ^    'iryd^i+s — Za^sk 


dxk 


«< 


(/=  r,2,...,//  — </  — p). 


les  6/,  a,  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Enfin,  l'intégrale  complète  des  équations  (ij)  s'obtient  par     une 
nouvelle  quadrature. 
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Sur  l'équilibre  de  température  d'un  corps  invariable 
et  la  stabilité  de  cet  équilibre; 


Par  m.  p.  DUHEM. 


1.  Le  corps  que  nous  allons  étudier  ne  sera  supposé  ni  isotrope,  ni 
homogène;  nous  supposerons,  à  la  vérité,  que  sa  constitution  varie 
d'un  point  à  l'autre  d'une  manière  continue;  mais  cette  restriction  aura 
simplement  pour  objet  d'abréger  nos  formules;  elle  n'a  rien  d'essentiel 
et  pourrait  être  aisément  levée. 

Va\  revanche,  nous  ferons  une  restriction  qui  jouera  un  nMe  essenliel 
dans  nos  raisonnements  en  supposant  que  chacun  des  éléments  qui 
composent  ce  corps  est  invariable  de  forme  et  de  position  et  que  son 
état  est  entièrement  déterminé  par  sa  température  T. 

Soit  f/S  un  élément  superficiel  appartenant  au  corps  considéré;  par 
un  point  {j^iy-,  ^)  de  cet  élément,  menons-lui  une  demi-normale  dont 
a,  b,  c  soient  les  cosinus  directeurs  ;  dans  le  sens  marqué  par  cette  demi- 
normale  et  pendant  le  temps  dl,  l'élément  r/S  laisse  passer  une  quan- 
tité de  chaleur  di^  donnée  par  la  formule 

(  I  )  ^Q4=  -  (>'/.,•  +  /'./;  +  '■./;  )  d"^  dt. 

Les   trois  quantités  y^.,  _/",,   /'.-   sont  elles-mêmes  définies  par  les 


-8 
égalités 
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/x 

Or              à  y 

fy 

/. 

^    dT        ,.    dT 

=  Go  ^  +  L,  -^ 

-  û.r            '  r/r 

dT 


Les  six  quantités  K,,  Ho,  Iv„  C,,  Co,  C3  dépendent  de  Félat  du 
corps  au  point  (x,  )■,  :);  ce  sont  donc,  en  général,  des  fonctions  de  x, 
dey,  de  r  et  de  T;  nous  supposerons  ici  qu'elles  dépendent  seulement 
des  variables  x,  y,  z. 

Soit  dm  une  niasse  élémentaire  appartenant  au  corps  considéré;  dans 
le  temps  dl,  elle  dégage  une  quantité  de  chaleur  donnée  par  la  formule 

(3 j  dq  ^=  —  ■^i  -~j-  dm dl, 

Y  étant  la  chaleur  spécifique  au  point  {x,y,  r);  cette  chaleur  spéci- 
ri([uc  dépend  de  l'état  du  corps  au  point  {x,  y,  z)\  c'est  donc,  en  gé- 
néral, une  fonction  des  quatre  variables  .r,j',  r,  T.  Nous  supposerons 
ici  qu'elle  ne  dépend  point  de  T. 

De  ces  principes  on  lire,  par  une  méthode  bien  connue,  cette  con- 
séquence :  En  chaque  point  i\\i  corj)?  et  à  cha<[ue  iustanl,ona  Ti^galité 

(r\  àf.        dfy        dj\  _  ^JT 

p  étant  la  densité  au  point  {x,y,  z);  celte  densité  est  une  fonction  des 
seules  variables  x,  y,  z. 

A  ces  principes,  la  théorie  de  la  cunductiliilib'-  de  la  chnl<Mir  joint, 
en  général,  le  postulai  suivant  : 

Lu  forme  quadralique  en  X,^  ,  / 

P(\,  ^  ,Z)  =  K.  \'+ Iv.  Y^-h  Iv.Z^ 

+  :>.  C.YZ  +-i(\.:l\  +  20,  XY 

est  uni'  J'uiiii)'  di'Jinii-  iiumtis'c 

f'/est  à  l'examen  de  ce  |)<)stulal  fjue  nous  allons  nous  attaclier. 


(^) 
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2.  Imaginons  que  tous  les  points  de  la  surface  qui  limitent  le  système 
soient  maintenus  à  une  même  température  T„,  cas  auquel  on  devra 
avoir  à  tout  instant,  en  tout  point  de  cette  surface  limite, 

(6)  T  =  T„. 

Ou  bien,  imaginons  que  la  surface  limite  soit  imperméable  à  la  cha- 
leur; si  iii  est  la  demi-normale  à  celte  surface,  dirigée  vers  l'intérieur 
du  corps  et  si  A,  [j.,  v  sont  les  cosinus  directeurs  de  «,,  on  aura,  en 
tout  point  de  la  surface  limite  et  à  tout  instant, 

(7)  >/x+ !-^/r+v/==o• 
Ou  bien  encore,  concevons  que  certaines  parties  de  la  surface  limite 

soient  maintenues  à  la  température  fixe  et  uniforme  T„,  tandis  que 
d'autres  parties  sont  imperméables  à  la  chaleur;  la  condition  (6)  sera 
alors  vérifiée,  à  tout  instant,  en  tout  point  marcjué  sur  l'une  des  pre- 
mières parties,  tandis  tpic  la  condition  ( >)  sera  vérifiée,  à  tout  instant, 
en  tout  point  que  contient  l'une  des  secondes  parties. 

Dans  ces  conditions,  il  est  bien  clair  cjue  l'équilibre  thermique  sera 
établi  sur  le  système  si  la  température  est  la  même  en  tous  ses  points, 
cette  valeur  uniforme  de  la  température  étant,  d'ailleurs,  celle  que 
l'on  maintient  en  tout  point  de  la  surface,  ou  seulement  en  certains 
points  de  la  surface,  dans  le  cas  où  l'on  impose  au  système  une  telle 
condition. 

Cet  équilibre  thermique  est-il  stable? 

Fixons  d'abord  exactement  le  sens  de  cette  question. 

Soit  Tfl  la  température  uniforme  qui  correspond  à  cet  état  dV-ijui- 
libre;  posons 

(8)  0  =  T-T„ 

et  désignons  par  ©o  la  valeur  initiale  de  0. 
Si  l'on  peut  imposer  à  la  quantité 

(9)  h=J&ida, 
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OÙ  l'intégration  s'étend  à  tous  les  éléments  dm  du  système,  une  limite 
supérieure  Ap  telle  que  la  quantité 

(lo)  3=fQ-dm 

demeure,  quel  que  soit  i,  inférieure  à  une  limite  positive  A,  arbi- 
trairement choisie  et  donnée  d'avance,  l'équilibre  sera  stable  ;  il  sera 
instable  dans  le  cas  contraire. 

5.  Avant  de  pousser  plus  loin,  il  nous  faut  remplacer  cette  défi- 
nition de  la  stabilité  par  une  autre  définition  dont  nous  démontrerons 
léquivalence  avec  la  précédente. 

Celle  nouvelle  définition  est  la  suivante  : 

Si  l'on  peut  imposer  à  la  quantité 

(n)  M,=fp^&ldm 

une  limite  supérieure  B„  telle  que  la  quantité 

([2)  M=  fpy&^dm 

demeure,  quel  que  soit  i,  inférieure  à  une  limite  positive  B  donnée 
d'avance,  l'équilibre  thermique  du  système  est  stable. 

Pour  justifier  ce  changement  de  définition,  nous  allons  montrer,  en 
premier  lieu,  que  tout  équilibre  liiermique,  stable  selon  la  première 
définition,  est  également  stable  d'après  la  seconde. 

Dans  ce  but,  désignons  par  L  et  /  les  limites  su|iérieure  et  inférieure 
entre  lesquelles  demeure  compris,  au  sein  de  notre  système,  le  proiluit 
positif  py.    Soit  B  une  quantité  positive  choisie  arbitrairement,  et 

prenons  A  =  j-- 

Le  système  (Mant,  pai-  hypotiièse,  stable  sclou  la  [)r(Mnière  défini- 
lion,  ou  [luiirta  trouver  une  (juantité  positive  Aq  telle  que,  si  l'on  a 

(i3}  .l„  =  J0^t/cj<A„, 
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on^aura  toujours 


ou 


fLQ'da<B. 

Comme  py  ne  surpasse  L  en  aucun  point,  on  aura,  a  fortiori, 

(i4)  M=  fp^{0'da<B. 

Cette  inégalité  (i4)  découle  donc  de  l'inégalité  (i3). 

Posons  B„  ^ /Aj;  pour  que  l'inégalité  (i3)  ait  lieu,  il  sera  néces- 
saire et  suffisant  que  l'on  ail 

flQlda<B, 

et,  a  fortiori,  que  l'on  ait 

(i5)  M„=  CpY0^c^ai<B„, 

puisque  py  n'est  jamais  inférieur  à  /. 

Donc,  quelle  que  soit  la  quantité  positive  B,  on  pourra  toujours  dé- 
finir une  autre  quantité  positive  Bo  telle  que  l'inégalité  (i5)  entraîne 
l'inégalité  (i4);  en  sorte  que  notre  équilibre  thermique  sera  stable 
selon  la  seconde  définition. 

Nous  allons  montrer  de  même  qu'un  équilibre  thermique,  stable 
selon  la  seconde  définition,  l'est  aussi  selon  la  première. 

Considérons,  en  clVet,  une  quantité  positive  arbitraire  A  et  prenons 
B  =  /A. 

Le  système  étant  en  équilibre  stable  selon  la  seconde  définition,  on 
peut  trouver  une  quantité  positive  B„  telle  que  l'inégalité 


(i(i)  M„=ypY0: 


entraîne  constamment  l'inégalité 


dxs<V>„ 


(17)  M  =  rpY0'c/cT<B. 
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Mais  pY  n'étant  jamais  inférieur  à  /,  la  condition  (!•-)  entraîne,  a 
foiliori,  la  condition 

ou  bien 


(i8)  ■^=/®' 


</ni5A. 


D'autre  part,  comme  py  n'est  jamais  inférieur  à  L,  pour  que  la  con- 
dition (16)  soit  vérifiée,  il  suffit  que  l'on  ait 


/' 


L0;«fî7i<B„ 


ou  bien 

(19)  i,=^  J&ldxs<A^, 

en  posant  Ao=  -—• 

La  condition  (19)  entraîne  donc,  quel  que  soit  /,  la  condition  (18), 
où  A  est  une  quantité  positive  arbitrairement  donnée  d'avance;  l'équi- 
libre, stable  selon  la  seconde  définition,  l'est  encore  selon  la  première. 

4.  L'équivalence  de  nos  deux  définitions  de  la  stabilité  étant  main- 
tenant établie,  nous  pourrons  dorénavant  substituer  la  seconde  à  la 
première;  c'est  ce  que  nous  ferons  pour  démontrer  la  proposition  sui- 
vante : 

Si  la  surface  qui  home  un  système  invariable  est  ou  bien  main- 
tenue à  une  température  uniforme  et  constante,  ou  bien  imper- 
méable à  la  chaleur,  ou  bien  encore  si  elle  se  partage  en  régions 
soumises  les  unes  à  la  première  corutition  et  les  autres  à  la  seconde, 
pour  que  l'équilibre  thermique  soit  stable  sur  ce  système,  il  faut 
et  il  suffit  qu'aucun  système  de  valeurs  des  variables  \,  \,  Z  ne 
fasse  prendre  une  valeur  négative  à  la  forme  P(\,  Y,  Z). 

Nous  allons  démontrer  d'abord  (juc  la  condition  énoncée  est  suffi- 
sante. 
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Posons,  dans  ce  but, 

•^  '  dx  dr  dz 

/      ;  ■   N  j   1-  r^    de         -..     de         r-    de 

(2    bis)  /    1\=    Cj-r-    +k.,  -7-   +  C,   ;^, 

^  ^  \      ^  ■'  d.r  -  dr  d: 

^        ^  de       ^  de       f.    de 
"  ^  dx  dy  dz 

ces  quantités  ne  différant  que  par  l'écriture  de  y^,  /"^,  f.. 

Nous  verrons  sans  peine  que  l'égalité  (4),  vérifiée  en  tout  point  du 
système  et  à  tout  instant,  peut  s'écrire 

,,  ,.  ,  dV^.       dV,       dY-^  de 

L'égalité  (6),   vérifiée  aux  points  de  la  surface  qui  sont  maintenus  à 
température  constante,  peut  s'écrire 

(G  bis)  0  =  0, 

tandis  que  l'égalité  (7),  vérifiée  là  où  la  surface  est  imperméable  à  la 
chaleur,  peut  s'écrire 

{ibis)  XFa,+ [xF^^- vF^=:o. 

Considérons  maintenant  l'expression 

dU  r     r^de  , 

En  vertu  de  l'égalité  (4  bis),  on  a 


ou 


bien 


<m 
HT 


Cf..   de        ,,  de    ,    ,,  de\    . 
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la  première  intégrale  s'étendant  à  toute  la  surface  qui  enclôt  le  sys- 
tème. 

Or,  en  chaque  point  de   cette  surface,  on  peut  écrire  soit  l'éga- 
lité (6  bis),  soit  Tégalité  (7  bis)-^  si  l'on  observe  alors  que 

^  de       „  ()e      „  ()0      „/c>e    «Je   d<è\ 

^  dx  '  dy  dz  \ dx    dy    àz  J 

on  voit  que  Tégalité  précédente  peut  s'écrire 

(^")  -dr^-'-'j^WTy'-ô-zy''- 

Si  la  forme  P(X,  Y,  Z)  ne  peut  prendre  de  valeur  négative  pour  au- 
cun système  de  valeurs  des  variables  X,  ^' ,  Z,   -j-  ne  peut  jamais  cire 

positif;  M  ne  peut  donc  jamais  surpasser  sa  valeur  initiale  M^;  pour 
que  M  ne  surpasse  à  aucun  moment  la  limite,  donnée  d'avance,  B,  il 
suffit  que  M„  ne  surpasse  pas  B. 

La  condition  énoncée  suffit  donc  à  assurer  la  stabilité  de  l'équilibre 
thermique  de  notre  système. 

5.   Cherchons  maintenant  à  prouver  que  la  condition  énoncée  est 
nécessaire. 

De  l'égalité  (20),  nous  tirons  sans  peine  celle-ci 


qui  peut  encore  s  cerne 


dl^ 


-^y  Dt[-ôJ-^-ôy^-ôz)'^''- 


En  chaque  point  de  la  surface,  un  peut  écrire  à  chaque  instant,  soil 
l'égalité  (G  bis),  soit  l'égalité  (7  bis),  en  sorte  qu'au  second  membre 
de  l'égalité'   précédente,  le  premier  terme  est  nul,  le  seconii  peut  se 
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transformer  par  l'égalité  (4  bis),  et  Ton  trouve  ainsi  l'égalité 

selon  laquelle  —pr  ne  peut  jamais  être  négatif. 

Si,  dès  lors,  il  est  possible,  quelque  petite  que  soit  la  valeur  ini- 
tiale Mp  de  M,  de  donner  à  la  valeur  initiale  de  ~j-  une  valeur  positive, 

M  croîtra  au  delà  de  toute  limite  avec  t  et  le  système  ne  pourra  pas 
être  en  équilibre  stable. 

Or,  nous  allons  prouver  que,  si  la  forme  P(X,  Y,  Z)  est  susceptible 
de  prendre  une  valeur  négative,  il  est  possible,   quelque   petite  que 

soit  M„,  d'attribuer  à  (  -^-  )    une  valeur  positive,  ce  qui  démontrera  la 

proposition  énoncée. 

Supposons  donc  qu'en  un  certain  point  m  du  système  et  pour  un 
certain  système  ^,  y),  X,  de  valeurs  de  X,  \  ,  Z,  on  ait 

(22)  P(^,-/l,"C)<o. 

Nous  pourrons  toujours  supposer  que  l'on  ait 

l;^-^rf  +  V  =  i, 

ce  qui  permet  de  regarder  ^,  yj,  'C  comme  les  cosinus  directeurs  d'une 
certaine  demi-droite  0  issue  du  point  m. 

Par  raison  de  continuité,  on  [)eut  entourer  le  point  m  d'un  domaine  D 
en  tout  point  duquel  l'inégalité  (22)  soit  vérifiée. 

A  l'intérieur  du  domaine  D,  construisons  une  surface  fermée  de  la 
manière  suivante  : 

Par  le  point  m  (fig-  i),  menons  une  aire  plane  II  normale  à  la 
demi-droite  0. 

Projetons  orthogonalement  l'aire  II  sur  deux  plans  paiallèlos  au 
plan  II,  équidistants  du  plan  II  et  situés  à  nue  dislanci'  \  de  ce  der- 
nier; soient  II,,  Ho  les  doux  projections. 

Prenons  ensuite  un  demi-cercle  de  rayon  A;  faisons-le  mouvoir  de 
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telle  sorte  que  son  centre  décrive  le  contour  t  de  l'aire  H,  tandis  que 
son  plan  demeure  constamment  normal  à  ce  contour  a. 

Nous  désignerons  par  u  le  volume  engendré  par  ce  demi-cercle,  et 
par  U  le  volume  du  cylindre  droit  qui  a  pour  bases  les  aires  H,,  ITo. 


Fig. 


Nous  nommerons  <p(o)  une  fonction  qui  possède  les  propriétés  sui- 
vantes : 

La  fonction  ^(S)  est  définie  entre  les  valeurs  —  A  et  -t-  A  de  lava- 
riable  o;  dans  cet  intervalle,  elle  est  fonction  finie  et  continue  de  S, 
ainsi  que  sa  dérivée  première;  sa  dérivée  seconde  <p"(o)  est  finie. 
Dans  cet  intervalle,  la  fonction  (p(S)  est  une  fonction  paire  de  S. 
On  a,  enfin, 

?(      A)  =  o,         ?'(      A)  =  o, 
9(-A)  =  o,         cp'(-A)  =  o. 

Si,  dans  le  volume  U,  nous  considérons  un  point  situé  à  la  distance 
0  du  plan  11,  nous  poserons,  en  ce  point, 

•/  l'iaiil   iiiK'  cotistaiilc.  Nous  aurons  alois,  dans  cri  espace  U, 
777  =X9'(S)c;,        ^  =yy(o)ri,        -^^  =  ■/.?  (^)^' 
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et,  par  conséquent, 


X 

V^^' 

ày 

•'    dz 

;  —  A  wr  v" 

VI    • 

V"": 

1  'il  ■>/ 

Dans  tout  le 

système, 

hors 

des  volumes 

u  el 

U, 

nous 

prendrons 

©0  =  0, 

partant 

de. 

= 

o, 

= 

o. 

Enfin,  dans  le  volume  «,  nous  prendrons  pour0„  une  fonction  qui, 
aux  limites  du  domaine  m,  prenne,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  des  valeurs  qui  se  raccordent  avec  les  valeurs  exté- 
rieures au  domaine  a.  Celte  fonction  ©„  sera  évidemment  de  la 
forme  yO,  la  fonction  0  ne  dépendant  pas  de  la  valeur  attribuée  à  la 
constante  ■/_. 

Désormais,  l'égalité  (20)  nous  donnera 


(o_3) 


Au  second  membre  de  cette  égalité  (aS),  le  premier  terme  est  assu- 
rément positif,  en  vertu  de  rinégalité  (22);  le  signe  du  second  est 
inconnu;  mais  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  le  premier  terme 
donne  son  signe  à  tout  le  second  membre. 

Sans  changer  ni  le  point  m,  ni  Taire  H,  remplaçons  la  distance  A 

par  une  nouvelle  distance  A,  =  -.  oii  p  est  une  quantité  positive  que 

nous  pourrons  faire  croître  au  delà  de  toute  limite;  en  même  temps, 
à  la  fonction  cp(â),  substituons  une  nouvelle  fonction  9,(0)  telle  que 

Lorsque  nous  ferons  croître  p  au  delà  de  toute  limite,  le  domaine  U 
sera  infiniment  petit  comme  -,  tandis  qu'en  ce  domaine,  cp, (^)  sera 
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infiniment  grand  con)me  p\  l'intégrale 


Aç;(S)fP(^,vî,Oc/.. 


sera  donc  infiniment  grande  comme  p. 

La  fonction  G  demeurant  finie,  t-'  -;->  -7-  seront,  dans  le  domaine  u, 

^  dx    dy    dz  '  ' 

mtminient  grands  comme  p;    l'I-r-i— ,  —  1  sera  donc,  dans  le  do- 


^ùx    ôy    dz^ 
maine   «,   infiniment  grand   comme  p^.    Mais,  en   même   temps,   ce 

domaine  u  sera  infiniment  petit  comme  — :•  L'inléffralt^ 


/' 


dx    àr    dz 


demeurera  finie. 

On  pourra  donc  prendre  p  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue 
de  la  première  intégrale  soit  aussi  grande  que  l'on  voudra  par  rapport 
à  la  valeur  absolue  de  la  seconde;  partant,  pour  que  le  premier  terme 
impose  son  signe  au  second  membre  de  l'égalité  (aS). 

La  valeur  initiale  de  -^  est  ainsi  rendue  positive;  d'ailleurs,  en 

disposant  de  la  constante  y-  qu'elle  contient  en  facteur,  on  peut  la 
rendre  aussi  petite  (pie  l'on  veut,  en  sorte  que  noire  démonstration  est 
achevée. 

G.  Le  problème  relatif  à  la  stabilité  de  l'équilibre  thermique  sur  un 
corps  immobile  et  invariable  est  maintenant  complètement  résolu,  à  la 
condition,  toutefois,  que  l'on  a(lo])te  la  définition  de  la  stabilité  dont 
nous. avons  fait  usage.  Or,  il  a[)pai'ail  de  prime  abord  ([uune  infinité 
d'autres  définitions  de  la  stabilité,  tout  aussi  satisfaisantes  que  celle-là, 
lui  (xMivent  être  substituées. 

A  la  (piantité  0-  on  peut,  en  effet,  dans  la  définition  donnée  au  n"  2, 
substituer  n'importe  (juelle  fonction  <1>(0)  de  0,  pourvu  seulement 
quelle  satisfasse  aux  conditions  suivantes  : 

1"   l'vlle  s'iirinulc  CM  iiiriiic  |i'im[)s  (|uc  0; 

•2"   Lllc  est  |M(.sitivc  p()Ui-  tdiilc  \alcui'  (le  0  (pii  dillèrc  i\v  o; 
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3°  Elle  croit  avec  la  valeur  absolue  de  0; 

4"  Elle  est  infinie  en  même  temps  que  0. 

Dès  lors  un  élal  créquilibre  thermique  stable  peut  être  défini  par  le 
caractère  suivant  : 

Une  quantité  positive  A  étant  arbitrairement  choisie  d'avance,  il 
est  toujours  possible  de  trouver  une  quantité  positive  Ao  assez  petite 
pour  c{ue  l'inégalité 

/$(0„)r/o<A„ 

entraîne,  quel  que  soit  /,  l'inégalité 

r(I)(0)(/ni<A. 

Une  question  s'impose  de  suite  à  notre  attention  :  en  une  semblable 
définition,  le  choix  de  la  fonction  $(0)  est-il  indifférent? 

La  question  peut  se  préciser  de  la  manière  suivante  : 

La  stabilité  ayant  été  définie,  comme  nous  venons  de  le  faire,  au 
moyen  de  la  fonction  $(0),  nous  répétons  la  même  définition  en  sub- 
stituant à  la  fonction  <I>(0)  une  autre  fonction  analogue  V(0).  Tout 
équihbre  thermique  stable  selon  la  première  définition,  est-il  encore 
stable  selon  la  seconde  définition  et  inversement? 

La  réponse  à  cette  question  est  sûrement  affirmative  si  l'on  peut 
trouver  deux  nombres  positifs  /,  L,  tels  que  l'on  ait,  quel  (pie  soit  0, 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  répéter  presque  textuellement  le 
raisonnement  qui  a  été  exposé  au  n"  3. 

Hors  du  cas  que  nous  venons  de  définir,  l'équivalence  entre  les 
deux  définitions  de  la  stabilité  n'est  ni  évidente,  ni  prouvée,  ni 
probable. 

i'ar  exemple,  il  ne  sera  pas  indifférent  de  substituer  la  fonction  |0| 
à  la  fonction  0-  dans  la  définition  de  l'équilibre  thermique  stable; 
certaines  propositions,  vraies  dans  l'un  des  deux  cas,  pourraient  ne 
plus  l'être  dans  l'autre. 

Journ.  de  Matk.  (G-  série),  Icine  I.  —  Fasc.   I,  igoâ. 
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7.  On  peut  modifier  quelque  peu  la  définition  de  la  stabilité  que 
nous  avons  donnée  aux  n""  2  et  6;  après  avoir  fait  choix  d'une  fonc- 
tion $(0)  qui  offre  les  quatre  caractères  énumérés  au  n"  6,  on  peut 
convenir  qu'un  équilibre  thermique  stable  se  reconnaît  à  la  marque 
suivante  : 

Que  l'on  choisisse  arbitrairement  d'avance  un  nombre  positif  quel- 
conque A;  on  peut  toujours  trouver  un  autre  nombre  positif  a„  tel  que 
la  condition 

|0„ 


0 


vérifiée  initialement  en  tout  point  du  système,   entraîne,   quel   que 
soit  /,  la  condition 

IC?CT<  A. 


/*(0). 


Si  l'on  prend  pour  «I>(0)  la  fonction  0^,  on  obtient  une  définition 
de  la  stabilité  qui  diffère  un  peu  de  la  définition  donnée  au  n"  2; 
néanmoins,  cette  nouvelle  définition  laisse  subsister  presque  textuel- 
lement, on  le  voit  sans  peine,  les  raisonnements  donnés  aux  n"*  1  clo\ 
en  sorte  que,  pour  que  l'équilibre  thermique  soit  stable  selon  cette 
nouvelle  définition,  il  est  encore  nécessaire  et  suffisant  que  la  forme 
quadratique  P(X,  Y,  Z)  ne  puisse  jamais  devenir  négative. 

L'intérêt  de  cette  nouvelle  définition  réside  dans  le  théorème  sui- 
vant : 

Supposons  que  l'équilibre  thermique  d'un  système  soit  stable 
lorsqu'on  emploie,  pour  définir  cette  stabilité,  une  certaine  fonc- 
tion'■ïf^Q):,  il  sera  encore  stable  si,  dans  la  définition,  on  substitue 

lafoJLCtion  M*(0)  à  la  fonction  «I'(0),  pourvu  que  le  rapport  —  -  ne 

croisse  pas  au  delà  de  toute  limite  en  même  temps  que  \@\.  Les 
deux  fonctions  *P(0),  ^r(0)  sont,  bien  entendu,  assujetties  aux 
quatre  conditions  énumérées  au  n"  6. 

11  s'af^it  de  prouver  que  l'on  peut  imposer  à  la  valeur  absolue  de  0,, 
en  tout  point  du  système,  une  limite  supérieure  a„  si  petite  que  Ion 
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ait,  quel  que  soit  /, 

(24)  fw(®)dxsiB, 

B  étant  un  nombre  positif  arbitrairement  choisi  d'avance. 

Soit  V  le  volume  total  du  systèiije.   Soit  &  une  valeur  de  0  assez 
voisine  de  zéro  pour  que  l'on  ait  assurément  les  deux  conditions 


2  V  "  ^  -    2\ 


^(&)<-^,       W(-b)< 


Considérons,  à  l'instant  /,  le  volume  V  du  système;  on  peut  y  dis- 
tinguer deux  parties  :  l'une,  U,  où  la  valeur  absolue  de  0  est,  au  plus, 
égale  à  la  valeur  absolue  de  &;  l'autre  W,  où  0  surpasse  S  en  valeur 
absolue;  on  peut  écrire 

(25)  fw(&)dm=  fw{Q)dT^^  fW(Q)dt^. 

D 

En  tout  point  du  volume  U,  ^^(0)  est  au  plus  égal  à  -^y  ce  volume  U 
lui-même  est  au  plus  égal  à  V;  le  premier  terme,  au  second  membre 
de  l'égalité  (25),  est  donc  au  plus  égal  à  -•  Dès  lors,  pour  que  la  condi- 
tion (24)  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(26)  '  fw{%), 


I  dxs  1  -  • 


Or,  d'après  l'hypothèse  faite,  on  peut  fixer  un  nombre  L  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  0  qui  surpasse  S  en  valeur  absolue,  on  ait 

'^(e)<r 
4.(0)  =^' 

en  sorte  que  le  premier  membre  de  la  condition  (af))  ne  saurait  sur- 
passer L  /  <I>(0)f/cT;  d'ailleurs,  le  volume  U  ne  saurait  surpasser  le 
volume  V;  le  premier  membre  de  la  condition  (2())  ne  saurait  donc 
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surpasser  la  quantité  L     (p(&)dcs.  Pour  [que  la  condition  (26)  soit 
vérifiée,  il  suffit  que  Ton  ait 

(27)  f^^(Q)dc.i^. 

Mais,  par  hypothèse,  l'équilibre  thermique  du  système  est  stable 
lorsqu'on  fait  usai;e  de  la  fonction  $(0)  pour  définir  la  stabilité;  on 
peut  donc  choisir  un  nombre  positif  a  assez  petit  pour  que  la  condition 

|0o|2«, 

vérifiée  en  tous  les  points  du  système,  assigne,  quel  que  soit  /,  à  l'inté- 
grale   /<I>(0)f/Gî  une  valeur  inférieure  à  n'iuqjorte  quel  nombre  po- 

"  V 

sitif  A  donné  d'avance  et,  en  particulier,  au  nombre  A  =  ^'  Notre 

proposition  est  doue  démontrée. 

De  cette  proposition,  on  [)eut  faire  une  application  immédiate  : 
Nous    savojis   que   l'équilibre    thermique   est   certainement  stable 
lorsfpiela  forme  P(X,  V,  Z)  ne  peut  prendre  aucune  valeur  négative, 
pourvu  que  Ton  définisse  la  stabilité  au  moyen  de  la  fonction 

D'après  la  proposition  précédente,  cette  condition  suffira  encore  à 
assurer  la  stabilité  si  l'on  définit  celle-ci  au  moyen  de  la  fonction 

^1^(0)  =  |0|. 

Semblable  corollaire  n'auiail  pu  êlic  établi  si  l'on  avait  conservé  la 
définition  de  la  slabilité  donnée  an  u"  2. 

H.  (  )n  |i('nl  iniai;irH'r  encore  une  Iroisirme  manière  de  définir  la 
slabdilc  llii'inii(|nc  diin  système. 

Celli'  sl.iliililc'  sera  caractérisée  de  la  manière  suivante  : 

Si  Ton  se    ildimc  d'avance,    arbilraii  rmrnl   d'ailleurs,  mi   nombre 
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positif  a,  on  pourra  toujours  trouver  un  nombre  «„,  positif  et  assez 
petit,  pour  que  la  condition 

vérifiée,  à  l'instant  initial,  en  tous  les  points  du  système,  entraîne, 
quel  que  soit  /,  la  condition 


vérifiée  également  en  tous  les  points  du  système. 

Celte  nouvelle  définition  présente,  sur  les  précédentes,  un  important 
avantage.  On  peut  à  la  fonction  [0  |  substituer  n'importe  quelle  autre 
fonction  $(0)  remplissant  les  quatre  conditions  formulées  au  n°  6;  on 
obtient  une  seconde  définition  équivalente  à  la  première.  Il  est  donc 
inutile,  lorsqu'on  fait  usage  de  cette  définition,  de  se  préoccuper  de  la 
fonction  qui  a  été  choisie  pour  caractériser  la  stabilité. 

Il  est  clair  que  la  démonstration  donnée  au  n°  6  garde  sa  force  lors- 
qu'on fait  usage  de  la  nouvelle  définition;  on  peut  donc  encore  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Pour  que  l'équilibre  thermique  du  système  soit  stable,  il  est  néces- 
saire que  la  forme  P(X,  Y,  Z)  ne  puisse,  en  aucun  cas,  prendre  de 
valeur  négative. 

Mais  notre  nouvelle  définition  de  la  stabilité  fait  perdre  toute  valeur 
à  la  démonstration  exposée  au  n"  4,  en  sorte  que  nous  ne  pouvons  plus 
rien  dire  touchant  les  conditions  qui  siijjlsenl  à  assurer  la  stabilité  de 
l'écjuilibre  thermique. 

La  stabilité  mécanique  de  ré(|uilibre  a  été  définie  par  Lejeune- 
Dirichlet  pour  les  systèmes  dont  l'état  dépend  d'un  nombre  limité  de 
variables  ;  lorsqu'on  veut  étendre  cette  définition  à  des  systèmes  continus 
dont  chaque  èlèinenl  dépend  d'un  nombre  limité  de  variables,  on  se 
trouve  en  présence  de  diverses  formes  de  généralisation  également 
possibles;  selon  que  l'on  adopte  une  forme  ou  l'autre,  les  résultats 
obtenus  peuvent  différer  notablement;  à  plusieurs  reprises,  nous  avons 
insisté  (  '  )  sur  ces  divergences. 


(')   Sîur  la  stdhililé  de  V l'-iiuUiJue  iV une  masse  Jhiidf  aiihiit'c  ,l' un  inotn-e- 
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La  stabilité  thermique,  plus  simple  que  la  stabilité  mécanique  et 
dont  l'étude  peut  être  poussée  plus  loin,  nous  paraît  très  propre  à 
montrer  Timportanee  de  ces  remarques  touchant  les  diverses  défini- 
tions de  la  stabilité. 


ment  de  rotation  {Journal  de  Mathématiques,  5'  série,  t.  VII,  1901,  p.  3ii). 

—  Sur  la  stabilité  et  les  petits  mouvements  des  corps  fluides  {Journal  de 
Mathématiques,  b"  série,  t.  IX,  1902,  p.  233).  —  Recherches  sur  l'Hydrody- 
namique, V'  Partie  :  Sur  les  principes  fondamentaux  de  l' Hydrodynamique 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1°  série,  t.  III,  1901,  p.  379). 

—  Voir  aussi  A.  Liapounoff,  Sur  la  stabilité  des  figures  ellipsoïdales  d'équi- 
libre d'un  liquide  animé  d'un  mouvement  de  rotation,  traduit  du  russe  par 
M.  Edoi'aru  Davaiîx.  liitroduclion  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse, 2"  série,  t.  VI,  190^,  p.  5).  Le  Mémoire  russe  a  paru  en  1884. 
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Médaille  Guccia. 


A  l'occasion  du  [V''  Congrès  International  des  Mathématiciens, 
qui  se  tiendra  à  Rome  en  Tannée  1908,  le  Circolo  Matematico  di 
Palermo  décerneia  un  prix  international  de  Géométrie.  Ce  prix,  ({ui 
sera  appelé  «médaille  guccia»  (du  nom  de  son  fondateur),  consis- 
tera en  une  petite  médaille  portative  en  or  et  en  une  somme  de  3ooo 
francs. 

On  sait  que,  depuis  les  travaux  auxquels  a  donné  lieu  le  Prix  Stei- 
ner  décerné  en  1882,  la  théorie  des  courbes  gauches  algébriques  a 
été  plutôt  délaissée,  et  que  même  les  grands  progrès  de  la  Géométrie 
moderne,  obtenus  par  les  méthodes  synthétiques,  ou  algébriques,  ou 
fonctionnelles,  ont  laissé  de  côté  cette  théorie;  de  sorte  que  les  ques- 
tions fondamentales,  que  Ton  avait  abordées  dans  les  travaux  cités,  et 
d'autres  questions  encore  qu'on  pourrait  se  poser,  n'ont  pas  fait  l'objet 
de  travaux  ultérieurs.  Si  d'ailleurs  on  passe  de  l'espace  ordinaire  aux 
espaces  supérieurs,  on  rencontre  pour  les  courbes  algébriques  (en 
particulier  pour  leur  classification,  pour  l'étude  des  courbes  cano- 
niques de  genre  donné,  etc.)  une  foule  de  questions  importantes  dont 
personne  encore  ne  s'est  occupé.  D'autre  part,  l'on  connaît  bien  peu 
de  propositions  sur  les  courbes  gauches  algébriques  obtenues  en  se 
limitant  au  champ  réel,  ou  bien  à  un  champ  rationnel  donné. 

C'est  en  s'inspirant  de  ces  considérations  (mais  sans  vouloir  d'ail- 
leurs limiter  d'avance,  en  aucune  manière,  les  problèmes  et  les  mé- 
thodes de  recherche),  (juc  le  Circolo  Malcinatico  di  Palermo,  con- 
formément aux  intentions  du  fondateur  du  prix,  décernera  la  «mé- 
daille  GUCCIA» à 

un  Mémoire  qui  fera  faire  un  progrès  essentiel  à  la  théorie  des 
courbes  gauches  algébriques. 


q6  "  MÉDAILLE    GUCCIA. 

Dans  le  cas  où,  parmi  les  travaux  envoyés  au  concours,  aucun  Mé- 
moire relatif  à  la  théorie  ci-dessus  ne  serait  trouvé  digne  du  prix, 
celui-ci  pourra  être  adjugé  à 

un  Mémoire  qui  fera  faire  un  progrès  essentiel  à  la  théorie  des 
surfaces,  ou  autres  variétés,  algébriques. 

Les  Mémoires  destinés  au  concours  devront  être  :  inédits,  rédigés 
en  italien,  ou  français,  allemand,  anglais,  et  écrits  (sauf  les  formules) 
avec  la  machine  à  écrire.  Munis  d'une  épigraphe,  ils  devront  par- 
venir, en  trois  exemplaires,  au  Président  du  Circolo  Malematico  di 
Palermo  avant  le  l'^'  juillet  1907,  accompagnés  d'un  pli  cacheté 
contenant  sur  l'enveloppe  l'épigraphe  adoptée  et  à  l'intérieur  le  nom 
et  l'adresse  de  l'auteur.  Le  mémoire  couronné  sera  inséré  dans  les 
Rendiconti,  ou  autre  publication,  du  Circolo  Malcmadco  diPalcnno. 
L'auteur  en  recevra  200  tirages  à  part. 

Dans  le  cas  où  aucun  des  Mémoires  présentés  au  concours  ne  serait 
trouvé  digne  du  prix,  celui-ci  pourra  être  adjugé  à  un  Mémoire,  sur 
les  théories  ci-dessus,  qui  aura  été  publié  après  la  publication  de  ce 
programme  et  avant  le  i"  juillet  1907. 

Le  prix  sera  décerné  par  le  Circolo  Malomalico  di  Palermo  con- 
formément à  la  décision  d'une  Commission  internationale  de  trois 
membres,  composée  de 

MM.   Max  iNoetheh,  prol'csscnir  à  l'Université  de  Erlangen, 
Henri  Poincahé,  piofcsseur  à  l'Université  de  Paris, 
CoRRADo  Segre,  profcsscur  à  l'Université  de  Turin. 

La  K'cluie  du  rap])ort  de  la  (  lonnuissioii,  ainsi  que  la  ])roclamation 
(lu  iiiiHi  (lu  savant  couronné  de  rallrihiilioii  du  prix,  auront  lieu  à 
Uome',  en  1908.  dans  une  des  séances  du  IN'"  Conques  Lmernational 
nEs  Mathématiciens. 


l'iilrriiic,  le   1"  iDvcinbrc  i()r>/| 


Le  Prcsidcnl  du  Circula  iMalenuitico  Ji  Palermo, 

M.  L.  Aliucgc.iani. 
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Calcul  (les  variations  d'après    IVeierslrass ; 


Pau  m.   W.   EUMAKOFF. 


I.  —  Préface. 

Tout  le  monde  sait  (jiie  le  Calcul  des  variations  est  redevable  d'un 
progrès  réel  à  Weierstrass,  mais  peu  de  mathématiciens  savent  exac- 
tement en  rpioi  consiste  sa  contribution  à  cette  branche  de  l'Analyse. 

En  effet,  les  leçons  de  Weierstrass  sur  le  Calcul  des  variations  ne 
soûl  |)as  encore  publiées  et  nous  ne  pouvons  puiser  des  renseignements 
sur  les  travaux  du  géoméln-  allemand  cjne  dans  les  publications  de 
E.  Zermelo,  de  A.  Kneser  et  de  Nadine  Gernet  ('  ). 

Weierstrass  s'est  occupé  tout  spécialement  du  problème  le  [)lus 
simple,  lorsque  sous  le  signe  d'intégration  se  trouvent  une  seule  fonc- 
tion et  sa  dérivée  première.  Weierstrass  a  cherclK-  à  obtenir  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  d'un  maximum  et  d'un 
minimum.  Toutefois,  il  imposait  an  problème  des  resliictions  inu- 
tiles :  il  su[)posail  que  la  fonction,  sous  le  signe  /  ,  était  holomorphe 
dans  un  certain  domaine. 


(')  K.  ZuuMKl.u,  IJnlfisiicliKiig  ziir  Varialioiisiccluiintij;,  Im'iIiii,  i8y/j.  — 
A.  Kneseii,  Lehrhuch  ili-r  Vaiialionsrccliniiii:,',  Berlin,  1900.  —  Nadesciida 
Gkrmît,  IJnlcrsucluing  zur  Variationsrec/tnii/ii,-;  Golliiif^iie,  i()0>,. 

Journ.  lie  Afalli.  (li'  sih'ie),  loiiie  I.  —   Kiisc.  U,  ic)(p:>.  1-5 
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Etant  donné  que,  dans  le  Calcul  des  variations,  nous  avons  affaire 
au\  variables  réelles,  il  suffit  de  supposer  que  les  fonrtions  que  Ton 
considère  soient  continues  dans  un  certain  domaine.  Aucune  autre 
restriction  ne  doit  y  être  introduite. 

Les  recherches  de  Weierstrass  l'ont  conduit  à  un  résultat  très 
important,  qui  n'a  pas  été  assez  remarqué  :  il  a  montré  que  Taccrois- 
sement  total  d'une  intégrale  peut  être  exprimé  par  une  intégrale  prise 
le  long  d'un  chemin  infiniment  voisin  et  que  le  signe  de  cet  accroisse- 
ment déj)end  de  celui  de  la  fonction  à  intégrer.  Ainsi,  il  n'y  a  aucune 
nécessité  de  faire  des  calculs  compliqués  pour  trouver  la  variation 
seconde.  Le  maximum  et  le  minimum  dépendent  entièrement  du  signe 
d'une  certaine  fonction  que  j'appellerai  fonction  de  U  l'icrs/rass. 
Toutefois,  ce  résultat  n'est  exact  que  dans  le  cas  où  certaines  fonctions 
dont  d<''j)end  la  fonction  de  Weierstrass  sont  continues  sur  le  chemin 
infiniment  voisin.  Weierstrass  a,  en  outre,  attiré  notre  attention  sur 
ce  fail  (pie  les  maxima  el  les  mininia  pruxcnl  être  /b/7.y  et  faibles. 
Expliquons-nous.  Ln  chemin  est  dit  chemin  de  La  g  range  s'il  satisfait 
au\  é(pialions  différentielles  de  Lagrange.  A])pelons  clieniin  voisin  un 
chemin  infiniment  voisin  du  chemin  de  I^agrange.  Supposons  cjue 
l'intégrale  j'i'ise  le  long  du  chemin  de  Lagrange  soit  minima.  Si  les 
tangentes  en  deux  points  correspondants  du  chemin  de  Lagrange  et 
nn  chemin  voisin  forment  entre  elles  un  angle  infiniment  petit,  nous 
avons  un  wnn'unwm  faible  ;  si,  par  contre,  les  tangentes  en  deux  points 
cf)rrespondants  de  ces  courbes  foruient  un  angle  fini,  nous  avons  un 
niiiiiiiiuiii  fort.  S'il  existe  un  iiiiuinuim  fort,  il  va  sans  dire  (pi'il 
existe  égalemenl  un  iiiiiuiiiuiii  faible;  uuiis  il  peut  se  présenter  des  cas 
où  l(!  mininuim  faible  existe  et  le  minimum  fort  fait  dé-fant. 

Dans  le  Tome  17  du  Journal  de  C/-elle,  Jacobi  a  montré  que  la 
variation  seconde  ne  se  réduit  à  sa  plus  simple  expression  que  lorsqu'un 
certain  déleriiiiiiaul  fornn''  avec  les  dérivées  par  rapporl  aux  conslanlcs 
d'intégration  ne  devient  pas  égal  à  ze/-o  sur  le  chemin  de  Lagrange. 
Ce  déterminant  ne  s'annule  pas  si  le  chemin  de  Lagrange  ne  contient 
pas  de  points  dits  conjugues. 

Une  question  se  pose  alors  au  snjcl  du  nMe  de  ers  poinls  conjugui's 
dans  le  ('.alcul  des  variations.  Celte  (picslioii  n'a  pas  cucoie  été 
résolue  ;  loulelois,  il  a  él<''  d('iii()ulti''  (pic,  dans  le  rus  ge//('r(d,  le  iiiaxi- 
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inuiii  el  le  minimum  n'existent  pas  au  delà  d'un  point  conjugué  ('). 
Mais  il  peut  se  présenter  des  cas  particuliers  où  il  existe  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  au  delà  d'un  tel  point.  Ces  cas  sont  tout  parti- 
culièrement intéressants.  Il  est  indispensable  de  donner  des  conditions 
pour  l'existence  d'un  maximum  et  d'un  minimum  au  delà  d'un  point 
conjugué.  Ces  conditions  sont  données  dans  le  paragraphe  Vil  de  notre 
exposé.  Les  chemins  de  Lagrange  partant  d'un  même  point  peuvent 
avoir  une  enveloppe;  cette  enveIop[)e  est  le  lieu  géométrique  des 
points  conjugués.  Pour  certaines  raisons,  je  donne  à  cette  enveloppe 
le  nom  de  lii^iic  criliqiit-  (surface  cii tique).  (3utre  cette  enveloppe, 
il  peut  exister  encore  d'autres  lignes  critiques  qui,  jusqu'à  présent, 
ont  échappé  à  l'attention  des  savants.  Deux  chemins  de  Lagrange  par- 
tant d'un  même  point  peuvent  être  tangents  en  un  autre  point.  Le 
lieu  des  points  de  contact  des  chemins  de  Lagrange  est  une  ligne  (sur- 
face) critique  qui,  dans  le  Calcul  des  variations,  joue  le  même  rôle 
que  l'enveloppe.  Le  chemin  de  Lagrange  peut,  en  outre,  avoir  un 
point  multiple  avec  des  branches  tangentes;  le  lieu  géométrique  de 
ces  points  est  une  courbe  dont  le  rôle  se  confond  avec  celui  des  deux 
courbes  dont  il  a  été  question  plus  haut.  Pour  les  raisons  que  je  viens 
d'exposer,  il  faut  compter  parmi  les  points  conjugués  les  points  de 
contact  des  chemins  et  des  branches  de  Lagrange.  La  règle  cpii  pernid 
de  reconnaître  l'existence  d'un  maximum  et  d'un  minimum  au  delà 
d'un  point  conjugué  est  bien  simple  en  ceci  : 

Si.  la  ligne  {surface)  critique  n'a  pas  de  points  communs  avec  le 
chemin  de  Lagrange,  le  maximum  el  le  /ninimum  dépendent  du 
signe  de  la  fonction  de  Weierstrass.  Si  la  ligne  critique,  tout  en 
ayant  un  point  commun  avec  le  chemin  de  Lagrange,  ne  le  njupe 
pas,  il  n'y  aura  au  delà  de  ce  point  ni  maxinium,  ni  minimum, 
même  si  la  fonction  de  Weierstrass  conserve  un  signe  constant.  Si 
la  ligne  critique  coupe  le  chemin  de  Lagrange  {au  point  conjugué) 
le  maximum  et  le  minimum  au  delà  de  ce  point  dépendent  du  signe 
de  la  fonction  de  Weierstrass. 


(')  A.  Kneseii,  Die  Jacohi'schc  Reclingung  des  Krtremiis  t)ei  einein  lllgt'- 
meincn  Tvptis  von  Xufiiabcn  dcr  Variationsrcclinung  (Cominunicalions  de  la 
Suciclr  niallu-iii<ili(im-  (te  htinr/^mx',  2'-  si'iie,  l.  \  II,  n"  (i  I. 


lOO  W.     ERMAKOFF. 

\  oici  le  résumé  du  présent  Mémoire  : 

Dans  le  paragraphe  II  est  donnée  la  solution  du  problème  le  plus 
simple  du  (Calcul  des  variations;  il  y  est  montré  cpie  Faccroissemenl 
total  (l'une  intégrale  peut  étr(>  exprimé  par  une  intégrale  prise  le  long 
dnn  chemin  voisin. 

Dans  le  paragraphe  III  est  étudié  le  cas  où,  sous  le  signe  d'intégra- 
tion, se  trouvent  deux  fonctions  inconnues  et  leurs  premières  dérivées. 
II  y  est  également  démontré  que  l'accroissement  total  d'une  intégrale 
peut  être  exprimé  par  une  intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  voisin, 
la  fonction  sous  le  signe  dépendant  des  intégrales  intermédiaires  des 
équations  dificrenlielles  de  Lagrange.  Ces  intégrales  intermédiaires 
doivent  satisfaire  à  certaines  conditions. 

Dans  le  ])aragraphe  1\  est  donnée  une  seconde  méthode  pour 
trouver  les  intégrales  intermédiaires  des  équations  différenlielles  de 
Lagrange. 

Dans  le  paragraphe  \  est  étudié  le  cas  de  maximum  et  de  minimum 
relatifs. 

Dans  le  paragraphe  \l  sont  établies  les  conditions  nécessaires  pour 
que  le  maximum  et  le  minimum  dépendent  du  signe  de  la  fonction  de 
Weierstrass.  Deux  cas  douteux  y  sont  élucidés.  Le  premier  de  ces  cas 
est  celui  où  la  courbe  (ou  surface)  critique  a  un  point  commun  avec  le 
cheiiiiii  (le  Lagrange,  mais  ne  le  traverse  pas.  Le  second  cas  douteux 
se  présente  lorsque  le  chemin  de  Lagrange  contient  un  point  dindé- 
tei'miuation  où  les  intégrales  intermédiaires  [)rennent  des  valeurs  indé- 
terminées. Ces  deux  cas  douteux  sont  résolus  dans  les  deux  para- 
graphes suivants. 

Dans  le  paragi  a|ilie  \  Il  est  donnée  une  condition  l'oit  simple  pour 
l'existence  d  un  maxiniiini  et  diiu  minimum  an  delà  d  nu  point  con- 
jugué. 

Dans  le  paragraphe  VIII  est  (''tudié  le  cas  où  deux  points  ne  déler- 
mineiit  pas  coiiiplèieiiieni  le  cheiiiiii  de  Lagrange,  celui  où  les  é(piations 
(lu  (In 'II!  in  (le  Lagrange  passa  ni  par  les  deux  points  don  nés  cou  lien  lient 
(les  constantes  arbitraires.  Il  est  (h'^iiionln''  (prune  intégrale  prise  le 
long  du  cheiiiin  de  Lagrange,  (Mitre  les  points  (Ioiin(''s,  ne  (h'peiid  |)as 
des  coiislaiile^  arbitraires.  Il  s'eiisiiil  (pie,  dans  le  cas  où  le  cheinin 
de  Lagrange  cou  I  ICI  il  do  points  en  (pieslioii,  I  iiilegrale  n  esl  m  iiiiiMiiia 
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ni  miniina,  nirme  lorscjue  la  fonction  de  Weierstrass  conserve  un  signe 
constanl. 

Dans  le  païayrajihe  ]\,  il  est  montré  à  quoi  se  ramène  le  problème 
de  la  détermination  du  signe  de  la  fonction  de  Weierstrass.  Dans  cer- 
tains cas  particuliers,  cette  détermination  est  très  diflicile  à  faire  et  il 
est  même  impossible  d'en  donner  des  règles  générales.  Cette  circon- 
stance se  rencontre  non  seulement  dans  le  Calcul  des  variations,  mais 
aussi  dans  les  pi'oblèmes  de  maxima  et  de  niinima  des  fonctions  algé- 
briques de  plusieurs  variables  lorsque  la  difTcrentielle  du  second  ordre 
peut  devenir  nulle. 

Dans  le  pai-agraplic  X,  il  est  montré  comment  les  résultats  trouvés 
peuvent  être  a[)pliipiés  à  l'étude  du  problème  le  plus  général  du  calcul 
des  variations.  On  y  trouve  une  nouvelle  démonstration  fort  simple  du 
théorème  démontré  déjà  dans  le  paragraphe  III,  à  savoir  que  Tintégra- 
tion  des  équations  de  Lagrangc  peut  être  ramenée  à  la  recherche  d'une 
intégrale  complète  dune  certaine  équation  aux  dérivées  partielles.  Si 
l'on  connaît  une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles, les  intégrales  complètes  des  équations  difTérentielles  de  La- 
grange  peuvent  être  trouvées  à  l'aide  de  simples  différentiations.  Plus 
loin  sont  données  les  conditions  pour  l'existence  d'un  maximum  et 
dun  minimum  au  delà  d'un  point  conjugué.  A  la  lin  du  paragraphe  est 
donnée  la  forme  de  la  fonction  de  Weierstrass  ainsi  qu'une  méthode 
pour  déterminer  le  signe  de  cette  fonction  dans  le  cas  d'un  maximum 
et  d'un  mininuim  faibles. 


II.  —  Le  problème  le  plus  simple  du  calcul  des  variations. 

Supposons  que  nous  ayons  à  tracer  entre  den\  |)oiuls  donnés  une 
courbe  telle  tpie  l'inlégrale 

(0  j  J\->-^y^y')dx, 

prise  le  long  de  cette  coui  be,  soit  maxima  <mi  ininima. 

La  considération  de  la  |)reniière  vaiialion  nous  conduit  à  r('(piation 
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différentielle  de  Lagrange 

^    -^  da^Kày)        Or 

iNoiis  supposons  que  j-^,  ne  s  annule  pas. 

Dans  ce  cas,  nous  avons  une  équation  du  second  ordre.  L'intégrale 
complète  de  cette  équation  contient  deuv  constantes  arbitraires  cpii 
sont  déterminées  par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  les  deux 
points  donnés. 

Soit 

(3)  y  =  p{x,y,a) 

une  intégrale  première  de  l'équation  tiilTérentielle  de  Lagrange  (2). 
Nous  en  déduisons 

» ^P  _,       ^/' 

Démontrons  le  théorème  suivant  : 

Toute  intéiirale  première  (3)  de  Vêqualii>îi  (Jiffèrenlh'Ue  de 
Lagfan^e  (2)  Iransfornie  l'expression 

(4  )  f{^,  y.  P)  à-r -h '^^  (ày  -  p  âx) 

en  une  diJJèrenlieUe  exacte. 

l'oiir  (pic  l'expression  (^f\)  soit  um;  dilTérenticlle  exacte,  on  doit 
avoir 

W  ■  ;^,(f )  =  !■(/ -'''!)■ 

Dans  les  deux  mend)res,  les  dérivées  lolales  doivcnl  èlre  prises  en 
supposant/'  fonction  d(."s  variahh's  ./:.•  et_y. 
Nous  iildiMioiis  iiinsi  : 

(^V        (Pj  ,)r_  _  i)j^      <>/  «>/'  _  J/'  ,)f         j)\f   _    (Pf  âp 

<)x  i)p        <)/>''  ôx        dy        ôp  ày        ôy  i)/i        '  <)y  <I/i        '   i)/>-  i)y 
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Doù 


drap    '    '    ày  dp    '     \dx    '    '    dy  J  àp''         dy 
En  substituant^^'  à  p,  nous  o!)tt'nons  l'équation 

à'f  ,    (Y-f  „  ô'f       ôf 

— - —  +  Y  — —  -I-  y  —    =      ' 

t)x  dy'       -^    dy  dy'       -^     dy'-        dy 

qui  n'est  autre  que  l'équation  difl'érentielle  de  Lagrange  (2).  Nous  en 
concluons  que  l'équation  (  ">)  est  satisfaite,  et  que,  par  conséquent, 
l'expression  (4)  est  une  diUérenticlle  exacte. 

Dans  l'exposé  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que,  dans  l'inté- 
grale (3),  nous  donnons  à  la  constante  arbitraire  a  la  valeur  qui  cor- 
respond au  chemin  de  Lagrange  considéré. 

Si  l'expression  (4)  est  une  dilTéreiUielle  exacte,  son  intégrale  prise 
le  long  d'un  chemin  arbitraire  ne  dépend  pas  du  chemin  suivi,  mais 
seulement  de  ses  points  extrêmes. 

Etant  donné  que  dy  =^ y'd.c,  cette  intégrale  peut  s'écrire 


/  j  /(  ■'■0'^p)  +  {y'—p)^\d-^-- 


Nous  savons  que,  sur  le  chemin  de  Lagrange,  j)^' ^  yo.  11  en  résulte 
que 

J  \a^-^  y^  p)  +  (y—p)  1^  j 'J'-  =  Ja^, y,  y')'^-'-- 


Ch<;min  vDisiii.  rlioniin  de  Lagrange. 


La  première  de  ces  intégrales  est  prise  le  long  d'un  chemin  voisin, 
la  seconde  le  long  du  chemin  de  Lagrange,  entre  les  mêmes  points. 
En  retranchant  les  deux  membres  de  cette  égalité  de  l'intégrale 

Jf(.-^-^y,y')'^^- 

prise  le  long  du  chemin  voisin,  nous  trouvons 

(  /  \A-^; y, y')  -  A-^-,  y,  p)— Ky—p  >  'j^  \  à^-- 

/ .'  \  }  CluMiiiti  voisin. 

1  Olicmin  voisin.  r.Iictiiiii  ilc  l.ai,'riUiKP. 
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Dans  le  second  membre  de  l'équation,  nous  avons  raccroissemenl 
total  de  Fintégrale  (\).  Ainsi,  l'accroissement  total  de  l'intégrale  (i  ) 
esl  exprimé  par  une  intéi^rale  prise  le  loni;  d'un  chemin  voisin.  Exa- 
minons le  sig;ne  de  cet  accroissement.  Supposons  que  le  chemin  voisin 
coïncide  avec  le  chemin  de  Lagrange,  sur  tout  le  parcours,  à  l'excep- 
tion d  une  partie  infiniment  petite;  dans  ce  cas,  le  signe  de  l'intégrale 
qui  se  trouve  dans  le  premier  membre  de  l'équation  {G)  esl  celui  de 
la  fonction  sous  le  signe  d'intégration 

(7)  ^^  (•'■> j-' y)  =/i-^'i'>/') -/(■^•'/> p)  -  (/' - p)  %• 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  examiner  le  signe  de  cette  fonction. 

Pour  qu'il  existe  un  Diaximuni  et  un  mininiu/n,  il.  faut  et  il 
suffit  que  la  fonction  de  Weierstrass  (7)  conserve  le  même  si ^ ne 
en  cliaque  point  du  chemin  voisin  arbitraire. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  indiqué  les  conditions  nécessaires 
pour  que  toutes  nos  déductions  soient  exactes.  Nous  avons  dit  tout 
d'abord  cjue  nous  cherchions  une  courbe  continue  entre  deux  points 
donnés;  il  s'ensuit  <pie  j'  doit  être  une  fonction  continue  entre  les 
limites  de  l'intégration.  Nous  supposerons  que  j^' est  également  une 
fonction  continue  enlr<'  les  mêmes  limites,  c'est-à-dire  cpie  le  chemin 
de  Lagrange  n"a  ni  points  anguleux  ni  tangentes  parallèles  à  Taxe 
des  Y.  Il  a  été  ensuite  question  de  la  première  variation;  mais,  pour 
l'existence  de  cette  variation,  il  faut  que  la  fonction  sous  le  signe 

..   ■    .       àf    àf       .      ,  ..  1       I         • 

et  ses  dérivées  -p-,  -~-^  soient  continues  sui'  le  cliemin  vmsm. 
<)y    ây 

Telles  sont  les  restrictions  (pii  découlciil  de  la  natur<'  du  [iidlilèMie. 

Passons  à  l'analyse  des  résultats  établis  dans  ce  paragraphe.  Nous 
avons  démontré  cpii'  l'inlégiale  de  l'expi'ession  ( 'i")  ne  dc'pend  pas  de 
la  forme  du  chemin  suivi,  mais  seulement  des  |)(iiiils  extrêmes.  Mais 
cette  conclusion  n'est  exacte  qu'à  la  condition  ipie  l(>s  fonctions  (|ui 
figurent  dans  l'expression  {\)  soient  ((lullnucs  mit  Ir  cliciiiln  dnih''- 
gration.  Il  s'ensuit  (pu: /^(x',  y)  doit  être  une  fonillon  ('(iiiliiiur  lanl 
sur  11-  chemin  de  l.agrange  ipie  sur  le  chemin  voisin. 
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L'intégrale  première  (3)  doit  être  une  fonction  continue  des 
variables  x  el  y  sur  le  chemin  de  Lagrange  et  sur  le  chemin  voisin. 

Le  théorème  qui  fait  dépendre  le  maximum  et  le  minimum  de  l'inté- 
grale (i)  du  signe  de  la  fonction  de  Weierstrass  n'est  vrai  que  si  toutes 
ces  conditions  sont  remplies. 


III.  —  Cas  de  deux  fonctions  inconnues. 

Considérons  le  cas  plus  général  où  l'on  demande  de  tracer  entre 
deux  points  donnés  une  courbe  telle  que  l'intégrale 


(I)  f/{x,y,:;y,z') 


dx 


prise  le  long  de  cette  courbe  soit  maxima  ou  minima. 

L'examen  de  la  première  variation  nous  conduit  aux  équations 
différentielles  de  Lagrange  : 

àl_±(ôl\  àf_±(dl 

^     f  dy~clx\Oy')'  dz         dx\d:' 

Nous  supposons  que  l'expression 

àV  ô\f        (    d'f 


dy'^  Oz"        Xày'dz' 

ne  s'annule  pas;  dans  ce  cas,  les  intégrales  complètes  des  équations 
différentielles  (2)  contiennent  quatre  constantes  arbitraires  qui  sont 
déterminées  par  la  condition  que  le  chemin  de  Lagrange  passe  par  les 
deux  points  donnés. 
Soient 

(■^)  y'=  p(x,  y,  z,  a,  (j),         z' =  q(x,  y,  z,  a,  b), 

des    intégrales  inlcrniédiaires   des  équations    différentielles   de  La- 
grange (2). 

Nous  en  déduisons  : 


dp     ,       t)p     ,        <)p 

dq               àq               àq 

y  -£-^p£-^'^Â' 

-    -Tx^P^'-^'iôz 

Journ.  de  Malli.   (6"  si-iie),  tniDC  I.    —   Fasr.  11.    kjo^.  • -I 
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Par  analogie  avec  le  dernier  paragraphe,  nous  devons  nous  attendre 
à  ce  que  l'expression 

-  (4)       f{x,y^-'P^q)à^-^Tp^dy-pdx)+^^{dz-  qdx) 

soit  une  différentielle  exacte. 
Il  faut  pour  cela  que 

iL(  f_    ry^Â  -   a^-l\    -    ±(^\ 

dy-y        f  dp        'idq)  ~  dx\dp)' 
dy\dq)         dz\dp 

Montrons  que  les  équations  de  Lagrange  (2)  découlent  des  équa- 
tions (5).  Observons  tout  d'abord  que,  dans  les  égalités  (5),  les  dé- 
rivées totales  doivent  être  prises  en  supposant  /?  et  ^  fonctions  de  x,  y 
et  z.  Multiplions  la  troisième  des  égalités  (5)  par  q  et  ajoutons  à  la 
première  ;  nous  obtiendrons 

dy  y        l'  dp        ^  ùq)  ^  ^dy\dq)         dx  \dp)  ^  ^  dz  \ôp 

Substituons  dans  cette  dernière  écjuation  aux  dérivées  totales  leurs 
expressions.  Après  quelques  réductions  nous  obtenons 

àf  ^    dV  dV  0--f     .    d'-fiôp    ^       dp    ^       ôp\ 

dy        dp  dx       "  dp  dy        "  dp  dz        dp^  \dx        "  dy        ^  dz  J 

^  dpdq\dx^Pdy^^  dz) 

En  substituant^'  et  ;'  à  p  et  q,  nous  obtenons  réquation 

'^l  -  JIL  ^  ^'JIL.  ^-'J!L^^"^^  -"JLL 

()y  ~  dy'd.r  '^■^  dy'dy  "*"  ^  df  dz  "^-^   dy'^  dy' dz'' 

(pii  n'est  autre  que  la  première  des  équations  (2). 

Ainsi,  les  équations  de  Lagrangc  (2)  découlent  des  égalités  (5). 
Mais  la  réciproqur-  n'a  jias  lieu;  des  deux  équations  de  I^agrange  (2) 
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né  peuvent  pas  être  déduites  les  trois  égalités  (5).  Il  s'ensuit  qu'en 
général  l'expression  (4)  ne  sera  pas  une  différentielle  exacte  pour  un 
système  quelconque  d'intégrales  intermédiaires  (3). 

Montrons  que  les  intégrales  intermédiaires  (3)  pourront  toujours 
être  choisies  de  façon  que  l'expression  (4)  soit  une  différentielle 
exacte. 

Dans  ce  but,  considérons  les  équations 

à^  _  0/^  0^  _   df 

dy  ~  df'         Oz  "  à?' 

où  p  est  une  fonction  inconnue  auxiliaire  de  x,  y  et  z. 

En  éliminant^'  et  z'  de  ces  équations,  nous  obtenons  une  équation 
aux  dérivées  partielles 

/-./  àc    àf    ai' 

Soit 

une  intégrale  complète  de  cette  équation. 

En  portant  la  valeur  trouvée  de  p  dans  les  équations  (G  ),  ces  équa- 
tions ne  seront  plus  indépendantes;  l'une  d'elles  sera  la  conséquence 
des  deux  autres.  Par  conséquent  les  valeurs  de  y'  et  de  z'  tirées  de 
deux  des  équations  (6)  satisferont  également  à  la  troisième  équation. 

Soient 

(7)  y=  P(^\yi=,a,h),         z'^q(x,y,z,a,h) 

ces  solutions. 

En  portant  les  valeurs  de  r,  y'  et  ::'  dans  les  équations  (6),  nous 
obtiendrons  des  identités. 

En  multipliant  ces  identités  par  dx,  dy,  dz,  et  en  les  ajoutant,  nous 
aurons 

d^---/{x,y,z,p,q)c)x+  ^^(ày-  pâx)+'^{dz-  q  dx). 
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Nous  en  concluons  que  les  ég-alités  (7)  transforment  l'expression  (4) 
en  une  dillérentielle  exacte.  11  reste  à  montrer  que  les  égalités  (7) 
seront  des  intégrales  intermédiaires  des  équations  de  Lagrange  (2). 
Cela  résulte  de  ce  que  les  égalités  (j)  sont  satisfaites;  or,  de  ces  éga- 
lités, comme  nous  l'avons  démontré  plus  haut,  découlent  les  équations 
de  Lagrange  (2). 

Dans  l'exposé  qui  va  suivre,  nous  supposerons  toujours  que,  dans 
les  intégrales  intermédiaires  (7),  les  valeurs  des  constantes  arbitraires 
a  el  b  sont  celles  qui  correspondent  au  chemin  de  Lagrange  considéré. 

Supposons  maintenant  que  les  intégrales  intermédiaires  (7)  soient 
choisies  de  telle  fa<;on  que  l'expression  (4)  devienne  une  flin'érentielle 
exacte;  dans  ce  cas,  l'intégrale  de  l'expression  (4)  ne  dépend  pas  du 
chemin  suivi,  mais  seulement  des  points  extrêmes.  En  remarquant  que 
dy  =  y'  Or,  Oz  =  z'  dx,  cette  intégrale  sera 

j  [a^-o', -m  p,  q)  +  %{/-  p)  +  ^(^'-  î)]^-^'- 

Etant  donné  que,  sur  le  chemin  de  Lagrange,  y'  =  p,  z'  =  q,  nous 
aurons  l'égalité 


f^f(^;y,,,p,g)+'£(y'-p)+^l(,'-y) 

Chemin  voisin. 


dx 


Ohrmin  de  LagrangR. 


La  première  intégrale  est  prise  le  long  d'un  chemin  voisin,  la  seconde 
le  long  du  chemin  de  Lagrange,  entre  les  mêmes  points. 

En  retranchant  les  deux  membres  de  cette  égalité  de  l'intégrale 


/A 


x,y,z,y',z')(lv, 

Cliduin  Yoi>in. 

prise  le  long  du  même  chemin  voisin,  le  second  nu'inhri'  de  l'égalité 
ainsi  obtenue  représente  raccroisseminl  lotal  di'  l'intégrale  (i)  que 
nous  désignerons  par  A. 
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Nous  avons  donc 


(8) 


/[/(•»'  >''  -'  /'  -')  -  /(^'7'  ->  P'  q) 


Chemin  voisin. 


|(/-/')-|(--'-?)]^-  = 


Ainsi  raccroissement  total  de  l'intégrale  se  trouve  exprimé  par 
l'intégrale  (8)  prise  le  long  d'un  chemin  voisin.  Supposons  que  le 
chemin  voisin  coïncide  avec  le  chemin  de  Lagrange,  sur  tout  son  par- 
cours, à  l'exception  d'une  partie  infiniment  petite  de  ce  parcours;  dans 
ce  cas,  le  signe  de  l'intégrale  (8)  est  le  même  cjue  celui  de  la  fonction 
sous  le  signe  d'intégration  : 

(  W(a7,  y,  z,  y,  z')  =  /{x,  y,  z,  y',  z')  -  f(x,  y,  z,  p,  q) 

Pour  l' existence  d'un  maximum  et  d'un  minimum,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  fonction  de  JVeierstrass  (  9  )  consr/ve  un  signe  constant 
le  long  d'un  chemin  voisin  avhitraive .  Pour  le  maximum  et  le  mi- 
nimum faihles,  y'  —  p  ç.\.  z—  q  sont  infiniment  petits;  pour  le  maxi- 
mum et  le  minimum  forts,  ils  ont  une  grandeur  finie. 

A  quelles  conditions  les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  sont- 
ils  exacts?  Nous  supposons  tout  d'abord  que  les  fonctions  inconnues  jy^, 
z  et  leurs  dérivées  y' ^  z'  soient  continues  entre  les  limites  de  l'inté- 
gration. 

D'autre  part,  la  première  variation  ne  peut  exister  que  dans  le  cas 

OU  fa  fonction  J{x,  y,  z,  y  ,  z  )  et  ses  dérivées  -y-,  -p>  -p,>  -777  sont 

continues  le  long  d'un  chemin  voisin  arbitraire,  ce  que  nous  suppose- 
rons toujours. 

Kn  outre,  nous  avons  vu  que  l'intégrale  de  l'expression  (4)  ne 
dépend  pas  du  chemin  suivi,  mais  seulement  des  points  extrêmes.  Ce 
résultat  n'est  exact  que  dans  le  cas  où  les  fonctions  entrant  dans  l'ex- 
pression (4)  sont  continues  sur  le  chemin  le  long  duquel  on  prend  l'in- 
tégrale. Mais  l'expression  (4)  contient  p(v,y,  z,  a,  h),  q{x,y,  z,a,  h); 
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ces  fonctions  doivent  'donc  être  continues  sur  un  chemin  voisin  arbi- 
traire. Nous  avions  déjà  supposé  que  y' et  s'  sont  continues  le  long  du 
chemin  de  Lagrange;  il  résulte  des  équations  (7)  que  p  el  g  sont  éga- 
lement continues  le  long  du  chemin  de  Lagrange,  mais  il  ne  s'ensuit 
nullement  que  ces  fonctions  soient  continues  sur  le  chemin  voisin. 
Nous  devons  donc  tenir  compte  de  la  condition  suivante  : 

Les  intégrales  intennédiaiies  (3)  doivent  être  des  fonctions  con- 
tinues des  variables  x,  y  el  z,  en  tout  point  d'un  chemin  voisin 
arbitraire. 

Ce  n'est  qu'en  imposant  les  restrictions  indiquées  plus  haut  que  nous 
pourrons  affirmer  l'exactitude  du  théorème  établi  ci-dessus  concernant 
la  dépendance  du  maximum  et  du  minimum  du  signe  de  la  fonction  de 
Weierstrass. 


IV.  —  Deuxième  méthode  pour  la  recherche  d'intégrales 
intermédiaires. 

Revenons  à  notre  dernier  problème,  à  la  recherche  du  maximum  et 
du  minimum  de  l'intégrale 


//(^■->%  -,y,  =')'^-^- 


Le  chemin  de  Lagrange  est  défini  par  les  équations  diflérentielles 

^^  dy~dj\dy')'  ôz~dx\dz')' 

Nous  avons  montré  (|U(!  les  intégrales  intermédiaires 

pou\aicnl  être  choisies  de  telle  façon  que  l'expression 
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devienne  une  difTérentielle  exacte.  Le  problème  avait  été  ramené  à 
Fintégration  d'une  certaine  équation  différentielle  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  Exposons  maintenant  une  autre  méthode 
pour  la  recherche  d'intégrales  intermédiaires. 

Déterminons  les  intégrales  des  équations  différentielles  de  La- 
grange  (i)  de  telle  façon  qu'elles  représentent  une  courbe  passant  par 
un  point  donné  (x^,y„,  z^)  situé  sur  le  chemin  de  Lagrange.  Ces  inté- 
grales contiennent  deux  constantes  arbitraires 

(3)  y  =  f(x,  a,b),         z  = 'i^(x,  a,  b). 

Ltant  donné  que  la  courbe  représentée  par  ces  équations  passe  par 
le  point  donné  (x,,,  y^,  z„),  on  aura  les  identités 

(4)  y„^f{x„,a,b),         s„='^(a7„,a,  6). 
Les  équations  (3)  nous  donnent 

(5)  y^cp'(x,a,b),         z'='y(x,a,b). 

En  tirant  a  ci  b  des  équations  (3)  et  en  substituant  leurs  valeurs 
dans  les  formules  (5),  nous  obtiendrons  les  intégrales  intermédiaires 
cherchées 

y^p(x,y,  z),         z'=q(x,y,z), 

qui  transforment  l'expression  (2)  en  une  différentielle  exacte.  Pour 
le  prouver,  considérons  l'intégrale 

(6)  ^  =  /  /(*■'>''  -'  /'  ^')'''-^'- 

En  remplaçant/,  j:,jk',  s' par  leurs  expressions  (3)  et  (5),  V  devient 
une  fonction  des  trois  quantités,  x,  a  et  b.  Prenons  la  différentielle 
totale  de  cette  fonction  par  rapport  à  ces  trois  quantités 

'  ^  4  \0f  '>'  +  ol  "'  -^  oy  'y  +  iJ?  '')  '^'^' 
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en  posant 

cy  —  -r^  da  -\-  ^  db,         oz  =  -^  ôa  +  -^]  do, 
■^  da  do       ^  àa  db       ^  ^ 

Sy'  =  -^-  da  +  -4r  àb,         oz'  =  ~-  da  -h  ~  db. 
■^  da  db       ^  da  db 

En  vertu  des  équations  de  Lagtan^e  (i  ),  nous  pouvons  substituer 

dans  la  formule  (7)  -^  (^) ,  -^  (|:)  à  |  et  ^. 

rv         •  .  1  t^    /    .  ^  /  d^Y    d^z 

Ue  même,  on  peut  remplacer  cy  et  0:;  par  -r^.  -r— • 

L'expression  placée  sous  le  signe  /  devient  une  difîérenfielie  totale, 
et  l'on  aura,  en  intégrant, 

Dans  cette  expression,  les  deux  derniers  termes  disparaissent, 
puisque  lyel  Iz  sont  nuls  pour  a;  =  X(,  en  vertu  des  identités  (4).  Nous 
aurons  donc 

(8)  dV=f{u:,y,z,y',z')dx+IL,oy+^,tz. 

Substituons,  dans  cette  dernière  formule,  à  a  et  è  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (3);  y  et  ^'  deviennent  égales  à  p,  et  z'  et  t|/'  à  q. 
En  difiérentiant  ensuite  les  équations  (3),  par  rapport  à  toutes  les  va- 
riables, nous  trouvons 

dv  =  <:j'  dx  +  -^  da -\-  -^  db ,         dz  =  'l'  dx  +  -^da+'-^  db: 
'  da  du       ^  '  da  db       ' 

d'où 

oy  =  dy  ~  p  dx,  ^z  =  dz  —  q  dx. 

La  formule  (8)  prend  donc  en  définitive  la  forme  suivante  : 

(9)  i^  =/{-^;y,  z,  p,q)dx-h  ^^{ày-pdx)  +  '^{dz   -  qdx). 

En  résumé  : 

Substituons  à  y,  z,  y'  et  z'  leurs  expressions  (3)  ''/(:')),  rt  cU'aluons 
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l'intégrale  (6);  mnptaçons  ensuite  a  et  h  par  leurs  expressions 
tirées  des  équations  (3),  la  différentielle  totale  de  la  fonction  ainsi 
obtenue  s'exprimera  par  la  formule  (9). 


V.  —  Conditions  accessoires. 

Supposons  que  nous  ayons  à  trouver  le  maximum  et  le  minimum  de 
l'intégrale 

de  façon  qu'on  ail  en  même  temps 

(,)    ff,cU  =  A„         ff,àx  =  A,,        ff,d.v  =  A„ 

le  nombre  de  ces  équations  de  condition  étant  ([uelconque  et  toutes 
les  intégrales  étant  prises  entre  les  mêmes  limites. 

Ce  problème  peut  être  ramené  à  la  recbercbe  du  maximum  et  du 
minimum  absolu  de  l'intégrale 


-»' 


/ 


F  ôx, 

dans  laquelle 

F  =/  +  '^./i  +  h  A  -+-  >^3.A  +  •  •  -, 

À, ,  Xo,  A3  étant  des  facteurs  constants.  Ces  facteurs  peuvent  être  choisis 
de  façon  à  satisfaire  aux  égalités  de  condition  (1). 

Outre  les  conditions  mentionnées  plus  haut,  on  rencontre  dans  le 
calcul  des  variations  des  conditions  d'un  autre  genre.  Examinons  le 
cas  le  plus  sim[)le. 

Supposons  que  nous  ayons  à  déterminer  jk  d  -  en  fonction  de  x  de 
façon  à  satisfaire  à  l'équation 

(2)  <f>(x,y,z,y,s')  =  o, 

Journ.  de  Math,  ('i"  série),  tome  \.  —   Kasc.  II,   ir)o5.  l5 
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et  que  l'intégrale 

(3)  fF(x,y,z,y,z')dx 

soit  maxinia  ou  minima. 

Dans  le  calcul  des  variations,  ce  problème  est  résolu  de  la  façon 
suivante.  Considérons  la  fonction 

$  =  F  -h  p.9, 

[JL  étant  une  fonction  inconnue  auxiliaire  de  la  variable  x.  On  déter- 
mine les  trois  fonctions  inconnues  à  Taide  de  Téquation  (2)  et  des 
équations  de  Lagrange 


d   fd^\ 
dxXdy'Y 

d* 

Tz  " 

d   /d* 

Ici  encore,  on  peut  démontrer  que  les  intégrales  intermédiaires 

(4)  7'=/'(-*-,r, -),      -'  =  ?(-r,  r,  =),      i^  =  [^(-t',7, -) 

peuvent  être  choisies  de  telle  façon  que  l'expression 

(5)       O  (a-,  J,  ;,  p,  q)ô.v  +  '^^{dy  -  p  ilr)  4-  ^  (,)z  -  q  àx) 

devienne  une  différentielle  exacte.  Ces  intégrales  intermédiaires 
peuvent  être  trouvées  de  deux  façons  dinércnles,  comme  nous  l'avons 
indicjué  dans  les  paragraphes  III  et  IV. 

Etant  donné  que  l'expression  (5)  devient  une  diflérentielle  exacte, 
nous  arrivons  à  cette  conclusion  que  l'accroissement  total  de  l'inté- 
gralc(3)  ])eut  être  exprimé  par  l'intégrale 

j  [<I>  (x,  y,  z,  y\  z')  -  4»  (,r,  y,  -,  p,  q) 

-  j/7(r-p)-^(-  -y) z^-^, 

prise  le  long  d'un  chcruin  M)isln. 

Le  signe  de  cette  intégrale  dépend  fie  celui  de  la   ftitictidii  sous  le 
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signe    /  : 

j  W  {x,  y,  z,  y,  z')  =  $ (x,  y,z,y,z')-^{  x,  y,  z,p,y) 

La  seule  diflerence  entre  ce  problème  et  le  problème  précédent  est 
que,  dans  le  cas  présent,  il  faut  examiner  le  signe  de  la  fonction  de 
Weierstrass  (6)  pour  celles  des  valeurs  des  variables  qui  satisfont  à 
l'équation  de  condition  (2). 

Les  conditions  restrictives  sont  ici  les  mêmes  qu'auparavant.  Tout 
d'abord,  les  fonctions  y,  z,  y',  z'  et  [j.  doivent  être  continues  entre 
les  limites  d'intégration;  en  second  lieu,  la  fonction  $  et  ses  dérivées 

d"^     d<i>     d't>     d<t>    ,   ■       ^    .  .  ,      ,  ,        , 

-x->  -j-»  -j-j'  -T-1  doivent  être   continues   le    loua'  du   cliemin   voisin 

oy     o:     oy     oz  ~ 

arbitraire. 

Le  maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale  (i)  ne  dépendent  du 
signe  de  la  fonction  de  Weierstrass  (G)  que  dans  le  cas  où  les  inté- 
grales intermédiaires  (4)  sont  continues  le  long  d'un  chemin  voisin 
arbitraire. 

L'analyse  précédente  peut  être  étendue  à  un  nombre  quelconque  de 
variables,  avec  un  nombre  quelconque  de  conditions  accessoires. 


VI.  —  Dépendance  du  maximum  et  du  minimum  du  signe 
de  la  fonction  de  "Weierstrass. 

Bornons-nous  à  l'étude  de  l'intégrale  la  plus  simple 

(i)  f/(x,y,y)ôx- 

mais  les  résultats  que  nous  allons  établir  peuvent  être  étendus  au  cas 
le  plus  général  du  calcul  des  variations. 

Nous  avons  montré  au  paragraphe  II  que  l'accroissement  total  de 
l'intégrale  (1)  s'exprime  par  l'intégrale  : 
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prise  le  long  d'un  chemin  voisin;  nous  avons  vu  que  le  signe  de  la 
dernière  intégrale  dépend  de  celui  de  la  fonction  sous  le  signe   /  : 

Ce  résultat  n'est  exact  que  dans  le  cas  où  l'intégrale  intermédiaire 

(2)  y  =  p{x,y) 

est  une  fonction  continue  des  deux  variables  x  et  y  sur  le  chemin 
voisin. 

Nous  supposons  que  y'  est  continue  le  long  du  chemin  de  Lagrange; 
il  s'ensuit  que  p  (x,  y)  est  également  continue  le  long  du  même 
chemin,  l'équation  (2  étant  vérifiée  identiquement  sur  le  chemin  de 
Lagrange.  Mais,  si  la  fonction  p  (.i',  jk)  ^i*'  continue  sur  le  chemin  de 
Lagrange,  il  ne  s'ensuit  nullement  cjue  cette  fonction  soit  également 
continue  sur  un  chemin  voisin. 

Sur  ce  chemin,  la  fonction ^(,r,j')  peut  être  discontinue  dans  deux 
cas  que  nous  indiquerons  plus  loin. 

Supposons  que  la  fonction  p(x,y)  ait  un  point  critique  sur  le  che- 
min de  Lagrange. 

On  appelle  point  critique  an  point  où  plusieurs  valeurs  d'une 
fonction  multiforme  deviennent  égales. 

Supposons  qu'en  parcourant  le  chemin  de  Lagrange,  la  fonction 
p(x,y)  change  de  valeur,  en  passant  par  le  point  criti(|ue.  11  est  clair 
que  la  fonction  p(x,y)  ne  cesse  pas  d'être  continue,  attendu  qu'au 
point  critique  pf(x,y)  =  p(x,y),  p,(x,y)  étant  la  nouvelle  valeur 
de  la  fonction.  Si  nous  pouvons  trouver  sur  le  chemin  voisin  un  point 
criti(pi('  pour  lecpicl  p,z=zp,  la  fonction /;(./■, j')  sera  également  con- 
tinue sur  ce  chemin.  Mais  si,  au  contraire,  il  n'y  a  pas  de  point  cri- 
tique sur  le  chemin  voisin,  il  est  impossible,  en  parcourant  ce  chemin, 
de  passer  d'une  manière  continue  de  la  valeur  p  à  la  valeur/*,.  Dans 
ce  cas,  le  résultat  trouvé  |)ar  nous  est  inexact  :  lr  ma\imiim  el  le 
miniiiiuMi  ne  peuvent  pas  être  détermines  par  le  signe  de  la  fonction 
(je  W  eiersliass,  et  il  V  a  iiieerl  itude. 
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Examinons  ces  cas  avec  plus  de  détails. 

La  fonction  p(x,y)  contient  deux  variables;  par  conséquent,  les 
points  critiques  de  cette  fonction  seront  situés  sur  une  certaine  ligne 
critique  : 

Tout  d'abord,  faisons  observer  que,  sous  le  nom  de  chemin  de 
Lagrange,  nous  n'entendons  que  la  partie  de  ce  chemin  le  long  de 
laquelle  est  prise  l'intégrale  (i). 

Si  la  ligne  critique  (3)  n'a  pas  de  point  commun  avec  le  chemin 
de  Lagrange,  le  maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale  (i)  dépendent 
du  signe  de  la  fonction  de  Weierstrass, 

Supposons  maintenant  que  la  ligne  critique  (3)  a  un  point  com- 
mun avec  le  chemin  de  Lagrange;  dans  ce  cas,  il  faudrait  voir  si  la 
ligne  critique  coupe  le  chemin  de  Lagrange  ou  non. 

Supposons  que  la  ligne  critique  KK'  coupe  le  chemin  de  La- 
grange LL'  au  point  A  {fig.  i).  Dans  ce  cas,  sur  tout  chemin  voisin. 


nous  pouvons  trouver  un  point  critique  B  ou  B'  où  p  se  transforme 
en  yj|,  sans  solution  de  continuité.  Dans  ce  cas,  le  maximum  et  le 
minimum  de  l'intégrale  (i)  dépendent  du  signe  de  la  fonction  de 
Weierstrass. 

Supposons  que  la  ligne  critique  KK'  ne  traverse  pas  le  chemin  de 
Lagrange  LL'  au  point  A  communaux  deux  courbes  (yZi.'-.  2).  Dans  ce 
cas,  il  n'existe  pas  de  point  critique  sur  le  chemin  voisin  LBL'  et,  par 
conséquent,  on  ne  peut  pas  transformer  d'une  manière  continue 
p  en/?,  en  parcourant  LBL'.  Dans  ce  cas,  le  mavinnim  elle  minimum 
de  l'intégrale  (i)  restent  douteux.  Kn  d'autivs  termes  : 
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Le  maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale  (i)  sont  douteux 
lorsque  la  ligne  critique,  tout  en  ayant  un  point  commun  avec  le 
chemin  de  Lagiange,  ne  le  traverse  pas  en  ce  point. 

Fie.  2. 


Ce  cas  douteux  sera  élucidé  dans  le  paragraphe  suivant. 
Une  fonction  de  plusieurs  variables  peut  avoir  un  point  d'indéter- 
mination. 

Nous  appellerons  point  d'indétermination  un  point  où  une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  a  une  râleur  indéterminée  qui  dépend 
du  c/iemin  qui  nous  amène  à  ce  point. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction 


Au  point  (x  =  o,  y  =  o)  cette  fonction  [icut  prendre  une  valeur  ar- 
bitraire, ce  qui  est  facile  à  montrer.  Supposons  qne  nous  approchions 
du  |)(iinl  (x  =  o,  y  ^  o)  en  suivant  la  parabole  y  =  ihx'-  —  x\  nous 

aurons 

X  -\- y    lit   • 

i'oiir  X  =  o,  la  fond  ion  devient  égale  à  li. 

Supposons  inainlenant  (pie  la  fonction  p(x,y)  ail  un  jioiut  d"ind(''- 
termination  sur  le  chemin  de  Lagrange;  l'existence  d'un  tel  point  no 
rend  pas  la  fonclion  discontinue  sur  ce  chemin.  Nous  pouvons  former 
un  chemin  voisin  avec  di-ux  couihes  qui  se  renconirent  au  point  d'in- 
déterminalioii  sous  un  angle  (luelcoinpic  Sui'  ini  tel  chemin,  la  foiu-- 
tinn  //(.'',  y)  sera  discouliniic  Dans  ce  cas,  Ir  maximum  et  le  inini- 
iiium  restent  douteux. 

//''  nidriinuiii  fl  le  niininiuni  de  V intégrale  (i)  restent  douteux 


CALCUL    DES     VARIATIONS     D  APRÈS    WEIERSTBASS.  II9 

si  l'intégrale  intermédiaire  {i)  a  un  point  d'indétermination  sur 
le  chemin  de  Lagrange. 

Ce  cas  douteux  sera  élucidé  dans  le  paragraphe  VIU. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  indiquer  à  quels  signes  on  peut  recon- 
naître d'avance  si  la  ligne  critique  (3)  traverse  le  chemin  de  Lagrange 
ou  non.  Cette  question  peut  être  résolue  d'une  façon  très  simple. 
Prenons  deux  points  infiniment  voisins  situés  de  part  et  d'autre  de 
la  ligne  critique  (3);  substituons  les  coordonnées  de  ces  points  dans 
l'intégrale  intermédiaire  (2).  Si  y'  est  réelle  aux  deux  points,  la  ligne 
critique  traverse  le  chemin  de  Lagrange;  si  y  est  imaginaire  pour  l'un 
des  deux  points  et  réelle  pour  l'autre,  la  ligne  critique  (3)  ne  peut 
pas  traverser  le  chemin  de  Lagrange;  enfin,  si  y'  est  imaginaire  pour 
les  deux  points,  la  ligne  critique  n'a  pas  de  points  communs  avec  le 
chemin  de  Lagrange. 

Pour  avoir  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  cri- 
tique (3),  nous  supposerons  la  coordonnée  x  arbitraire,  et  la  coor- 
donnée 

où  0  est  une  quantité  infiniment  petite. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'intégrale  intermédiaire  ait  la  forme 
suivante  : 


(4)  y  =  -ix-'  +  {y -x-')^ly-x-. 

Les  deux  valeurs  de  la  fonction  qui  figure  au  second  membre  sont 
égales  entre  elles  dans  les  deux  cas  suivants  : 

(5)  •  y=x\ 
((;)  y  =  x\ 

La  ligne  critique  (j)  ne  peut  pas  traverser  le  chemin  de  Lagrange, 
car,  en  posant  y  =  x'-  —  S-,  la  valeur  de^'  tirée  de  l'équation  (4)  est 
imaginaire.  En  ce  qui  concerne  la  ligne  critique  (G),  elle  traverse  tout 
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chemin  de  Lagrange,  car,  en  posant  y  =  .r'  ±  2^,  la  valeur  de  y'  tirée 
de  l'équation  (4)  est  réelle  ('). 

VII.  —  Points  conjugués. 
Prenons  de  nouveau  l'intégrale  la  plus  simple 

Tout  ce  que  nous  allons  démontrer  pourra  s'appliquer  au  cas  le  plus 
général.  Nous  avons  vu,  dans  le  paragraphe  précédent,  que  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de  l'intégrale  (i)  restaient  douteux  lorsque  la 
ligne  critique,  tout  en  ayant  un  point  commun  avec  le  chemin  de  La- 
grange,  ne  traverse  pas  ce  chemin.  Celle  circonstance  a  pu  se  pro- 
duire par  suite  du  choix  spécial  de  l'intégrale  intermédiaire.  En  eiïet, 
l'intégrale  intermédiaire  est  susceptible  de  formes  diverses.  Voyons 
quelle  forme  il  faut  donner  à  l'intégrale  intermédiaire  pour  que  la 
question  de  lexislence  du  maximum  et  du  minimum  puisse  être  résolue 
sans  le  moindre  doute. 

Supposons  que  nous  sachions  trouver  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion différentielle  de  Lagrange 

dy        dx  \dy'J 

Déterminons  les  constantes  d'intégration  de  telle  façon  (pie  la  ligne 
représentée  par  l'intégrale  j)asse  par  le  point  initial  (-/'„,  _>'„)  du  che- 
min de  Lagrange  considéré.  A[)rèscela,  réfjualion  contiendra  encore 
une  constante  arbitraire 

(2)  y  =  ^(x,a). 

Kn  substituant  la  valeur  de  a  tirée  de  cette  équation  dans  l'éipialion 

y=<p'(,r,a), 


(')  Si,  bien  entendu,  ,r  est  plus  grand  que  l'unité;  dans  le  cas  contraire,  la 
ligne  critique  (3)  n'a  pas  de  point  commun  avec  le  ciiemin  de  Lagrange. 
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nous  obtiendrons  Tintégrale 

(3)  y'^pix.y) 

sous  la  foi^me  qui  permet  de  résoudre  les  cas  douteux  indiqués  dans  le 
paragraphe  VI. 

Nous  n'examinerons  que  le  premier  de  ces  cas. 

Remarquons  tout  d'abord  que  ré(piation  (2)  représente  le  système 
des  chemins  de  Lagrange  passant  par  le  point  donné  (./;„,  Ko)- 

Supposons  que  la  fonction  (3)  ait  une  ligne  critique,  dont  l'équa- 
tion est 

Il  est  convenu  d'appeler  poiFil  conjugué  d'un  point  Initial  (j-'o,yo  ) 
le  point  commun  à  la  ligne  critique  (4)  et  au  chemin  de  Lagrangc. 
Nous  avons  à  résoudre  la  question  de  l'existence  du  maximum  et  du 
minimum  au  delà  du  point  conjugué. 

Au  paragraphe  VI  nous  avons  montré  que  le  cas  est  douteux  lorsque 
la  ligne  critique  (4),  tout  en  ayant  un  point  commun  avec  le  chemin 
de  Lagrange,  ne  traverse  pas  ce  chemin.  Ce  cas  douteux  est  résolu 
ici  dans  ce  sens  qu'au  d(^là  d'un  tel  point  conjugue,  il  n'existe  ni 
maximum.,  ni  minimum.  En  effet,  menons  par  le  point  donné  A  deux 


chemins  de  Lagrange  infiniment  voisins  l'un  d(>  l'autre: 

mins  se  couperont  nécessairement  eu  un  autre  point  ('  {Jlg-  3). 

Supposons   (|uc   la    fonction    de  Weierstrass   soit   positive.    Etant 
donné  que  le  chemin  AD(^  ne  contient  pas  de  point  crilii|U(',   l'iiité- 

Journ.  de  Matli.  (ti"  série),  loiiiel.  —  Fasc.  11,  lyoJ.  ' '^ 
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çrale^O  prise  le  loni;'  de  ce  chemin  est  minima.  celle  intégrale  est 
donc  plus  petite  que  celle  prise  le  long'  du  chemin  de  Lagrange  ABC 
infiniment  \oisin  du  chemin  de  Lagrange  ADC.  11  s'ensuit  que  Fin- 
tégrale  (i)  prise  le  long  du  chemin  ABC  n'est  pas  aiinimum  bien  ([ue 
la  fonction  de  Weierstrass  soit  positive.  c.  o.  f.  d. 

Faisons  ici  quelques  remarques  au  sujet  de  la  ligne  critique  (4). 

11  peut  arriver  que  la  ligne  critique  (])  soit  une  intégrale  de  l'équa- 
tion difTérentielle  (3).  Dans  ce  cas,  la  ligne  critique  (4')  est  l'enve- 
loppe des  chemins  de  Lagrange  issus  du  point  (x'„,yo).  C'est  ce 
dernier  cas  qui  est  étudié  ordinairement  dans  les  Traités  du  calcul 
des  variations.  Mais  il  peut  y  avoir  d'autres  cas. 

Il  peut  arriver  que  la  ligne  crilique  (4)  ne  soit  j>as  une  intégrale 
de  l'écjuation  dill'érentielle  (3).  Dans  ce  cas,  la  ligne  critique  (4)  ne 
sera  plus  l'enveloppe  des  chemins  de  Lagrange,  mais  elle  contiendra 
ou  les  points  de  contact  des  chemins  de  Lagrange  issus  d'un  même 
point  (xg^y^),  ou  bien  les  points  multiples  des  chemins  de  Lagrange 
à  branches  tangentes. 


VIII.   —  Cas  où  deux  points  ne  déterminent  pas  complètement 
le  chemin  de  Lagi^ange. 

Reprenons  l'étude  de  l'intégrale  la  plus  simple 

L'équation  difTérentielle  de  Lagrange  est 

Déterniiiions  rinli'gralr  coiiiplèle  de  telle  façon  cpie  la  courbe  passe 
|)ar  le  jiniiil  initial  {x^y,  y\)  an  chemin  de  Lagrange.  Soit 

(3)  y  =  o{x,a) 
cette  intégiale.   Nous  avons  donc  I  identité 

(4)  V,^o(x„,aj. 
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En  portant  dans  ré([uation 

la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation  (3),  nous  obtiendrons  l'intégrale 
intermédiaire 

(5)  y =/>(■'■•.  7), 

qui  nous  permettra  de  résoudre  les  cas  douteux  indiqués  dans  le  para- 
graphe VI.  Le  premier  de  ces  cas  douteux  est  déjà  résolu;  occupons- 
nous  maintenant  du  second. 

Montrons  tout  d'abord  que  l'intégrale  intermédiaire  (o)  devient 
indéterminée  au  point  initial  (./;„,  y„).  En  etTet,  l'équation  ("  V)  donne 
la  direction  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  du  chemin  de  La- 
grange  (3);  mais,  au  point  (./;„,  )/„),  tous  les  chemins  de  Lagrange 
représentés  par  l'équation  (3)  se  rencontrent  sous  des  angles  dillé- 
rents.  Il  s'ensuit  que  />("£■„,,>'„)  devient  indéterminée;  (.r„,  _}'-„)  est 
donc  un  point  d'indétermination  de  la  fonction  /"(a;,  y). 

Supposons  qu'il  existe  un  autre  point  (c,,  y,)  par  lequel  passent 
tous  les  chemins  de  Lagrange  représentés  par  l'équation  (3);  nous 
aurons  donc  l'idenlité 

(6)  j,  =  9(.r,,a). 

Ce  point  doit  être  un  point  d'indétermination  de  la  fonction  yD(x,  r). 
Ainsi,  il  existe  deux  points,  (.r„,  k„)  et  (x,,y,),  qui  ne  déterminent 
pas  complètement  le  chemin  de  Lagrange.  Appelons  ces  points  :  j)oinls 
opposés  ('  ) . 

Deux  points  sont  dits  opposés  si  les  équations  du  rhemiu  de 
Lagrange  passant  par  ces  points  contiennent  une  constante  arbi- 
traire. 

Montrons  mainleiiaiit  (|uc  l' intégrale  (i)  prise  le  long  du  (Iteniin 
de  Lagrange  entre  deux  points  opposés  ne  dépend  pas  de  la  con- 


(')  Dans  la    leclieirlie  du  rlieinin   le   plus  eouil  sur  la  surface  d'une  >|)lière, 
ces  pjoinls  sont  rt'ellenienl  diauiétinleinciit  opposés. 
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stanle  arbitraire    figurai) f    dans  V équation   du  chemin    de    La- 
grange  (3). 

Posons 

(7)  \^  f"f(x,y,y)dx. 

En  substituant  à  y  sa  valeur  (3),  Tintégrale  (7)  devient  une  fonc- 
tion de  a.  Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  a  : 


=X'XIÊ-^*'- 


dv'  da 


Kn  vertu  de  l'équation  de  Lagrange  (2),  nous  pouvons  remplacer    -- 


<h' 


par  y  (  -7^  1  ;  en  outre,  -y-  peut  être  remplace  par  y-  (  7^  )■  Apres  ces 

substitutions,  l'expression  sous  le  signe  /  se  transforme  eu  une  dilTé- 
rentielle  exacte  : 


da        J  \dy' 


da  I 


Nous  en  déduisons 


d\  _  I  d/  do 
dy'  da 


da 


\ÈL'h. 

I  ày'  da 


Le  second  membre  est,  eu  vertu  des  identités  (4)  et  (G),  égalàzéro. 
Donc 

da 


o. 


Pai'  consé(|iiciil,  l'intégrale  (7)  ne  dépend  pas  de  a. 

Il  résulte  de  ce  théoièiiic  (|u'aii  delà  duii  point  opposé,  l'inté- 
gi'ale  (1)  n'est  pas  niiniina  nième  dans  le  cas  où  la  foiRlion  de  Weier- 
slrass  est  posilnc 

Soient,  on  effet,  A  el  I!  ilcii\  |i(iiiits  opposés  siluf's  sur  le  clii'iiiiii  de 
Lagrange  AC  {fig-  '\  )•  I'^mIic  ces  ilnix  pdinis,  mi  pcnl  liarcr  im  chc- 
iiiiii  (11' Liinraiiiii'  A I  )' 15  iiiiiiiiiiii'iii  \  msiii  dn  iliciiiiii  ddiiiK'.   l*-ii  vei'tu 
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du  théorème  que  nous  venons  de  démontrer,  les  valeurs  de  l'inté- 
gralo  (i)  prise  le  long-  des  chemins  ADB  et  AD'B  sont  égales  entre 
elles.  D'autre  part,  le  chemin  D'BC  se  compose  des  Ijranclies  de 
deux,  chemins  de  Lagrangc.  On  peut  donc  tracer  un  chemin  de  La- 


0'      . 


grange  D'EC  infiniment  voisin  du  chemin  D'BC.  Nous  supposons  que 
la  fonction  de  Weierslrass  est  positive;  il  s'ensuit  cjue  la  valeur  de 
l'intégrale  (i\  prise  le  long  du  chemin  D'EC,  est  plus  petite  que  celle 
de  la  même  intégrale  prise  le  long  du  chemin  D'BC.  Il  résulte  de  ce 
qui  précède  que  la  valeur  de  l'intégrale  (i)  prise  le  long  du  chemin  de 
Lagrange  ADBC  est  plus  grande  que  celle  de  la  même  intégrale  prise 
le  long  du  chemin  voisin  AD'EC.  Ainsi  se  trouve  démontré  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  le  chemin  de  Lagrange  contient  deux  points  opposes,  l'inté- 
grale (i)  prise  le  long  d\in  tel  chemin  n'est  ni  maxima  ni  mininta, 
même  dans  le  casoii  la  fonction  de  Weierstrass  est  toujours  positive 
ou  toujours  négatiic. 

Les  résultats  établis  dans  les  paragraphes  VI,  VII  et  VIII  peuvent 
être  aisément  étendus  au  cas  le  plus  général  du  calcul  des  variations. 


IX.  —  Détermination  du  signe  de  la  fonction  de  Weierstrass. 

Montrons  en  ([uciques  mots  à  (pioi  se  réduit  la  recherriie  du  signe 
de  la  tonctioii  dr  \\  cicfsLrass. 

(  lomiiicMçons  par  le  cas  le  plus  simi|)Ii'  : 

(i)  f/(x,y,y')<)x. 
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La  fonction  de  Weierstrass.  comme  nous  l'avons  montré  dans  le 
paragraphe  II.  a  pour  expression 

(2)      \\{x,y,y')=f{x,y,y)  -  f(x, y,  p) —  ^(y' —  p). 

Pour  un  maximum  et  un  minimum  faibles,  j)^' —  p  est  une  ([uantité 
infiniment  petite. 

Montrons  comment  on  procède  dans  ce  cas,  pour  déterminer  le 
signe  de  la  fonction  (2). 

Le  signe  de  cette  fonction  est  le  même  que  celui  de  l'expression 

/o\  2\V(j-,/,  y') 

^    -^      ■  (v'-pY 

Pour  y'  ^p,  cette  expression  se  présente  sous  une  forme  indéter- 
minée; sa  valeur  vraie  est 

//N  ■  0\n.r.r,p) 

^^^  dp'- 

Lorsque  le  point  (.r,  y)  situe  sur  le  chemin  voisin  se  rapproclie  du 
chemin  de  Lagrange,  p  tend  vers  j''  et  l'expression  (4)  vers 

(5)  à''/i^,r^/). 

Les  fonctions  ('3),  (/j)  et  (.))  dilVèrent  entre  elles  de  (pianlilés  infi- 
niment petites;  le  signe  de  la  fonction  ("))  sera  donc  le  même  (pic 
cehii  de  la  fonction  (3).  Par  conséquent  le  problème  se  ramène  à  la 
recherche  du  signe  de  la  fonclion  (j)  en  cl^upu'  point  du  chemin  (li> 
Lagrange. 

Si  la  ff)ncti()n  (  j  )  couscinc  un  signe  conslaut,  liutégrale  {^i)  est, 
suivant  le  signe  de  (")),  ma\ima  ou  minima. 

11  peut  arriver  cpic,  eu  un  point  (H,  •/))  du  cluMuin  de  Lagrange,  la 
l'onction  (,^))  devienne  égale  à  zéro  ou  à  co;  dans  c(>  cas,  le  signe  de  la 
fonction  (3)  reste  inconiui.  mais  on  posera 

X  =  \-^  or,         y  —  -^  4-  oy-,         Y  —  P  -^  ^P' 
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et  Ton  examinera  le  signe  de  la  fonction  (2)  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  ex,  cy,  op.  On  ne  peut  pas  donner  de  règle  générale 
pour  cette  analyse. 

Pour  le  maximum  et  le  minimum  forts,  y'  —  p  est  finie.  Dans  ce 
cas,  il  est  impossible  d'indiquer  de  règle  générale  pour  la  détermi- 
nation du  signe  de  la  fonction  de  Weierstrass  (2). 

Considérons  maintenant  l'intégrale  plus  générale 

(6)  J'F(x,y,z,y',z')dx. 

Nous  avons  montré  au  paragraphe  III  que  la  fonction  de  Weier- 
strass a  la  forme  suivante  : 

\  w  =  F(-^-, y,  -, y\  --'  )  -  1^ i-^; y,  -»  p,  q) 

Pour  le  maximum  et  le  minimum  faibles,  il  faut  poser 
y'=p-^op,  z'=q-^oq, 

où  op  et  og  sont  des  quantités  infiniment  petites.  En  faisant  cette 
substitution  et  en  ne  conservant  que  les  termes  de  l'ordre  le  moins 
élevé,  nous  aurons 

(«)  2W  =  —0p-  +  '2^^^0p0g  +  ^0y^ 

Si  le  point  du  chemin  voisin  se  rapproche  du  chemin  de  Lagrange, 
p  ei  q  tendent  vers  y'  et  z',  et  :i  W  vers 

(9)  ~^^^à7'-^P'^''à/ô?°^"'^^d^'^'^'- 

La  différence  entre  les  fonctions  (8)  et  (9)  s'exprime  [)ar  des  quan- 
tités infiniment  petites  d'ordres  supérieurs  au  second;  ces  fonctions 
sont  donc  du  même  signe.  Il  reste  à  examiner  le  signe  de  l'expres- 
sion (9)  en  chaque  point  du  chemin  de  Lagrange  pour  des  valeurs 
arbitraires  de  op  et  de  oq. 


!■>. 
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Si  l"e\prcssion  (9)  conserve  un  signe  constant,  l'intégrale  (6)  est, 
suivant  le  signe  de  (9),  niaxinia  ou  minima. 

Il  peut  arriver  que  l'expression  (9),  tout  en  conservant  un  signe 
constant,  s'annule  en  un  point  (S,  y],  "C)  du  chemin  de  Lagrange  pour 
des  valeurs  particulières  de  ^p  et  de  8q.  Dans  ce  cas,  le  signe  de  la 
fonction  de  ^\eierstrass  (7)  reste  inconnu.  Ce  signe  reste  également 
inconnu  lorsqu'au  un  point  cjuelconque  (^,  y],  !^)  du  chemin  de  La- 
grange, l'expression  (9)  devient  infinie.  Dans  ce  cas,  il  faut  poseï' 
X  =  ^-+-  ox,  y  =  Y]  -h  oj,  z  =  ï,-h  oz-,  y' =  p -h  op,  z'  =  cj  -\-  0^,  et 
examiner  le  signe  de  la  fonction  (7)  pour  des  valeurs  infiniment  pe- 
tites de  ox,  oy,  or,  0^,  oq.  Il  est  impossible  d'indiquer  des  régies 
générales  pour  une  pareille  recherche.  Il  est  également  impossible  de 
donner  des  règles  générales  pour  la  recherche  du  maximum  et  du  mi- 
nimum forts. 

Supposons  maintenant  que  les  fonctions  inconnues  soient  liées  par 
l'équation  de  condition 

(10)  '  cp(j;,jK,  j,y,  :;')  =  o. 

Il  a  été  démontré,  dans  le  paragraphe  V,  que  la  fonction  de  Weier- 
strass  était  dans  ce  cas  : 

W  =  (D(x-,y,  z,  y,  z')  -  ip(x, y,  z,  p,  q)  -  ~(y'  -  p)  -  ^  (=■'  -  q), 

*  =  F  -I-  jj.9. 

Il  faut  tenir  compte  de  ce  que  les  intégrales  intermédiaires 

y  =  p{x,y,z),  z'^q(x,y,z) 

flfiivi'nl  satisfaire  à  ri''(|u;ilion  (1  o).  Il  est  facile  de  niDiiticr  (|ue,  dans 
le  cas  du  maximum  et  du  iiiiiiimum  l'ail)l('s,  le  problème  se  ramène  à 
l'examen  du  signe  de  l'expression 

en  (  li:i(|ui'  |iiiinl  (hi  cbriiiiii  di'  Lagrange  poni'  crllcs  des  valeurs  de  dp 


OU 


CAI.Ct!!.     DES    \AUlATIONS    irAPIiÈS    WEIERSTRASS.  1 29 

el  de  rjq  qui  satisfont  à  l'équation 

d'il      !\  (JO     >N 

Les  règles  permettant  de  déterminer  le  signe  de  la  fonction  de 
\\  eierstrass  dans  les  cas  considérés  dans  ce  paragraphe  peuvent  être 
étendues  facilement  au  problème  le  plus  général  du  calcul  des  varia- 
tions. 

X.  —  Problème  général  du  calcul  des  variations. 

Montrons  comment  les  résultats  obtenus  plus   haut   peuvent  être 
étendus  au  problème  le  plus  général  du  calcul  des  variations. 
Il  s'agit  de  trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale 

(0  /F(a:,  y, ,  . . . .  7„,  .7; ,  . . . ,  .>■;, )  d.c, 

les  variables  étant  liées  par  les  équations  : 

(2)     ©/(x,j,,....y„, /,,... ,j;)  =  o       (/=.,  2,... ,/??). 

Le  nombre  de  ces  relations  doit  être  inférieur  à  celui  des  variables, 

Nous  admettons  qu'il  est  impossil)le  d'éliminer  des  équations  (2) 

toutes  les  dérivées  y\ y\^-^  sans  cela  quelques-unes  d'entre   les 

variables  pourraient  être  exprimées  en  fonctions  des  autres  et  le 
nombre  des  variables  serait  réduit. 

Nous  supposons  également  que  l'intégrale  (i)  soit  prise  entre  des 
points  donnés,  c'est-à-dire  que  7,,  ...,y„  prennent  des  valeurs  don- 
nées pour  chacune  des  limites. 

Dans  le  calcul  des  variations,  ce  problème  est  résolu  de  la  façon 
suivante  :  Posons 

où  p.,,  . . .,  \}.„,  sont  des  fonctions  inconnues  auxiliaires.  Les  fonctions 
Ji5  •■■■,y,n  V-K,  ■■■,  [J-,,,  peuvent  être  déterminées  à  l'aide  des  équa- 

Journ.  de  Math,  («j-  série),  luino  I.  —  Fasc.  Il,  igoS.  I7 
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lions  (2)  et  des  équations  suivantes  de  Lagrange  : 

Il  a  été  montré  dans  le  paragraphe  III  que  Tintégration  des  équa- 
tions ditlérentielles  de  Lagrange  peut  être  ramenée  à  celle  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Nous  allons  donner 
ici  une  démonstration  plus  simple  de  ce  même  théorèuie. 

Posons 

où  V  est  une  certaine  fonction  inconnue  auxiliaire. 

En  éliminant^-',,  . . .,  y'„,  u. \j.,„  de  ces  équations  et  des  équa- 
tions (2),  nous  obtenons  une  équation  aux  dérivées  partielles  : 

Soit 

(7)  ''  =  <^('^',  Jn   ••■,,y«,   «n   ■••,  an)  +  C 

uuc  intégrale  complète  de  celte  é(pialioii. 

En  substituanl  la  \ali'ur  lroii\ée  d(^  la  fonclion  r  dans  les  éqiia- 
li(jns  (-4),  (5)  et  (2),  ces  écpiallons  admcllioiil  une  solution  de  la 
forme  : 

C*^)   ' y'i  =  ih{-^,y ,j«,  « ft,^      («  =  1,2, ...,//), 

(9)  !^'=  \^L{•^■>y^^  ■■■•  yn,  «1,  ■■■,('„)  (i~\,2,...,m). 

il  nous  fan!  démontrer  maintcnanl  (pic  l<'s  i''i|uali()ns  (8  )  et  (<))  sont 
des  inlégrab-'s  intermédiaires  des  équations  dillV'i-enticlles  de  Eagrange 
(■2)  et  (3).  11  faut  élahlii',  à  cet  ellel,  (pie  les  inl(''gral(;s  des  é(piations 
dill'éienlielles  (8^  jointes  aux  écjualions  ((j)  sont  des  intégrales  com- 
plètes des  équations  (2)  et  (3). 
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En  substituant  k  y\,  ...,  )/,  ^u ,  u„,  leurs  valeurs  (8)  et  (9) 

dans  les  équations  (2),  (4)  et  (5),  ces  dernières  deviennent  des  iden- 
tités. Prenons  alors  les  dérivées  des  deux  membres  de  Téqualion  (4) 
par  rapport  à  la  vaiiable  r,  ;  nous  aurons 


\    ()j,  ^^  d\>.i:    ÔYi  -^rJvI    TJr, 

(10)  '         '='  ^='  ■■     ^ 

La  première  V  du  premier  membre  de  cette  équation  disparaît, 
car,  en  vertu  des  équations  (2), 

En  outre,  les  dernières  ^  des  deux  membres  de  l'équation  (10)  se 
détruisent  en  vertu  des  équations(5).  Nous  avons  donc  définitivement 

^      ^  àj,  ~  Ox  ây,  '^  y^  dy,  àv,  +  "  •  •  "^  .'»'"  ôjr^.  * 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  trouvé  les  intégrales  com- 
plètes des  équations  différentielles  (8)  et  que  nous  ayons  substitué  dans 
les  équations  (2),  (4)  et  (5)  les  valeurs  trouvées  de  y,,  ....  y„,  ainsi 
que  celles  de  |j.,,  ...,  |j.,„  tirées  des  formules  (9).  Ces  écpiations  se 
transforment  alors  en  identités. 

Dans  cette  hypothèse,  prenons  les  dérivées  totales  par  rapport  à  .r 
de  chacune  des  équations  (5).  Nous  obtenons  ainsi 


àyc       -^'ày^ày,       ^  ' '^  ■'  "  <)y„dy)' 

En  comparant  les  écpialions  0  i)  et  (12),  nous  trouvons 

rK»   d    /  O'h  \ 

ôyi  ~  'd^\dyj' 
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Cela  prouve  que  les  équations  (8)  et  (9)  sont  des  intégrales  inter- 
médiaires des  équations  différentielles  de  Lagrange  (2)  et  (3). 

Nous  allons  établir  maintenant  une  propriété  plus  remarquable  en- 
core de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (G).  Cette  propriété  peut 
être  énoncée  ainsi  : 

Les  intégrales  complètes  des  équations  di (férentielles  de  La- 
grange (2)  et  (3)  peuvent  être  trouvées  à  l'aide  de  simples  diffé- 
renciations si  l'on  connaît  une  intégrale  complète  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  (6). 

En  substituant  'a  y\,  ...,  y'„,  [x,,  ...,  a„,  leurs  valeurs  (8)  et  (9), 
dans  les  équations  (2),  (4)  et  (5),  ces  dernières  se  transforment  ne 
identités. 

Prenons,  dans  cette  hypothèse,  les  dérivées  par  rapport  à  a,  de 
chacun  des  membres  de  Téquation  (4).  Nous  trouvons  ainsi  : 


k  =  m                                fi  —  Il 

•^  d'i>  ()[)./,         ■«rr  à'P    dy'/, 
*  - 1                       *  —  1 

k  =  «                                         A'  =  « 

~  ùxdai    '    Idyi^dYkOa,    '    ZàdYk 

k-\                                         A-  =  l     ' 

La  première  V  du  premier  membre  de  l'équation  s'annule  pour  la 

raison  indiquée  plus  haut;  les  deux  dernières  V  des  deux  membres 

de  I  équalion  se  détruisent  eu  vertu  des  équations  (5).  Nous  trouvons 
en  définitive  : 

dx  Oiii       -^  '  (Jj,  àcii       '  '  '       -^  "  djn  dui 

Va\  iiuilli[)lianL  par  ôx,  les  deux  membres  devienneul  des  ilill'éren- 
tielles  exactes.  Kn  intégrant,  il  vient  : 

(i3)  ^'  =  5^        («  =  i,  2,  ..., //). 
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Telles  sont  les  expressions  des  intégrales  complètes  des  équations 

différentielles  de  Lagrange  (2)  et  (3). 

Pour  la  recherche  du  maximum  et  du  minimum,  il  nous  tant  des 

intégrales  qui  soient  vérifiées  par  les  coordonnées  du  point  initial  du 

chemin  de  Lagrange.  Pour  trouver  de  telles  intégrales,  on  posera, 

dans  les  équations  (i  3), 

ôat 
OÙ  ('„  est  la  valeur  de  la  fonction  r  (7)  au  point  initial  : 

f'o  =  '■'(•^0,  .r.,'  •  •  ■  ' r«„'  «M  •  •  • ,  <in)  +  c. 

Les  intégrales  cherchées  seront 

En  tirant  a,,  . . .,  a„  des  équations  (i4)  et  en  substituant  leurs  va- 
leurs dans  les  équations  (8)  et  (g),  nous  obtiendrons  les  intégrales 
intermédiaires  qu'il  s'agissait  de  trouver  : 

(i5)  y,- =  ?/(-^-,  Jn  •••,  r„)        (?■  =1,  2,  ..., /*), 

(16)  [;.,  =  ij.,.(j;,  y,,  ....  r„)  (/ =  i ,  2,  , .  .,  ///). 

Considérons  maintenant  les  points  critiques  des  fonctions  (cî) 
et  (16).  Le  point  critique  des  fonctions  (i5)  et  (16)  est  âii  point 
conjugué  du  point  initiai. 

Les  points  critiques  des  fonctions  (ij)  et  (iG)  sont  situés  sur  une 
certaine  surface  (dans  l'espace  à  plusieurs  dimensions;  : 

(17)  'K *■'.>'"  ••■,.>'«)  =  "• 

Il  faut  examiner  la  [)osition  du  chemin  de  Lagrange  par  rapport  à 
la  surface  criticpu^  (17)-  Nous  considérerons  le  cas  général  où  la  fonc- 
tion (pii  figure  au  premier  membre  de  l'équation  (17)  ciiange  de  signe 
en  passant  |)ar  zéro.  Il  faul  alors- poser 

(18)  ■j/(x-,  j,,  ...,  j„)  =  ito% 

où  0  est  une  (juaulilé  infiniment  petite. 
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Examinons  maintenant  les  fonctions  (id")  et  (]6)  pour  celles  des 
valeurs  des  variables  qui  satisfont  à  l'équation  (i8).  Si  les  fonc- 
tions (i5)  et  (i6)  sont  réelles  pour  les  deux  valeurs  de  S-,  le  crité- 
rium fondamental  s'applique  malgré  la  présence  du  point  critique, 
comme  nous  l'avons  montré  dans  le  paragraphe  VI;  dans  ce  cas,  le 
maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale  (i)  dépendent  du  signe  de  la 
fonction  de  Weierstrass.  Si,  par  contre,  les  fonctions  (i5)  et  (iG) 
sont  imaginaires  pour  l'une  des  valeurs  de  o^  dans  (iH),  il  n'existe, 
au  delà  d'un  tel  point  critique,  ni  maximum,  ni  minimum,  même  si 
la  fonction  de  Weierstrass  conserve  un  signe  constant  comme  nous 
l'avons  montré  au  paragraphe  VII. 

Les  fonctions  (i5)  prennent  au  point  initial  du  chemin  de  Lagrange 
des  valeurs  indéterminées.  Si  le  chemin  de  Lagrange,  outre  son  point 
initial,  contient  encore  un  point  d'indétermination  de  l'une  des  fonc- 
tions (i5)  et  (i6),  il  n'existe,  au  delà  d'un  tel  point,  ni  maximum,  ni 
minimum,  même  dans  le  cas  où  la  fonction  de  Weierstrass  ne  change 
pas  de  signe.  Cette  propriété  a  été  démontrée  dans  le  paragraphe  VIII, 

La  fonction  de  Weierstrass  a  la  forme  suivante  : 


w = $  (x-,  j)', , . . . ,  7„,  7; , . . . ,  >-;,  ) 


h=n 


$(^-0'., •••,/«,  y,,--v  qn)  -'^ô^^i.n-qi')- 


Examinons  le  signe  de  cette  fonction  pour  celles  des  valeurs  des 
variables  qui  satisfont  aux  équations  (2). 

Pour  le  maximum  et  le  minimum  faibles,  le  problème,  consistant 
à  délerminei-  le  signe  de  la  fonction  de  Weierstrass,  peut  être  ramené 
à  la  recherche  du  signe  de  l'expression 


—  n    h:=n 


(^9)  ^'^ô:y-:w,^i'^'{'< 


1 7-  1     A  -  I 


en  chacun  des  points  du  chemin  de  Lagrange  jjoùr  celles  des  valeurs 
de  oy,,  . . .,  oq„  qui  satisfont  aux  équations 

^^-e7,+...+  ^oy„=o         (,'  =  !,  2,...,  m). 
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Pour  que  le  maximum  el  le  minimum  puissent  exister,   Texpres- 
sion  (19)  doit  conserver  un  signe  constant. 


Remarque. 

Dans  les  paragraphes  VII  et  VIII,  nous  avons  indiqué  deux  cas  où 
le  maximum  et  le  minimum  font  défaut,  même  si  la  fonction  de 
Weierstrass  conserve  un  signe  constant. 

Dans  ces  cas,  le  chemin  de  Lagrange  est  traversé  par  les  chemins 
de  Lagrange  inliniment  voisins  passant  par  le  point  initial.  Lorsqu'il 
existe  un  maximum  ou  un  minimum,  le  chemin  de  Lagrange  n'est  pas 
traversé  par  les  chemins  de  Lagrange  infiniment  voisins  passant  par  le 
point  initial. 

Nous  en  déduisons  le  tlicorème  suivant  : 

Si  un  chemin  de  Lagrange  n'est  pas  traversé  par  des  chemins 
de  Lagrange  infiniment  voisins  passant  par  te  point  initial,  Le 
maximum  et  le  minimum  relatifs  à  ce  chemin  dépendent  du  signe 
de  la  fonction  de  Weierstrass.  Si  un  chemin  de  Lagrange  est  tra- 
versé par  un  autre  chemin  de  Lagrange  infiniment  voisin  du  pre- 
mier el  passant  par  le  point  initial,  il  ny  aura  ni  maximum ,  ni 
minimum,  même  dans  le  cas  où  la  fonction  de  Weierstrass  conserve 
un  signe  constant  (  '  ). 

Ainsi,  le  problème  peut  être  ramené  à  la  recherche  du  point  d'in- 
tersection de  chemins  de  Lagrange  infiniment  voisins.  Mais  cette  re- 
cherche est  aussi  compliquée,  sinon  plus,  c[ue  la  recherche  des  points 
critiques  indicjuée  plus  haut.  Montrons  par  un  exemple,  choisi  parmi 
les  plus  simples,  comment  peut  se  faire  la  recherche  du  point  d'inter- 
section de  deux  chemins  de  Lagrange  infiniment  voisins. 


(')  Ce  théorème  parail  être  contredit  par  la  ligure  3  (p.  131).  Au  clieinin  de 
Lagrange  ADC  peut  correspondre  un  maximum  ou  un  niinimum,  quoi(|ue  ce 
clieinin  soit  traversé  par  le  chemin  infiniment  voisin  ABC  Cette  conliadictlon 
apparente  disparait  si,  par  point  d'intersection,  nous  entendons  la  position  limite 
de  ce  point  ipii  se  trouve  en  B'  sui- le  prolongement  du  clieniin  ADC. 


l36  "VV.     EiniAKOFF. 

Supposons  que  l'équation  du  cliemin  de  Lagrang;e  passant  par  le 
point  donné  soit 

(i)  o(x,y,a)  =  o. 

Admettons  que  la  fonction  figurant  au  premier  membre  de  cette 
équation  soit  holomorphe  par  rapport  aux  trois  variables  x,  y,  a. 
L'équation  d'une  courbe  infiniment  Aoisine  sera  alors 

o(x, y,  a  +  oa)  =  o. 

La  position  limite  des  points  d'intersection  est  déterminée,  comme 
on  le  sait,  par  les  équations 


?(-^',7;«)  =  o, 


do 
da 


o. 


Supposons  que  ces  équations  aient  une  solution  réelle  a;  =  a;,, 
y=^-,.  Il  ne  s'ensuit  nullement  que  les  deux  courbes  infiniment 
voisines  se  coupent  réellement.  Pour  le  voir,  il  est  nécessaire  de  faire 
une  recherche  complémentaire. 

Posons 

X  =  ,r,  +  le,        y  =  y,  -+-  oy, 

où  oo;  et  oy  sont  des  quantités  infiniment  petites.  Formons  les  équa- 
tions : 

(2)     o (./;,  +  tx,  y,  +  cy,  a)  =  o,         z>(x,  +■  ox,  y,  -i-  oy, ,  a  4-  on). 

Si  ces  équations  ont  des  solutions  réelles  par  rap|)()rt  à  or  ri  oy,  les 
courbes  infiniment  voisines  se  coupent  réellement.  Mais,  dans  certains 
cas,  les  équations  (2)  n'admettent  pas  de  solutions  réelles  ])ar  rapport 
à  6.r  et  à  oy,  les  courbes  infiniment  voisines  n'ont  pas  alors  de  point 
d'intersection. 

Si  les  expressions 

^     '  àx  df  da        ûf  ôj:  Oa'     Ou'' 
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ne  s'annulent  pas,  lorsque  J7  =  x-,,j=v,,  les  é(|uations  (:>.)  admettent 
une  solution  réelle  par  rapport  à  8x  et  oy.  Mais  si  les  deux  expres- 
sions (3)  deviennent  égales  à  zéro,  pour  x  =  x,,  Y  =  y,  la  recherche 
des  solutions  réelles  des  équations  (2  )  devient  plus  compliquée. 

Cette  recherche  devient  encore  plus  compliqué<-  lorsque  la  fonction 
figurant  au  premier  membre  de  Féquation  (  i)  n'est  pas  holomorphe. 


Juuin.  de  Malli.   (  (i'  strie),   luinc  I.    —  lusc.    M, 
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Sur  les  fonctions  représentables  analytiqucment  ; 
Par  m.  h.  LEBESGUE. 


I.  —  Introduction. 

Bien  que,  depuis  Dirichlet  et  Riemann,  on  s'accorde  r^énéralement 
à  dire  qu'il  y  a  fonction  quand  il  y  a  correspondance  entre  uu  nombre  y 
et  des  nombres  a;,,  x.,,  .  .  . ,  x„,  sans  se  préoccuper  du  procédé  qui  sert 
à  établir  cette  correspondance,  beaucoup  de  mathématiciens  semblent 
ne  considérer  comme  de  vraies  fonctions  que  celles  qui  sont  établies 
par  des  correspondances  analytiques.  On  peut  penser  qu'on  introduit 
peut-être  ainsi  une  restriction  assez  arbitraire;  cependant  il  est  certain 
que  cela  ne  restreint  pas  pratiquement  le  champ  des  applications, 
parce  que,  seules,  les  fonctions  représentables  analytiqucment  sont 
effectivement  employées  jusqu'à  présent. 

Dans  certaines  théories  générales,  dans  la  théorie  de  l'intégration 
au  sens  de  Riemann,  par  exemple,  on  ne  se  préoccupe  pas  de  savoir 
si  les  fondions  que  l'on  considère  sont  ou  non  représentables  analyti- 
qucment. Mais  cela  ne  veut  pas  dire  qu'elles  ne  le  sont  pas  toutes  (') 
et,  dans  tous  les  cas,  quand  on  applicjue  effectivement  ces  théories, 
c'est  toujours  sur  des  fonctions  représentables  analytiqucment  qu'on 
opère. 

(')  On  verra  cependant,  à  la  fin  du  paragraplie  VIII,  que  l'intégration  au  sens 
de  Riemann  s'appli(iue  à  des  fonctions  non  reprcsonlaljlcs  analytiqucment. 
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On  peut  dire  plus  :  quand  on  emploie  les  expressions  analytiques 
que  M.  Baire  a  considérées  dans  sa  Thèse  [Sur-  les  fondions  de  va- 
riables réelles  (A/inali  di  Matematica,  1900)],  on  reconnaît  faci- 
lement que  toutes  les  fondions  (jui  ont  été  citées  jusqu'ici,  cjuclles  se 
soient  présentées  naturellement  ou  qu'elles  aient  été  construites  de 
toutes  pièces  pour  fournir  des  exemples  de  singularités,  sont  toutes 
représentables  analvliquement.  Ce  résultat,  surprenant  au  premier 
abord,  étonnera  moins  si  Ton  se  rappelle  que  la  fonction  /(x-j,  si  sou- 
vent citée  comme  exemple  de  singularités,  égale  à  un  pour  a:  ration- 
nel, à  zéro  pour  x  irrationnel,  admet  la  représentation  analytique 
suivante  : 

■/^{x)  =  lim  f  lim(cosm!-x')-"  1. 

»i  =  oc   |_  //  =;  oc  J 

Ainsi  il  n'est  pas  évident  (ju'il  existe  des  fonctions  non  représen- 
tables analytiquement;  il  y  a  donc  lieu  de  rechercher  s'il  existe  de 
telles  fonctions  et,  s'il  en  existe,  il  y  a  lieu  de  rechercher  des  propriétés 
communes  à  toutes  les  fonctions  représentables  analytiquement.  Non 
seulement  parce  que  ces  propriétés  permettront  peut-être  de  recon- 
naître si  certaines  fonctions  sont  ou  non  représentables  analytiquement, 
mais  surtout  parce  (]u'il  faut  pouvoir  supposer  que  toutes  les  fonctions 
sur  lesepielles  on  raisonne  possèdent  certaines  propriétés  particulières, 
appartenant  à  toutes  les  fonctions  représcntables  analytiquement  sans 
appartenir  à  toutes  les  fonctions,  pour  que  cela  ait  un  sens  de  dire 
qu'on  se  restreint  à  la  considération  des  fonctions  représentables  ana- 
lytiquement ('^. 

(').  On  verra  ([ue,  ])Our  qu'iiiu'  propriété  appartienne  à  toutes  les  fonctions 
représenlables  anaiytii|iieri]i'jit,  il  suflit  (pi'elle  aj)partienne  aux  polynômes  et 
qu'elle  soit  vraie  de  la  somme  et  du  pioduit  de  deu\  fonctions,  et  de  la  limite 
d'une  suite  de  fonctions,  dès  qu'elle  est  vraie  de  chaciuie  d'elles.  J'ai  donné 
{Ciini/iles  rendus,  7X)  avril  ii)0'a)  et  ilans  ma  Thèse  [Inlé^'rale,  longueur,  aire 
(Annali  di  MaU'malica,  i()'>a)|  une  telle  propriété,  d'où  j'ai  déduit  une  autre 
propriété  de  même  nature  (Comptes  rendus,  '.'.8  décembre  i9o3),  sur  la(|uelle  je 
ne  revieuiliai  pas  dans  ce  Mémoire,  et  (pie  M.  Horel  avait  obtenue  de  son  côté 
{Comptes  rendus,  7  décembre  iQoS). 

M.  Uaire  (Comptes  rendus,  11  décembre  1899)  avait  énoncé  le    jiremier  une 
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La  recherche  de  conditions  nécessaires  pour  qu'une  fonction  soit 
représentable  analytiquement  d'une  manière  particulière  a  été  l'occa- 
sion de  nombreux  travaux.  Je  ne  citerai  que  deux  résultats  dus  à  Di- 
richlet  et  Weierstrass  : 

Toute  fonction  continue  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  maxima  et 
■  minima  est  rcprésentable  par  la  série  de  Fourier; 

Toute  fonction  continue  est  représentable  par  une  série  uniformé- 
ment convergente  de  polynômes. 

Donc,  tandis  que  l'on  aurait  pu  craindre  ne  pouvoir  exprimer  que 
par  des  relations  analytiques  compliquées  des  conditions  nécessaires 
pour  qu'il  y  ait  une  représentation  analytique,  il  suffit  que  certaines 
conditions  très  simples  relatives  à  la  variation  soient  remplies  pour  qu'il 
en  soit  ainsi.  C'est  encore  un  fait  du  même  genre  qu'a  mis  en  évjs^ence 
M.  Baire  en  faisant  connaître  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  une 
fonction  pour  être  la  somme  d'une  série  de  polynômes  lyvoii-  plus 
loin,  théorème  XV).  M.  Baire  a  fait  connaître  de  plus,  dans  sa  Thèse, 
une  importante  classification  des  fonctions  qui  permet  d'aborder  la 
recherche  de  propriétés  caractéristiques  des  fonctions  admettant  une 
représentation  analytique  tjuelconque  ('). 

Dans  cette  étude  j'ai  employé  des  raisonnements  simples  qui 
m'avaient  déjà  permis  de  retrouver  et  de  compléter  certains  des  résul- 
tats de  M.  Baire  (-);  j'ai  surtout  précisé  une  remarque,  déjà  citée 
en  note,  faite  dans  ma  Thèse,  page  27;  cela  m'a  conduit  à  étudier  la 
nature  de  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  une  fonction  /'  satisfait 
à  l'inégalité  a'Sflîh.  J'ai  obtenu  des  conditions  caractéristiques  pour 
que  des  fonctions  soient  de  chacune  des  classes  que  considère  M.  Baire 
(  théorèmes  IV,  VII,  XVI  l)  ou  pour  qu'une  fonction  admette  une  repré- 
sentation analytique  (théorème  VI). 

propriété  appartenant  à  toutes  les  fonctions  représentables  analytiquement.  Mais 
on  ne  sait  pas  si  toutes  ces  propriétés  n'appartiennent  pas  à  toutes  les  fondions. 
C'est  en  modifiant  convenablement  la  première  propriété  citée  (|ue  j'ai  obtenu 
une  propriété  cai'actérisliqiie  des  fonctions  représeiUables  analytiquement. 

(')  Outre  ce  qui  se  trouve  dans  sa  Thèse,  M.  Baird  a  publié  deux  Notes  à  ce 
sujet  {Comptes  rendus,  4  et  1  1  décembre  1899). 

(^)  Voir  liullelin  des  Sciences  mathématiques,  novembre  i8g8  et  Comptes 
rendus,  Vj  mais  1899. 
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Comme  application  de  cette  dernière  condition,  j'ai  distingué  dans 
l'ensemble  des  fonctions  déterminées  analytiquement  celles  qui  le  sont 
explicitement  (y  =  expression  analytique  de  x, ,  x'^,  . . . ,  a;„)  et  celles  qui 
le  sont  implicitement  (expression  analy tique. dç  x ^,  x „,...,  x,,^  y  =  o). 
On  ne  distingue  pas  ordinairement  entre  ces  deux  catégories  de 
fonctions,  parce  que,  dans  la  pratique,  le  procédé  même  qui  prouve 
l'existence  d'une  fonction  implicite  en  fournit  un  développement;  mais 
l'identité  de  ces  deux  familles  de  fonctions  n'est  pas  évidente.  Elle  ré- 
sulte du  théorème  VI  (théorème  XVIII). 

Enfin  (§  VIII),  j'ai  cité  des  exemples  de  fonctions  de  toutes  les 
classes  et  de  fonctions  échappant  à  tout  mode  de  représentation  ana- 
lytique. •  ■ 

Dans  le  paragraphe  suivant  je  donnerai  quelques  définitions  indis- 
pensables et  la  classification  de  M.  Baire.  A"^<int  cela  je  veux  dire 
pourquoi  l'emploi,  fait  dans  cette  classification,  des  nombres  trans- 
finis ne  soulève,  à  mon  avis,  aucune  difficulté. 

Si  l'on  étudie  la  croissance  des  fonctions  et  si,  ayant  caractérisé  la 
croissance  de  x"  par  «,  on  constate  que  e"^  croît  plus  vite  que  .r",  on 
[)Ourra  éprouver  le  désir  de  caractériser  cette  nouvelle  croissance  par 
un  nouveau  symbole,  w  (  ').  Nul  n'y  verra  d'inconvénients.  Si  l'on  dit 
(]ue  o)  est  un  nombre  transfini  et  est  plus  grand  que  //,  on  pourra 
trouver  que  c'est  là  un  langage  bien  uial  choisi,  mauvais  pratiquement, 
mais  on  ne  pourra  le  déclarer  mauvais  logiquement.  L'emploi  que 
l'on  fait,  dans  la  classification  de  M.  Baire,  des  nombres  transiiuis  est 
analogue  à  celui  (pie  je  viens  de  rappeler.  Les  nombres  transfinis  y 
sont  des  signes,  des  symboles  île  classe  |)iMiuellant  de  distinguer  ces 
diverses  classes. 

D'ailleurs,  la  classification  de  M.  Baire,  dont  toutes  les  clauses 
existent  efrectivement  comme  on  le  verra  au  [)aragra|)he  VI M,  peut,, 
comnir  la  tluMuic  dr  \;\  croissance  des  fonctions  (■),  ou  comme  la 
théorie  des  ensend)les  (](''ri\és.  l'dui  riir  niie  l)ase  solide  poin-  construire 


(')  Fo/r  BoREl.,  Leçons  siif  la  tliroric  (tes  fonctiiiiis.  Pnris.  (iaiilliii'i-VilIiirs, 
1898,  Noie  II. 

(')  El  inèiiie  plus  slni|ilciiiciit  ;'i  cuiisc  ilt:  riii(liicriMiii.il  Imi  des  ('■cliellc'-  de 
types  de  croissance. 
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la  théorie  des  nombres  Iransfinis.  Sans  développer  tous  les  raisonne- 
ments nécessaires,  c'est  ce  point  de  vue  que  j'ai  adopté;  en  d'autres 
termes  je  n'ai  jamais  emprunté  une  proposition  à  la  théorie  abstraite 
des  nombres  transfinis,  j'ai  toujours  indiqué  rapidement  comment  l'on 
démontrerait  cette  propriété  pour  l'ensemble  des  symboles  de  classe. 
Si  cet  emploi  déguisé  des  nombres  transfinis  était  encore  gênant 
pour  quelque  lecteur,  celui-ci  devrait  remarquer  que  les  nombres 
transfinis  n'interviennent  jamais  dans  les  raisonnements  ('),  seule- 
ment les  propriétés  ne  seraient  démontrées  que  pour  les  classes  de 
fonctions  dont  les  symboles  de  classe  sont  des  entiers,  puisque  le  lec- 
teur se  refuserait  à  considérer  les  autres;  j'ajoute  que  ce  refus  serait,  à 
mon  avis,  tout  à  fait  injustifié,  logiquement  du  moins.  . 


II.  —  Définitions. 

InUirvalle.  Domaine.  —  Je  vais  m'occuper  de  fonctions  d'un 
nombre  quelconque,  fini,  de  variables  réelles  j^-,,  x.,,  ...,  ./:„.  Ces 
fonctions  seront  définies  pour  certains  systèmes  de  valeurs  des  va- 
riables, c'est-à-dire,  en  adoptant  un  langage  souvent  employé,  pour 
certains  points  de  l'espace  à  /*  dimensions  x,,  ./t.,  .  .  . ,  x„.  Je  m'occu- 
perai surtout  des  fonctions  définies  dans  tout  un  intervalle  ou  un 
domaine. 

Un  intervalle  est  l'ensemble  des  points  satisfaisant  aux  conditions 

«i  =  ^.  =  '^u  a^ix.,<b.„  ...,  a„<x„ib„. 

Une  transformation  de  la  forme 
X,  =  X,  (a;,,  x-„  .  .  . ,  .x-„),  X,  =  X,(a;, ,  x,,  .  .  . ,  .r„),  .  .  .., 

A„  =  A„(^,X',,  ./;o,  .  .  .  ,  ^'n), 

où  les  X,-  sont  des  fonctions  continues,  fait  correspondre  à  tout  point 


(')  Les  nombres  ti\uisfinis  inteiviennenl  au  contraire  dans  les  raisonnements 
de  M.  Baiie;  cependant,  à  mon  avis,  comme  je  le  dirai  plus  loin,  la  méthode  de 
M.  l'aire  a  certains  avantages  que  ne  possède  pas  celle  du  te\le. 
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m  de  l'espace  (.r,,  .r,,  ...,  a7„)  un  point  M  de  l'espace  (X,,  X,,  ...,  X„); 
si  à  tout  point  M  correspond  au  plus  un  point  /«,  par  définition,  cette 
transformation  fera  correspondre  un  domaine  à  un  intervalle. 

Un  intervalle  sera  fini  si  tous  les  a,  et  bi  sont  finis,  les  domaines 
correspondant  à  ces  intervalles  sont  aussi  dits  finis.  Un  intervalle  est 
dégénéré  si,  pour  certaines  valeurs  de  /',  a,-  est  égal  à  Z/,;  au.v  intervalles 
dégénérés  correspondent  les  domaines  dégénérés. 

Je  ne  raisonnerai,  en  général,  que  sur  les  domaines  finis  non  dégé- 
nérés; la  plupart  des  propositions  obtenues  sont  cependant  vraies  pour 
tous  les  domaines.  Pour  s'en  assurer,  ou  pour  voir  comment  on  doit 
les  modifier,  il  suffira  de  remarquer  qu'un  domaine  infini  est  la  réunion 
d'une  infinité  dénombrable  de  domaines  finis,  qu'un  domaine  dégénéré 
est  la  partie  commune  à  une  infinité  de  domaines  non  dégénérés. 

Les  i"  points  d'un  intervalle  dont,  quel  que  soit  i,  la  coordonnée  x, 
est  égale  ^  a,  ou  Z»,  sont  les  sommets  de  l'intervalle.  Les  points  pour 
lesquels  l'une  au  moins  des  coordonnées  Xj  a  l'une  de  ses  valeurs  li- 
mites Qj  ou  bi  constituent  la  frontière  de  l'intervalle.  A  la  frontière 
d'un  intervalle  correspond  la  frontière  d'un  domaine.  Quand  un  point 
appartient  à  un  domaine  je  dirai  qu'il  est  ronlenu  dans  ce  domaine; 
si,  de  plus,  il  ne  fait  pas  partie  de  la  frontière  du  domaine,  je  dirai 
qu'il  est  contenu  à  l'intérieur  du  domaine  O. 

Dans  la  suite,  je  supposerai  toujours  qu'un  douiaine  D  non  dégénéré 
a  été  choisi  et  je  ne  m'occuperai  que  des  points  de  ce  domaine.  C'est 
ainsi  que,  lorsque  je  dirai  (prune  fonction  /  est  partout  définie,  cela 
\oudra  dire  qu'elle  est  définie  pour  tous  les  points  de  D,  mais  /  ne 
sera  pas  nécessaiicinnii  luuiont  définie  dans  l'espace,  l^orsque  je  dirai 


(')  .l'adople  les  définitions  du  texte  pour  éviter  les  difficultés  qu'on  rencontre 
diins  là  démonslialion  des  propriétés  des  domaines  quand  on  définit  ceux-ci  par 
In  considération  des  variétés  fermées  k  n  —  i  dimensions. 

Pour  que  les  déllnitions  du  texte  soient  acceptables,  il  faut  démontrer  que  la 
frontière  d'un  domaine  ne  dépend  pas  de  la  manière  dont  on  l'a  déduite  d'un 
intervalle;  on  y  arrivera  en  prouvant  rjue  la  définition  du  texte  rentre  comme  oas 
particulier  dans  la  définition  classique  :  un  point  M  est  point  frontière  d'un  en- 
semble E  si  tout  intervalle  contenant  iM  à  son  intérieur  contient  à  la  fois  dos 
points  de  K  et  des  points  n'appartenant  pas  à  E;  la  frontière  de  l-,  est  l'ensemble 
de  ses  points  frontières  (JoHi)AN,  Cmir.s  (f  Anatyse,  t.  I). 
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qu'une  expression  e  représente  une  fonction  /  cela  voudra  dire  que, 
pour  les  points  de  D  où  r  a  un  sens,  /  esL  définie  et  égale  à  e;  que, 
pour  les  points  de  D  où  e  n'a  pas  de  sens, /n'est  pas  définie;  mais  il 
se  pourrait  que,  en  certains  points  n'appartenant  pas  à  D,  e  ait  un  sens 
sans  que/  soit  définie  ou  inversement,  ou  encore  que  e  ait  une  valeur 
différente  de  /(').  Quant  au  domaine  D  ce  sera  un  domaine  quel- 
conque fini  ou  infini,  ce  pourra  être  tout  l'espace. 

Expression  analytique.  Fonctions  représentables  ou  exprimables 
analytiquement.  Fonctions  définies  ou  données  analytiquenient.  — 
Je  dirai  c[u  une  fonction  est  représentable  ou  exprimable  analyti- 
quement lorsqu'on  peut  la  construire  en  effectuant,  suivant  une  loi 
donnée,  certaines  opérations;  cette  loi  de  construction  constitue  une 
expression  analytique.  Il  faut  évidemment  préciser  les  opérations  cjue 
l'on  admet;  si  l'on  veut  que  les  fonctions  ic,,  x,^  ...,  ,r„,  respective- 
ment égales  aux  variables,  rentrent  dans  l'ensemble  des  fonctions 
représentables  analyticpiement,  ensemble  que  je  désigne  avec  M.  Baire 
par  E;  si  l'on  veut  que  la  somme  et  le  produit  de  deux  fonctions 
de  E  appartiennent  à  E;  si  l'on  veut  que  la  somme  d'une  série  con- 
vergente de  fonctions  de  E  soit  une  fonction  de  E,  il  faut  que  toute 
fonction  que  V on  peut  construire  en  e ffectuant  suivant  une  loi  déter- 
minée un  nombre  fini  ou  dénombrable  d'additions,  de  multiplica- 
tions, de  passages  à  la  limite^  à  partir  des  variables  et  de  constantes, 
rentre  dans  l:  ensemble  des  fonctions  exprimables  analytiquement . 

^  C'est  aux  fonctions  ainsi  définies  que  je  réserverai  le  nom  de  fonc- 
tions représentables  analytiquement,  mais,  pour  que  les  lois  de 
construction  considérées  puissent  conduire  à  des  fonctions  non  par- 
tout définies,  je  n'exclurai  pas  celles  de  ces  lois  qui  conduiraient  à 


(•)  La  convention  faite  ici  est  celle  qui  est  adoptée  le  plus  généralement;  on 
peut  même  dire  que  c'est  celle  qui  est  toujours  adoptée  pour  les  fonctions  délinies 
en  tous  les  points  deD.Pour  les  fonctioiisy  définies  feulement  en  certains  points 
de  D  on  fait  parfois  la  convention  qu'une  expression  e  représente  y  pourvu  (jiie.  en 
tous  les  points  de  D  où  /  est  définie,  e  ait  un  sens  et  soit  égaie  à/;  on  ne  se  préoc- 
cupe pas  de  la  valeur  de  c  aux  points  de  I)  où  y  n'est  pas  définie.  II  importe  de 
ne  pas  confondre  cette  convention  avec  celle  du  texte. 

Journ.  de  Molli,  (li*  M'i'ie),  tome  1.  —    Ihsc.  11.   lyuj.  IQ 
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prendre  la  limite  d'une  suite 

?/,,      u.„      ... 

qui  ne  serait  pas  convergente  pour  tous  les  points  où  tous  les  «,  ont  un 
sens.  Bien  entendu  la  limite  des  «,  n'existe  que  si  la  suite  est  conver- 
gente, mais  cette  suite  n'est  pas  supposée  convergente  partout  où  les  «, 
existent  tous. 

Les  expressions  analytiques  considérées  ordinairement  contiennent 
d'autres  signes  que  ceux  qui  ont  été  employés;  on  y  rencontre  par 
exemple  les  signes  — ,  :,  "(/",  sin,  log,  etc.  Il  est  facile  de  voir  qu'en 
adjoignant  les  opérations  correspondantes  à  celles  cpii  ont  été  em- 
ployées, on  n'iilargitpas  l'ensemble  des  fonctions  représentablcs  analy- 
tiquement.  Par  exemple,  on  peut  remplacer  u  —  t-  par  u  -\-  r.(—  i); 

-  peut  être  leniplacé  par  u  x  -  el  l'on  peut  nommer  une  série  de  poly- 
nômes en  v  convergente,  sauf  pour  p  =  o,  et  représentant  -;  par  suite 

la  division  est  remplacée  par  des  additions,  des  multiplications  et  un 
passage  à  la  limite.  Une  démonstration  analogue  peut  être  faite  pour 
chacun  des  autres  signes,  car  ce  sont  tous  des  symboles  représentant 
des  fonctions  définies  dans  certains  domaines  et  continues  dans  les 
domaines  où  elles  sont  définies;  de  telles  fonctions  peuvent  toujours 
être  représentées  par  des  séries  de  polynômes  ('). 

On  emploie  aussi  quelquefois  des  symboles  d'intégration  el  de  déri- 
vation; riulégration  et  la  dérivation  ne  font  pas  correspondre  un 
nombre  à  un  ensemble  lini  d<.'  nombies  donnés,  mais  une  fonction  à 
une  fonction  donnée;  il  est  donc  nécessaire  de  les  étudier  à  part  (^l  il 
serait  nécessaire  de  même  d'étudier  toutes  les  autres  opérations  l'onc- 
lionnelles  ipie  l'on  convicudrail  d'employer.  .Je  ne  ferai  jias  celte  élude; 
je  me  coiitenlerai  d  afliiiner  ipie,  même  si  Fou  donne  à  linlt'grale 
le  sens  (jue  j'ai  a(li)|)le  dans  ma  l'Iièse,  i  inlegialidii  d  une  fonction 
représenlable  analyliquemeut  donne  une  fonction  de  même  nalure  el 
(jue  la  di'iivation,  même  si  on  l'applique  à  une  fonction  non  partout 


(')   Souvoiil   iiièiiii;  l'Ilus  M)ril  (léliiiics  pai'  de  Icllc^s  séries,  mais  il  iin'i\e  parfois 
iiiiL'  lus  sério  <li'  ili'liiiil  iiiii  ri('  Ir^  re|)r('seiili;iil  i|iii'  cliiiis  t'i'i'liiins  (lniiiiuiies. 
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d<^rivablc  cl  non  parloul  conlliuu',  môme  si  on  la  remplace  par  la  déri- 
vation supérieure  ou  inférieure,  à  droite  ou  à  gauche,  de  Dini,  conduit 
à  une  fonction  exprimable  analytiquement  si  elle  est  appli(|uée  à  une 
fonction  de  même  nature.  D'ailleurs,  dans  les  expressions  analytiques 
ordinairement  employées,  l'intégration  et  la  dérivation  conduisent  à 
des  fonctions  continues  et  alors  toute  démonstration  est  inutile  ('). 

Une  loi  de  construction  constituera  une  expression  analytique  si  elle 
n'emploie  qu'un  nombre  fini  ou  dénond)rable  d'oyjérations  définies  par 
des  symboles  de  fonctions  exprimables  analytiquement  et  un  nombre 
fini  ou  dénombrable  de  passages  à  la  limite;  ces  opérations  devant 
être  effectuées  à  partir  de  constantes  et  de  fonctions  exprimables  ana- 
lytiquement données.  Il  est  évident,  d'après  la  définition  même,  qu'une 
expression  analytique  peut  toujours  être  remplacée  par  une  expression 
équivalente  et  n'employant  que  des  additions,  des  multiplications  et 
des  passages  à  la  limite  effectués  à  partir  des  variables  et  de  cons- 
tantes. 

Une  fo/iciio// y^^x,,  X2,  ■  . .,  x„)  sera  duc  délei-minée,  donnée  ou 
définie  analytiquement,  si  elle  est  définie  en  même  temps  c[u'un 
nombre  fini  (-)  de  fonctions  y.,,,  ...,jy-^„  comme  l'une  des  solutions 
d'un  système  de  p  équations  obtenues  en  égalant  à  zéro  des  fonctions 
exprimables  analytiquement  de  .y,,  x,,  ...,  .r„;  y^,  y.,,  ...^yp. 

Classification,  des  foitctions.  —  M.  Baire  considère  les  expressions 
analytiques  dans  lesquelles  les  signes  +  et  x  ne  sont  appliqués  qu'à 
des  constantes  et  aux  variables.  Ces  expressions  représentent  donc  les 


(')   On   pourrait   croire   quu    toiile   démonslr;illon    est    toujours    inulile   pour 

l'intégration;  il   n'en  est  rien.  Le  svrnljole    /     /(.r,   v)  d.r  donne  liieii,  quaiui  il 

•Il 
a  un  sens  [lour  a;- ^  X,  une  fonction  continue  eu  x  eiUre  o  et  X,  mais  nous  ne 
savons  pas  p^nr  quel  ensemble  de  valeurs  {x^  y)  il  a  un  seu^,  ni  comment  varie 
sa  valeur  quauil   y  varie. 

Les  aflirrnaliuus  du  texte  se  légitiment  facileniCTit  si  l'on  emploie  les  propriétés 
des  ensembles  el  des  fonctions  mesurables  W  (pii  sont  démonliées  plus  loin. 

(^)  Oii  pouirail,  comme  je  le  dirai  plus  loin,  sup|)oser  que  les  j'  forment  une 
infiuilé  déiiiiinliiMblc. 
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fonctions  qui  se  déduisent  des  polynômes  par  des  passages  répétés  à 
la  limite  ('). 

M.  Baire  appelle  /onctions  de  classe  zéro  les  fonctions  partout 
définies  qui  sont  continues  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables.  Les 
fonctions  partout  définies,  discontinues,  qui  sont  limites  de  fonctions 
continues,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qui  sont  limites  de  polynômes, 
constituent  la  classe  i . 

Les  fonctions  partout  définies,  qui  ne  sont  pas  de  classe  i,  et  qui 
sont  limites  de  fonctions  des  classes  o  et  i,  forment  la  classe  2. 

D'une  manière  générale,  un  ensemble  f  de  classes  ayant  été  défini, 
la  première  classe  de  fonctions  venant  après  cet  ensemble  de  classes 
sera  formée  des  fonctions  partout  définies  (|ui  n'appartiennent  pas  à  cet 
ensemble  de  classes  et  qui  sont  limites  de  fonctions  de  cet  ensemble  de 
classes  s'il  existe  de  telles  fonctions.  Pour  distinguer  cette  classe  des 
précédentes  nous  créerons  un  signe  a  que  nous  appellerons  un  symbole 
de  classe.  La  classe  définie  sera  dite  la  classe  a.  Le  symbole  a  sera  dit 
plus  grand  que  les  symboles  des  classes  qui  font  partie  de  C,  je  dirai 
aussi  que  les  classes  constituant  C  sont  anlêricures  ou  inférieuresk  la 
classe  a  ou  encore  que  les  fonctions  des  classes  de  C  sont  des  classes 
inférieures  à  a,  etc.  (-). 

Pour  noter  les  premières  classes  nous  emploierons,  comme  sym- 
boles de  classes,  les  nombres  entiers  successifs;  puis,  s'il  existe  efFecti- 
vemciit  une  classe  venant  après  l'ensemble  des  classes  à  symboles 
entiers,  nous  créerons  un  symbole  représentant  cette  classe.  Le  sym- 
bole ordinairement  adopté  est  co.  Si,  après  la  classe  w,  existe  une 
classe  nouvelle,  nous  la  nommerons  à  l'aide  d'un  nouveau  symbole. 
La  manière  d'écrire  ces  symboles  n'est  pas  donnée,  elle  importe  peu 

(')  Les  passages  à  la  limile  que  M.  Baire  considère,  ainsi  que  ceux  qui  ont 
été  employés  précédemmenl,  ne  sont  pas  nécessairement  appliqués  à  des  suites 
convergeant  uniformément.  En  d'autres  termes,  dire  que  a  est  la  limite  de  la 
suite  Ml,  //j,  ...,  c'est  dire  que  u  est  la  somme  de  la  série  convergente 
Wi  +  ("î — "i)-t-("3 — Ui) -\- .  .  .;  c&  n'est  pas  dire  que  cette  série  est  unifor- 
mément convergente. 

(*)  Il  faudrait  démontrer  (pie  l'emploi,  à  la  manière  ordinaire,  des  mois  plus 
grand  et  plus  i>elil,  inférieur  et  supérieur,  antérieur  et  postérieur,  etc.,  ne 
CDMiliiira  jamais  à  une  contradiction;  cela  est  à  peu  près  évident. 
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pour  la  suite.  Il  nous  sera  toutefois  commode  de  convenir  que,  si  a  est 
un  symbole  de  classe,  par  la  classe  a  -+-  i  nous  désignerons  celle  qui 
suit  immédiatement  Tensemble  C  formé  de  la  classe  a  et  des  classes 
inférieures.  D'ailleurs,  si  |3  est  le  symbole  de  la  classe  que  nous  venons 
de  désigner  par  a  +  i ,  fi  —  t  devra  être  considéré  comme  équivalent 
à  p^ 

Il  faut  remarquer  que,  si  y.  est  un  symbole  de  classe,  a  4- 1  s'ap- 
plique toujours  à  une  classe  déterminée  ('  ),  mais  il  se  peut  que  a  —  i 
ne  s'applique  à  aucune  classe  déterminée;  c'est  le  cas  de  a  =  a»,  par 
exemple.  Lorsque  a  —  i  s'appliquera  à  une  classe  déterminée,  a  sera 
dit  de  première  espèce,  sinon  il  sera  dit  de  seconde  espèce. 

La  différence  entre  les  deux  espèces  de  classes  est  assez  grande; 
nous  la  rencontrerons  constamment  dans  la  suite.  La  conséquence  la 
plus  importante  de  l'existence  de  ces  deux  espèces  de  classes  est  qu'il 
ne  suffit  pas  du  raisonnement  par  récurrence  ordinaire  pour  démon- 
trer une  proposition  pour  toutes  les  classes.  Mous  admettrons  qu'une 
proposition  est  démontrée  pour  toutes  les  classes,  si  elle  est  vérifiée 
pour  la  classe  o,  et  s'il  est  prouvé  qu'elle  est  vraie  de  la  classe  a  dès 
qu'elle  est  vraie  de  toutes  les  classes  inférieures  à  a.  Cela  ne  veut  pas 
dire  qu'il  suffit  de  la  vérifier  pour  a  =  o  et  de  démontrer  que  son 
exactitude  pour  a  =  (3  entraîne  son  exactitude  pour  a  =  ji  -i-  i .  Il  faut, 
de  plus,  prouver  que,  si  a  est  de  seconde  espèce,  la  propriété  est  vraie 
pour  a  dès  qu'elle  est  vraie  de  tous  les  symboles  inférieurs  à  a.  Il 
arrive  très  souvent,  cependant,  quand  on  donne  à  un  raisonnement  la 
dernière  forme  indiquée,  que  l'on  néglige  de  donner  explicitement  la 
démonstration  relative  au  cas  où  a  est  de  seconde  espèce  parce  que  ce 
raisonnement  est  souvent  très  simple  et  qu'on  le  sous-entend  (-). 


(')  L'existence  effective  de  toutes  les  classes  logiquement  conçues  est  admise 
ici,  comme  dans  toute  la  suite.  La  démonstration  de  cette  existence  pourrait  être 
donnée  immédiatement,  j'ai  pu  la  présenter  sous  une  forme  plus  simple  en  la 
rejetant  à  la  fin  de  ce  Mémoire,  au  paragraphe  VIII.  On  verra,  dans  un  instant, 
quelle  est  la  limitation  logique  de  l'ensemble  des  classes. 

(')  11  n'est  peut-être  pas  inutile  de  remarquer  que,  tandis  que  le  raisonnement 
par  récurrence  ordinaire,  applicable  A  l'ensemble  des  nombres  entiers,  fournil 
un  procédé  régulier  permettant  de  vérilier  la  proposition  pour  un  entier  quel- 
con(|ue  donné  à  l'aide  d'un  iKirnijre  fini  de  syllogismes,  le  raisonnement  par  ré- 
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Au  point  de  vue  de  la  représentation  des  i'ouctions,  la  différence 
entre  les  deux  espèces  de  classes  se  manifeste  de  la  manière  suivante  : 
Soit  _/  une  fonction  de  classe  a  limite  des  fonctions/",,  /.-,,  ...  des 
classes  ce,,  y..^.  ...  inférieures  à  a.  Si  a  est  de  première  espèce  ceux 
des  a,  qui  ne  sont  pas  égaux  à  a  —  i  sont  en  nombre  fini  ;  de  sorte  que, 
en  supprimant  les  fonctions  correspondantes,  f  est  définie  comme 
limite  de  fonctions  de  classe  a  —  t.  Si  a  est  de  seconde  espèce,  nous 
ne  pouvons  plus  supposer  que  toutes  les/,  sont  de  même  classe,  mais 
nous  pouvons  supposer  qu'elles  sont  de  classes  croissantes;  car  si  l'on 
supprime  tous  les  fp^.,, /p+2,  ■  ■  •  qui  ne  sont  pas  de  classes  supérieures 
à  a^,  et  cela  cjuel  que  soit  p.  il  restera  certaineineul  des  fonctions  et 
elles  formeront  une  suite  définissant  /  comme  limite.  Dailleuts  a  est 
le  premier  symbole  surpassant  tous  les  a^,  conservés  ;  donc  /ou/  sym- 
bole a  peu/  é/rr  dé/cnni.né  connue  le  plus  pe/il  de  ccu.v  qui  suiven/ 
une  sui/e  croissante,  finie  ou  (/énonib/rthie,  de  symboles  de  classe. 
Aux  suites  finies  correspondent  les  symlwles  de  première  espèce,  aux 
suites  infinies  correspondent  ceux  de  seconde  espèce. 

La  définition  des  symboles  entraîne  une  conséquence  importante  : 
Les  symboles  inférieurs  à  et.  sont  en  nomb/'c  fini  ou  dénombrable. 
Conservons  les  notations  précédentes;  si  Ion  a  p  <^  a,  [3  est  égal  ou 
inférieur  à  l'un  des  a,;  par  suite,  si  la  propriété  est  vraie  des  a,,  elle 
est  vraie  de  a.  Les  passages  à  la  limite  appliqués  à  des  suites  dénom- 
brables  ne  permettent  donc  pas  de  passer  de  classes  dont  les  symboles 
jouissent  de  la  pro|)riété  inditpiée  à  des  classes  dont  les  syndjoles  ne 
possèdent  plus  celte  propi'iété.  l*uisque  toutes  les  classes  sont  formées 
par  des  passages  à  la  limite  à  partir  de  suites  de  fonctions  de  classe  o, 
tous  les  symboles  jouisseul  \ncn  de  la  [)r()[)riété  indiquée.  (]ela  ne  veut 
pas  dire  que  rensemble  des  classes  soit  dénombrable,  tout  au  con- 
traire-, la  définition  générale  des  classes  nous  permet  de  concevoir  une 
classe  venant  apiès  une  infinité  dénombrable  (juelconque  de  classes. 
L'ensemble  e  des  classes,  conçu  logiqueiumt ,  jouit  ilonr,  entre 
autres  propriétés,  des  suivantes  : 

i"  Il  n^esl  pas  dénombrable; 

currence  applicable  à  l'ensemble  des  symboles  de  classe  ne  l'ouriiil  rien  d'ana- 
logue. 


SUR    LES    FONCTIONS     KEPRÉSENTABLES    AN AIYTIQUEMENT.  i5i 

1°  Avant  une  classe  quelconque,  il  n'existe  qu'un  Jiombre  fini  ou 
dènomhrable  d'autres  classes; 

3°  Après  tout  ensemble  dénombrable  de  classes,  il  existe  une 
nouvelle  classe. 

Les  fondions  des  différentes  classes  de  e  existent  réellement,  on  le 
verra  au  paragraphe  VIII  ;  pour  le  moment  les  dilïërentes  classes  de  e 
ne  sont  que  logiquement  conçues  comme  pouvant  résulter  de  la  défi- 
nition générale  des  classes.  Il  faut  bien  comprendre  comment  il  se  fait 
que  cette  définition  ne  permet  pas  de  concevoir  une  classe  venant  après 
toutes  celles  de  e;  c'est  parce  que,  quelle  que  soit  la  suite  conver- 
gente f^,  /j,  ...  de  fonctions  de  c,  sa  limite  fera  partie  de  e  puis- 
qu'elle sera  au  plus  de  la  classe  de  e  qui,  d'après  3",  suit  immédiate- 
ment les  classes  de /,,  Z"^, 

Ainsi,  notre  définition  contient  en  elle-même  un  principe  logique 
de  limitation,  qui  restera  le  même,  quel  que  soit  le  procédé  de  clas- 
sification que  l'on  emploie,  et  quel  que  soit  le  contenu  de  la  classe  o, 
pourvu  qu'une  fonction  soit  définie  par  une  infinité  dénombrable  de 
fonctions  des  classes  antérieures  (  '). 


(')  La  classification  donnée  par  M.  Baire  fournit  une  occasion  d'utiliser  les 
symboles  imaginés  par  M.  Ganter  et  que  l'on  appelle  nombres  transjînis  de  la 
première  classe  de  nombres  transfinis  on  de  la  deuxième  classe  numérique.  Four 
utiliser  de  même  les  nombres  transfinis  de  la  troisième  classe  numérique  il  fau- 
drait, d'après  ce  qui  est  dit  dans  le  texte,  employer  un  procédé  de  classification 
dans  lequel  une  fonction  seiait  définie  par  une  infinité  non  dénombrable  de  fonc- 
tions des  classes  antérieures.  On  peut  citer  de  tels  procédés. 

J'appelle  avec  M.  Borel  (Leçons  sur  la  tliéorie  des  fondions,  p.  122)  suiw 
Iransfinle  une  suite  de  nombres  ayant  pour  indices  les  symboles  de  e.  On 
imagine  facilement  ce  qu'on  entendra  par  la  limite  d'une  telle  suite.  Ceci  posé, 
partons  des  fondions  étudiées  par  M.  Baire  comme  classe  initiale,  et  convenons 
que  chaque  classe  nouvelle  sera  formée  des  fonctions  limites  des  suites  tran>finies 
de  fonctions  des  classes  antérieures.  Une  telle  clas>ificalion  fournirait  peut-être 
l'occasion  d'iililiser  les  nombres  liansfiuis  de  la  deuxième  classe  de  nombres 
transfinis. 

Il  est  à  remaKiuer  ([ue  la  première  des  classes  ainsi  définie,  celle  qui  vient 
après  l'ensemble  des  fonctions  exprimables  analyliquement,  existe  certainement. 
On  verrait,  en  eflèt,  facilemcut  que  les  fonctions  définies  au  paragraphe  VIII  et 
qui  écha|)pent  à  toute  rejjrésentalion  analytique  font  jiartle  de  cette  classe.  Mais 
il  laut  remar(|uer  aussi  (|ue  cette  classe  existerait  seule,  ce  qui   enlèverait  tout 
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Jusqu'ici,  nous  ne  nous  sommes  occupés  que  des  fonctions  partout 
définies;  il  n'y  a  évidemment  aucune  difficulté  à  appliquer  la  classifi- 
cation de  M.  Baire  à  toutes  les  fonctions.  Cependant,  pour  simplifier, 
je  ne  m'occuperai  dans  la  suite,  sauf  avis  contraire,  que  de  la  classifi- 
cation des  fonctions  partout  définies.  Certains  des  théorèmes  que  l'on 
obtiendra,  relatifs  aux  fonctions  d'une  classe  déterminée,  devraient  être 
légèrement  modifiés  pour  s'appliquer  aux  fonctions  non  partout  défi- 
nies ('). 

M.  Baire  désigne  par  E  l'ensemble  des  fonctions  auxquelles  s'ap- 
plique sa  classification;  cet  ensemble  de  fonctions  ne  diffère  pas  de 
celui  que  j'ai  appelé  plus  haut  E,  c'est-à-dire  de  l'ensemble  des  fonc- 
tions représenlables  analytiquemenl.  Cela  se  démontre  facilement  pour 
les  fonctions  partout  définies.  Raisonnons  sur  ces  fonctions;  les  fonc- 
tions représentables  analytiquement  sont  formées  à  l'aide  d'additions, 
de  multiplications  et  de  passages  à  la  limite  à  partir  de  fonctions  de 
M.  Baire.  11  suffit  donc  de  démontrer  que  la  limite  d'une  suite  conver- 
"fente  de  fonctions  de  l'ensemble  E  de  M.  Bnire  est  une  fonction  du 
même  ensemble,  ce  qui  est  évident  par  définition  même  de  E,  et  de 
démontrer  que  la  somme  et  le  produit  de  deux  fonctions  de  E  sont  aussi 
une  fonction  de  E.  Or,  soient  /  et  ^  deux  fonctions  de  l'ensemble  E 
de  M.  Baire;  on  peut  trouver  un  symbole  de  classe  a  tel  que  f  et  g 
soient  au  plus  de  classe  a.  Alors /et  g  sont  respectivement  limites  des 
fonctions  fp  et  gp  de  classes  inférieures  à  a;  puisque/-|-  g  e\.  fg  sont 
respectivement  limites  de  fj,+  g^,  et  fpg,,,  il  sera  démontré  que  le 
produit  et  la  somme  de  deux  fonctions  de  classe  p  au  plus  sont 
des  fonctions  de  classe  ^  au  jilus  pour  [îi  =  a,  si  cela  est  démontré 
pour  [iJ  <<  oc. 


intérêt  à  la  classification,  si,  comme  on  l'a  prétendu  quelquefois,  l'ensemble  e 
avait  la  puissance  du  coniinu. 

(')  Pour  la  simplicité  des  énoncés  il  serait  d'aillfiirs  bon  de  l'aire  rentrer  dans 
la  classe  o,  non  seulement  les  fonctions  continues  partout  délinios,  mais  encore 
les  fondions  délinies  seulement  pour  les  points  d'un  ensemble  fermé  et  continues 
sur  cet  ensenible.  La  classe  o  contiendrait  donc,  si  le  domaine  I)  est  fini,  les 
séries  de  |)ol)nomes  uniformément  convergentes  dans  l'ensenible  des  points  de 
convergence. 
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Nous  pouvons  appliquer  le  raisonnement  par  récuri'ence  généralisé, 
puisque  la  propriété  considérée  est  vraie  pour  [i  =■  o.  Donc,  le  produit 
et  la  somme  de  deux  fonctions  rentrant  dans  la  classification  de 
M.  Baire  sont  une  fonction  de  même  nature.  Il  y  a  bien  identité,  pour 
les  fonctions  partout  définies,  entre  les  fonctions  représcntables  ana- 
lytiquement  et  celles  auxquelles  s'appliquent  la  classification  de 
M.  Baire. 

Cela  est  moins  évident  pour  les  fonctions  non  partout  définies,  parce 
qu'il  se  peut  que  lim( /",+  ^'/,)  ou  lini  /^,4'^,  ait  un  sens  sans  quelim/^ 
et  lim  o-^,  en  aient  un.  La  propriété  est  cependant  vraie,  elle  sera  dé- 
montrée incidemment  dans  la  suite  {yoir^^.  1711). 


III.  —  Opérations  effectuées  sur  des  fonctions  de  classe  a. 

Pardes  raisonnements  analogues  à  ceux  du  paragraphe  précédent,  on 
démontrerait  que  /-f-  9,  /—  9,  /9,  "v/,  cos/,  . .  .,  sont  de  classe  a 
au  plus,  si  y  et  9  sont  de  classe  a  au  plus.  Tous  ces  résultats  se  dé- 
duisent d'ailleurs  du  théorème  suivant  : 

I.  Si  la  fonction  cp(/|,  l-.,  ...,  (,,)  est  de  classe  o,  et  si  f^^  f.,^  ..., 
fi,  sont  de  classe  a  au  plus,  4>  =  9(/i  ,/2,  •  ■  •■,/,,)  <^st  de  classe  a  au 
plus  ('). 

Conformément  à  nos  conventions  /, ,  /s,  ■  •  -,  fp  sont  partout  défi- 
nies dans  un  certain  domaine  D;  ({uant  à  9  nous  admettons  qu'elle  est 
délinie  dans  tout  un  certain  domaine  A  de  l'espace  (/,,  t.,,  . . .,  t^,)  con- 
tenant l'ensemble  des  points  (/,,/■,,  .-.,/,,).  Il  est  alors  évidemment 
possible  de  prolonger  9  en  dehors  de  A  tout  en  respectant  la  continuité, 
de  sorte  que  l'on  pourra  raisonner  comme  si  9  était  partout  définie. 

Ceci  posé,  supposons/,,  f.,,  . . .,  /,,  de  classe  ^  et  supposons-les  res- 
pectivement limites  des  fondions/;,/^,  . .  .,/^,  des  classes  inférieures 

(')  On  poiinail  remplacer  dans  cet  énoncé  classe  1  au  plus  par  classe  infé- 
rieure à  a. 

l'^n  considérant  le  cas  où  !p  serait  de  classe  p,  on  serait  conduit  à  la  définition 
de  la  somme  des  symboles  de  classe. 
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à  p.  En  vertu  de  la  continuité  de  !p,  $  est  évidemment  la  limite,  pour 
r  infini,  de  v}^,  ^=  o{f[i  f^i  •  • ,  f'p)-  Si  nous  admettons  que  le  théorème 
est  vrai  pour  a  <[  ^,  ^'r  ^^^  de  classe  inférieure  à  ^,  donc  $  est  de 
classe  ^  au  plus,  le  théorème  est  vrai  pour  a  =  3.  D'ailleurs,  il  est  évi- 
dent pour  a  =  o,  donc  il  est  vrai  pour  toutes  les  classes. 

Pour  les  applications  il  peut  être  nécessaire  de  faire  sur  o  d'autres 
hypothèses;   par  exemple,  il   peut  être  nécessaire  d'étudier  le   cas 

de  ç  =  -,  pour  démontrer  que  le  quotient  de  deux  fonctions  /,  et  /"^ 

de  classe  a  au  plus  est  de  classe  a  au  plus  quand  on  suppose  que  la 
fonction  diviseur  ne  s'annule  jamais.  C'est  à  ce  cas  particulier  que  je 
vais  me  borner. 

Je  suppose  donc  que  j(/|,  /:,)  est  définie  et  continue  partout,  sauf 
pour  t.,=^o.  .l'appelle  o^,  la   fonction  continue  de  (/,,  t.,)  égale  à  o 

pour  !/,)>-  et  variant  linéairement  par  rapport  à  t.,,  quand  t.^  varie 

de an Alors,  f.^  étant  dilTérente  de  zéro  par  hypothèse,  pour 

que  $  =  o{/,,  /j)  ait  un  sens,  $  est  la  liuiite,  pour  /•  infini,  dos  fonc- 
tions partout  définies,  •,];,.  =  9;  (/[?  /•'  ) !  fi  '^^ ./'  «'^y'^n''  les  mêmes  signi- 
fications que  précédemment.  A  l'aide  de  ces  nouvelles  fonctions  'j/,.  on 
démontrera  le  théorème  comme  plus  haut  ('). 

J'utiliserai  aussi  le  théorème  I  dans  le  cas  de  la  fonction  composée 
o(y, ,  /.,),  y,  et  /'o  ne  s'aiiiiulant  pas  en  même  temps,  et  o  étant  par- 
tout définie  et  continue  sauf  à  l'origine;  on  légitimera  facilement  le 
théorème  I  dans  ce  cas  et,  d'une  manière  générale,  toutes  les  fois  (pie 
l'ensemble  des  points  où  cp  n'est  pas  définie  est  fermé. 

Voici  maintenant  une  conséquence  du  théorème  T,  pou  iin|i()rlaute 
par  elle-même,  mais  qui  nous  sera  fori  ulili'.  .le  considère  la  fonclion 
o(i)  égale  à  /  pour  a'^t^ù,  égale  à  a  pour  /  =  a,  égale  à  />  pour  /: 7>; 
c'est  une  fonction  continue;  donc  ©(/)  est  au  plus  de  la  classe  de/. 
o(f)  est  égale  k  /  j)our  a'^f'Sh,  à  a  pour  ./=a,  à  h  pour /">/>;  je 
dirai  (|ue  o(/)  est  la  fonction  f  lit)iit('-('  à  a  et  b.  Si  a  :=  —  oo,  je 

(')  Il  est  il  reiiiai'(|iii'i-  que  ce  raisonnement  ne  sérail  plus  suffisant  s'il  s'agis- 
sait de  fondions  /"j,  /j  non  partout  définies,  caria  limite  de  '|,.  pourrait  avoir  un 
sens,  sans  r[ue  •!'  en  ait  un. 
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dirai  que  9(/')  est  la  fonction  f  limitée  supérieurement  à  b\ 
si  /;  =  +  00,  je  dirai  (juc  o(/)  csl  la  fonction  limitée  inféricurement 
à  a. 

II.  En  limitant  une  fonction  à  a  et  A,  on  n'augmente  pas  sa 
classe. 

Dans  cette  opération,  Fensendjle  des  points  où  /  n'a  pas  changé 
est  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  on  a  a  =/  ^  h,  ensemble  que  je 
désignerai  par  E(a</^i)(').  Cette  simple  remarque  fait  prévoir 
l'importance  des  ensembles  E(aSfSb),  c'est  à  leur  étude  qu'est 
consacré  le  paragraphe  suivant.  Voici  une  conséquence  de  II. 

Si  /  est  de  classe  a,  la  fonction  /  limitée  inféricurement  à  b,  fi,,  la 
fonction/  limitée  à  a  et  />,/*,  la  fonction  /  limitée  supérieurement 
à  a,/",  sont  des  fonctions  de  classe  a  au  plus,  et  l'une  d'elles  est  efTec- 
tivement  de  classe  a.  Si  l'on  a  «  <  o  <  />,  on  peut  dire  la  même  chose 

des  trois  fonctions  -^r  >  /',',,  -7^;  mais,  de  plus,  ces  trois  fonctions  sont 

bornées.  La  classe  de /"étant  exactement  la  plus  grande  des  classes  de 
ces  trois  fonctions,  dans  l'étude  des  fonctions  de  classe  a  au  plus,  on 
pourra,  si  on  le  juge  utile,  se  borner  à  la  considération  des  fonctions 
bornées (■). 

Plus  généralement  on  pourra  diviser  comme  on  le  voudra  l'inter- 
valle de  variation  de/,  c'est-à-dire  l'intervalle  à  une  dimension  qui  a 
pour  extrémités  les  limites  inférieure  et  supérieure  de  /,  et  remplacer 
l'étude  de/par  l'étude  de  fondions  ayant  pour  intervalles  de  variation 
les  intervalles  partiels  arbitrairement  choisis. 

Soit  /une  fonction  de  classe  a,  ayant  /  et  L  pour  limites  inférieure 
et  supérieure;  /"est  la  limite  d'une  suite  de  fonctions/,, /a,  de  classe 
inférieure  à  a;  en  limitant  ces  fonctions  à  /  et  L,  je  n'augmente  pas 
leur  classe,  je  ne  change  pas  leurs  limites;  donc,  je  pourrai  toujours 


(')  J'empluierai  aussi  les  luilalions  \i{a  <,/  <,  b),  \i{f^o).  ...,  sans  ([u'il 
soit  besoin  d'insister  sur  leurs  significations.  Pour  éviter  des  confusions 
possibles,  les  parenthèses  des  symboles  précédents  seront  parfois  leniplacées 
par  des  crochets  ou  des  accolades. 

(^)  .Je  rappelle  (pi'il  est  question  de  fdiK'llons  parldiit  définies. 
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supposer  que  les/^  sont  toutes  comprises  entre  /et  L.  Cette  remarque 
nous  conduit  facilement  au  théorème  III. 

m.     Unr   si/ili'j  ttniformément    cornergcntc,    de    fonctions    de 
classe  oi  au  plus,  a  pou/-  limite  une  fonction  de  classe  a  au  plus. 

Soient/', ./"j;  •••  l'i  suite  considérée,  /'sa  limite.  On  peut,  quel  que 
soit  ij,,  trouver  n^,  tel  que  Ion  ait,  pour  tous  les  points, 

l/-/J<v 

J'écris 

/=/.  +  (  A- A)  +  (A-A)+---; 

c'est  une  série  uniformément  convergente  de  fonctions  de  classe  a  au 
plus.  Son  terme  général  (/„.  —  /„,_,)  est,  en  valeur  absolue,  inférieur 
à  ij,-h  tj,_t  ;  on  peut  le  considérer  comme  la  limite  d'une  suite  conver- 
gente de  fonctions  cp'  o'^  ...  des  classes  inférieures  à  a,  et  même 
supposer  que  |  y'  |  ne  surpasse  pas  £^,  +  ij^,.  Posons 

'lv=  ?''  +  ?' +•••+?,' 

'j^,,  est  de  classe  inférieure  à  a;  supposons  que  q  augmente  indéfini- 
ment, la  somme  des  p  premiers  termes  de  '\/j,  tend  vers /„  ,  la  somme 
des  autres  est  moindre,  en  valeur  absolue,  que 

donc,  si  la  série  £,  H-  E^-f-. . .  a  été  choisie  convergente, '|,^  tend  vers  /"; 
le  théorème  est  démontré. 


IV.  —  Classification  des  ensembles  mesurables  H. 

Nous  dii'otis  qu'un  ensemble  de  [joints  est  I'',  de  classe  a,  s'il  peut 
être  considéré  comme  l'ensendjle  K(a'^  f  '  h ),  relatif  à  une  fonction 
f  de  classe  a,  el  si  cela  est  impossible  à  l'aide  d'une  fonction  de 
classe  inférieui'c  à  a.    \(iiis   dirons   (lu'im  eiisend)le  de  [loints  ("st  O, 


cp,(/)  =  o 

pour 

a<i<[>, 

o,(t)  =  o 

pour 

fia     et 

9,(0  =  0 

pour 

/  =  o, 
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de  classe  a,  s'il  peut  être  considéré  comme  l'ensemble  E(a  <  /<  h') 
relatif  à  une  fonction  /,  de  classe  a,  et  si  cela  est  impossible  à  l'aide 
d'une  fonction  de  classe  inférieure  à  a. 

Voici  la  raison  de  ces  dénominations  :  pour  a  =  o,  les  ensembles  F 
sont  les  ensembles  fermés,  c'est-à-dire  ceu\  qui  contiennent  leurs 
dérivés  ou  encore,  si  l'on  veut,  ceux  qui  contiennent  leurs  frontières; 
les  ensembles  O,  de  classe  o,  sont  les  ensembles  ouverts,  c'est-à-dire 
ceux  qui  sont  les  complémentaires  des  ensembles  fermés,  ou  encore, 
si  l'on  veut,  ceux  qui  ne  contiennent  aucun  point  de  leurs  frontières. 

Soient  ç,(/),  02(/),  9:i(0  ^^^  fonctions  continues  qui  sont  nulles 
pour  les  valeurs  suivantes,  et  pour  celles-là  seulement  : 


Hb, 


et  supposons  de  plus  que  '^ji^t)  n'est  jamais  négative.  Alors,  d'après  I, 
?i(/)'  '^iif)-!  9i(f)  sont  de  classe  a  au  plus,  si/est  de  classe  a. 
De  l'identité  évidente 

on  déduit  que  les  ensembles  F  de  classe  a  sont  ceux  qui  peuvent  être 
considérés  comme  ensemble  E(/-—  o),  où  /est  de  classe  a  et  ne  peut 
être  de  classe  inférieure  à  a.  Des  identités 

E(«</<^)eebE[9,(/)^o], 
E(/^o)^E[o<9,(/)<-i-cc], 

on  déduit  que  les  ensembles  O  de  classe  a  sont  ceux  qui  peuvent  être 
considérés  comme  ensembles  E(/":^  o),  où /est  de  classe  a  et  ne  peut 
être  de  classe  inférieure  à  a  (')• 

De  ces  nouvelles  définitions  il  résulte  que  le  complémentaire  d'un 


(')  On  peut  même  siipposeï'  que  It;  niodule  cle/esl  limilc   comme  on  le  veut, 
d'après  le  théorème  11. 
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ensemble  F  (')  est  un  ensemble  O  de  même  classe,  et  inversement. 
Cela  me  permettra  de  ne  considérer  dans  la  suite  que  les  ensembles  F 
de  classe  a  que  j'appellerai  alors  simplement  ensembles  de  classe  a. 
Dans  ce  paragraphe,  où  je  vais  étudier  la  formation  des  ensembles  de 
classe  quelconque,  je  donnerai  les  propriétés  sous  les  deux  formes 
qu'elles  prennent  suivant  (pi'on  les  énonce  en  parlant  d'ensembles  F 
ou  d'ensembles  O. 

Je  désignerai  par  >L'  lensemblc  de  tous  les  ensembles  F  et  O  pré- 
cédemment définis,  c'est-à-dire  l'ensemble  de  tous  les  ensembles 
E(y  =  o),  E(f^  o),  où  /  est  exprimable  analytiquement.  Je  vais  étu- 
dier la  nature  des  ensembles  obtenus  en  efTecluanl  sur  des  ensembles 
de  iL"  les  deux  opérations  suivantes  : 

L'opération  I  donne  V ensemble  formé  des  points  appartenant  à 
V un  au  moins  des  ensembles  d'une  famille  donnée  d'ensembles. 

L'ensemble  ainsi  obtenu  s'appelle  la  somme  des  ensembles  don- 
nés; si  les  ensembles  donnés  E, ,  F^,  ...  sont  en  nombre  fini  ou  dénom- 
brable,  je  représenterai  l'ensemble  somme  par  la  notation 

F, -i-E, +  .... 

L'opération  II  donne  l'ensemble  formé  des  points  communs  à 
tous  les  ensenddes  d'une  famille  donnée  d'ensembles.  L'ensemble 
ainsi  obtenu  s'appelle  la  partie  commune  aux  ensembles  donnés  ;  si 
ceux-ci  E,,  Ej,  . . .  sont  en  nombre  fini  ou  dénombral)le,  je  représen- 
terai la  partie  coiniiunir  [)ar  la  notation  (E,,  E^,  . . .)  ou  [E,,Eo,  ...] 
ou  ;E,,  E2,  ...!. 

Si  Ce  désigne  le  c(>iu|>léiui'nlaire  de  e,  on  a 

CfE.,  F,,  ...)=CF, +  CE,-f-..., 

l'opéraliiiii  II  pcnl  doni'  élrc  reiiiplacéc  par  l'np('Tali(ni  I  cl  u/ie  nou- 
velle opération  111  permettant  te  passage  d'un  ensemble  à  son  com- 
plémentaire. Celte  remarcpie  sera  souvent  utilisée. 
Si  fi,  fil  •  •  ■•  fn  sont  des  fonctions  de  classe  a  au  plus, 

?.  =  /;+/^-^- ••  +  /«>  ^i=fJ-,---fn 

(')    (>'est-à-(liii'  I  l'ii-riiilili'  (les  jKUiils  n'en  l\M';iiMl  |);i-- partie. 
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sont  de  classe  a  au  plus.  Des  identités 

E(cp,  =  o)E^[E(/,  =  o),  E(/,  =  o),  ...,E(,/„=o)J, 
E(?,=  o)  =  E(/,  =  „)  +  E(/,=  o)+...+  E(/„  =  o) 

et  de  la  remarque  précédente  on  déduit  que  : 

hes  opérations  I  cl  II  appliquées  à  an  nomln-e  fini  d'ensemblesF 
(on  O)  de  classe  a  au  plus  donnent  des  enscnihles  F  (o?/  O)  de 
classe  oi  au  plus. 

Occupons-nous  du  cas  où  les  opérations  I  et  II  sont  appliquées  à  une 
infinité  dénombrablc  d'ensembles  donnés.  Soient  E,,  E^,  ...  des  en- 
sembles F  de  classe  a  au  plus,  on  peut  trouver/,-  de  classe  a  au  plus  et 
telle  que  E,  soit  identique  à  E(y",^^  o),  on  peut  même  supposer  que  la 
série 

est  uniformément  convergente  puisqu'on   peut   assujettir  |  /',  |  à  être 
inférieur  à  -•  Aloi^s  cp,  est  encore  de  classe  a  au  plus,  donc  : 

La  partie  commune  à  une  infinité  dénombrable  d'ensemblesF  de 
classe  a  au  plus  est  F  de  classe  a  au  plus,  ou  encore  la  somme  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  O  de  classe  a  au  plus  est  O  de 
classe  a.  au  plus. 

La  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  F  de  classe  a 
n'est  pas  nécessairement  un  ensemble  F  de  classe  a  ni  même  un  en- 
semble F  de  classe  a  -j-  i.  Par  exemple,  l'ensemble  des  valeurs  ration- 
nelles de  t  est  la  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  F  de 
classe  o  formés  chacun  d'un  seul  point;  ce  n'est  cependant  ni  un 
ensemble  F  de  classe  o,  ni  un  ensemble  F  de  classe  i  (').  l'ouï-  pré- 


(')  lin  eflet,  une  i'oiicliuii  y'(  i)  qui  s'aiiimlerait  pour  les  valeurs  rationnelles 
de  t  et  celles-là  seulement  ne  pourrait  être  continue  que  pour  des  valeurs  ration- 
nelles de  t.  Or,  s\  f{l)  était  de  classe  i,  d'après  un  théorème  de  M.  Baire  (théo- 
rème XV),/(<)  aurait,  dans  tout  intervalle,  des  points  de  continuité;  par  suite, 
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ciser  la  nature  d'une  telle  somme,  je  vais  démontrer  qu'un  ensemble  F 
(ou  O)  de  classe  a  esf  O  (ou  F)  de  classe  a.  +  \  au  plus. 

Soit  E(y=  o)  un  ensemble  F  de  classe  a, /étant  de  classe  a. 
Soit  «(/)  une  fonction  définie  par  ©(Z)  =  o  pour  /  ^  o  et  ç(o)  =  i. 
On  a  cp(/)  =  lim„^.2-'"',  d'où 

ç(/)  =  lim_2-"/', 

la  fonction  du  second  membre  étant  de  classe  a  au  plus,  oC/)  est  de 
classe  a  -I-  I  au  plus.  De  là  il  résulte  que  les  ensembles 

K(/=  o)^Ef  ç(/)  =  I]  ^E[cp(/)  ^  o], 
E(/^o)^E[cp(/)^,]^E[9(/)  =  o] 

sont  à  la  fois  F  et  O  de  classe  a  +  i  au  plus,  cela  démontre  la  propo- 
sition. Faire  la  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensenibles  F  de 
classe  a  au  plus  c'est  donc  faire  la  somme  d'une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  O  de  classe  a  +  i  au  plus,  par  suite  la  somme  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  F  de  classe  a.  au  plus  est  un  en- 
semble O  de  classe  a  +  i  au  plus;  donc  un  ensemble  F  de  classe 
a.  -hi  au  plus.  Ou  encore  la  partie  commune  à  une  infinité  dénom- 
brable d'ensembles  O  de  classe  a  au  plus  est  un  ensemble  F  de 
classe  a.-\-  ï  au  plus,  donc  un.  ensemble  O  de  classe  a  -f  2  au 
plus. 

L'ensemble  .;:,  qui  est  formé  par  la  réunion  de  tous  les  ensembles 
F  et  O,  peut  donc  être  aussi  considéré  comme  l'ensemble  des  en- 
sembles V,  ou  celui  des  enscml)les  O.  De  plus,  si  l'on  a[>|)li(pu'  l'une 
ou  l'autre  des  opérations  1,  II  à  partir  d'un  uomijrc  fini  ou  dénombrable 
d'ensembles  de  C  dont  les  classes  sont  a,,  a^,  . . .,  comme  on  peut  tou- 


(|uel  ijiie  soil  t.  renseniljle  des  points  où  |/(<)|  surpasserall  t  seiail  pailoiU  non 
dense;  l'ensemble  des  points  o\if{t)  dilléierait  de  /.éio  serait  (loin-  de  pieniière 
catégorie  {voir  p.  i8.'i),  ce  (|ui  est  inijios-ible,  puisque  c'est  le  complémentaire 
de  l'ensemble  des  valeurs  rationnelles  île  t ,  l('<|uel  est  de  première  catégorie. 

Sous  une  autre  forme,  cette  remarque  a  été  faite  par  M.  Vollorra  dans  le 
(Jioritolc  (le  Halluf^'Uni,  1881  {Atcane  osseivuzio/icsutlf  funzioni  jjiifiU'i;i,'iate 
discontinue). 
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jours  trouver  un  symbole  a  supérieur  à  tous  ces  a,,  ce  sera  appliquer 
celle  opération  à  des  ensembles  de  classe  a  au  plus,  donc  cela  con- 
duira à  un  ensemble  de  f.  Ainsi  l'applicalion  répétée  des  opéra- 
tions T  et  II  (au\(|uelles  on  peut,  si  l'on  veut,  joindre  l'opération  III) 
ne  j)ermct  pas  de  sortir  de  l'ensemldc  C.  Ces  opérations  vont  nous 
permettre  de  former  tous  les  ensembles  de  i',  mais  il  est  utile  pour 
cela  de  donner  une  nouvelle  définition. 

J'appellerai  cnscmh/r  dr  rang  a  (ont  ensemble  qui  peut  être  consi- 
déré comme  la  partie  commune  à  un  nombre  fini  ou  à  une  infinité  dé- 
nombrable  d'ensembles  F  des  classes  inférieures  à  a,  cela  étant  supposé 
impossible  lorsque  l'on  remplace  a  par  un  symbole  plus  petit.  Si  a  est 
de  première  espèce,  les  ensembles  de  rang  a  sont  compris  parmi  les 
ensembles  de  classe  a  —  i  ;  examinons  le  cas  où  a  est  de  seconde  espèce. 
Soient  y,,  Z^?  ••  •  des  fonctions  des  classes  inférieures  à  a  et  telles  que 
la  série 

soit  uniformément  convergente;  nous  ne  pouvons  pas  affirmer  que  C', 
est  de  classe  inférieure  à  a,  mais  9,  est  de  classe  a  au  plus.  L'en- 
semble E(9,  =  o)  =  [E(/,  =  0),  E(/,=  o),  ...]  est  l'ensemble  le 
plus  général  de  rang  a  au  plus,  donc  un  tel  ensemble  est  toujours  F 
de  classe  a  au  plus.  On  peut  aller  un  peu  plus  loin;  reprenons  la  fonc- 
tion 9(/)  =  lim2-"''  et  posons 

?2=?(.A)x?(./'.)x.... 

Ce  produit  infini  est  convergent  ('t  de  classe  a  au  plus,  car  si  /,  est 
de  classe  a,<  a,  9(//)  est  de  classe  a,+  ,  <  a.  L'ensemble  E(ç2=  i), 
cjui  est  l'ensemble  de  rang  y.  au  plus  précédemment  considéré,,  peut 
aussi  être  noté  E((p.  :^o);  donc,  si  a  est  de  seconde  espèce,  les 
ensembles  de  rang  a  sont  à  la  fois  F  el  O  de  classe  a;  cela  est  vrai 
quel  que  soit  a  ('). 

Remarquons  encore  que  les  fonctions  i  —  9(/,)  (^(/\)...^(  f„),  qui 


(')  Puis(|iie.   si  a  est  de   première  espèce,   un  ensemble  de  rang  a  est  F  de 
classe  a  —  1. 

Journ.  di-  Malli.   (>,'  sùric)  ,  loiiie  1.  —   Fasc.  II,  i(jo5.  2  1 
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sont  de  classes  inférieures  à  a  et  qui  ne  décroissent  jamais  cjnand  n  croît 
constamment,  tendent  vers  la  louclion  i  —  o.,  qui  ne  prend  que  les 
valeurs  o  et  1  et  i|ui  s'annule  pour  les  points  de  l'ensemble  considéré. 
Cette  propriété,  qui  suppose  a  de  seconde  espèce,  sera  utile  plus  tard. 
D'après  la  définition  même  des  ensembles  de  rang-  a,  que  a  soit 
de  première  ou  de  seconde  espèce,  la  partie  commune  à  un  nombre  fini 
ou  à  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de  rang  a  au  plus  est  un 
ensemble  de  rang  a  au  plus.  La  définition  des  ensembles  de  rang  a 
peut  d'ailleurs  être  un  peu  modifiée;  soient  E,,  Eo,  . . .  des  ensembles  F 
de  classes  inférieures  à  a  dont  la  partie  commune  est  un  ensemble  c  de 
rang  a.  Si  c,  =  (E,,Eo,  ...,  E,),  e^  est,  on  le  sait,  F  de  classe  infé- 
rieure à  a,  mais  c  =  (e,,  e,,  .  . .);  donc  on  peut,  dans  la  définition  des 
ensembles  de  rang  a,  supposer  que  l'on  applique  l'opération  II  à  une 
suite  dénombrable  d'ensembles  de  classes  inférieures  à  a,  telle  que 
chaque  ensemble  contienne  tous  ceux  qui  le  suivent.  En  d'autres 
termes,  on  remplace  l'opération  II  par  l'opération  II'  : 

L'opcfalioii  ir  foiifuit  la  partie  commune  à  une  suite  dénom- 
brable d'ensembles  donnés  e,,  e.,,  ...,  telle  que  chaque  ensemble 
contienne  tous  ceux  qui  le  suivent. 

De  la  définition  ainsi  modifiée  résulte  immédiatement  que  la  somme 
d'un  nombre  Ji ni  d'ensen)bles  de  rang  y.est  un  ense/nble de  rangoL. 
D'ailleurs  un  ensemble  de  rang  a  étant  toujours  O  de  classe  a  au  |)lus, 
la  somme  d'une  infinité  d' ensembles  de  rang  a  au  plus  est  un 
ensemble  O  de  classe  a  au  plus  (  '  ). 


(')  Il  reste  à  démonlrer  (|ue,  pour  a  de  seconde  espèce,  il  existe  l)ien  des 
ensembles  de  rang  a;  pour  la  suite  il  est  même  utile  de  démonlrer  qu'il  existe, 
pour  a  de  seconde  espèce,  des  ensembles  de  rang  a  qui  ne  sont  pas  somme  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  de  classes  inl'érieui-es  à  a,  c'osl-i'i-dire  qu'il 
existe  des  ensembles  de  rang  a  dont  les  com|)lémentaires  ne  sont  pas  de  rang  a. 
Des  propriétés  qui  vont  suivre  il  résultera  ([ue,  si  tout  ensemble  de  rang»  avait 
])Oui-  complémentaire  un  ensemble  de  rang  ï,  auquel  ras  les  opérations  I,  II,  III 
appli(iuées  à  des  ensembles  de  rang  x  au  i)lus  donneiaienl  des  onsemhles  de 
rang  a  au  plus,  il  n'existerait  pas  d'ensembles  de  classe  supérieure  à  a,  donc  pas 
de  fonctions   de   classe   supérieure   à   a.  Or  (ui   veiia  au    paragriiplio  \lll    (|u'il 
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Voici  maintenant  comment  on  passe  des  ensembles  des  classes  infé- 
rieures à  a  à  ceux  de  classe  a. 

Soit/  une  fonction  de  classe  a.  limite  des  fonctions /,,/.,,  ...  de 
classes  inférieures  à  a.  Si  l'on  pose 

E„_,  =  [E(a  +  h  </,<  h -h),  E(a  4-  A  </;^,  <b-h),.. .], 

on  a 

E(a</<^)=       E„j+E,,x+E„,+... 

+  E,,^+  E.,.,  -\-  Ej,,  +... 
+  E,,,. -I-  E„ ,  +  E, ,+ 

On  obtient  donc  tout  ensemble  0  de  classe  a  e/i  effecluanl,  dans 
l'ordre  A,  B,  les  deux  operafio/is  : 

A.  0/i.  prend  la  partie  commune  à  une  injinilc  dénombrable 
d'ensembles  F  de  classes  inférieures  à  a;  cela  donne  les  ensembles  de 
rang  a  au  plus. 

B.  On  fait  la  somme  d'une  infinité  dénonûn-able  d'ensembles  de 
rang  a  au  plus;  cela  donne,  nous  le  savons,  des  ensembles  O  de 
classe  a  au  plus. 

Ainsi  les  deux  opérations  A,  B  donnent  tous  les  ensembles  O  de 
classe  a  et  ne  donnent  que  des  ensembles  O  de  classe  a  au  plus. 
D'ailleurs,  l'opération  A  n'est  utile  que  si  a  est  de  seconde  espèce. 

Pour  avoir  les  ensembles  F  de  classe  tx.,  il  faut  effectuer,  après  A. 
et  B,  l'opération  C  : 

C.  On  prend  les  complémentaires  des  ensen)bles  O  de  classe  a  au 
plus;  ce  qui  donne  les  ensembles  F  de  classe  a.  au  plus. 

On  peut,  en  se  servant  du  passage  d'un  enseiuble  à  son  complémen- 


exisle  des  fonctions  dé  toute  chisse,  donc  il  existe  des  cnsenihlcs  de  ratii;  y.  jouis- 
sant de  la  projiriéli!'  iiidii|iiéi'. 

On  pourrait  d'ailleurs  nnmmer  un  cnsend)le  de  rang  x  en  employant  des  pro- 

dés  unalosues  à  r:eii\  ilu  piua:;riiplie  \\\\. 


ceci 
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taire,   remplacer  ces  opérations  par  d'autres  de  bien  des  manières 
possibles,  j'en  cite  un  seul  exemple. 

Pour  passer  des  ensembles  O  des  classes  inférieures  à  a  aux 
ensembles  O  de  la  classe  a  au  plus,  il  suffit  d'effectuer  les  trois  opéra- 
tions A|,  B,,  C,. 

A, .  On  fait  la  somme  d'une  inlinilé  dénombrable  d'ensembles  O  de 
classes  inférieures  à  a. 

B,.  On  prend  la  partie  commune  à  toutes  les  suites  dénombrables 
d'ensembles  formées  avec  les  ensembles  fournis  par  A,. 

C,.    On  prend  les  complémentaires  des  ensembles  que  donne  B,. 

A,  n'est  nécessaire  que  si  a  est  de  seconde  espèce;  A,  et  B,  four- 
nissent les  ensembles  F  de  classe  a  au  plus. 

Avant  d'aller  plus  loin  supposons,  pour  un  instant,  (pi'on  se  soit 
servi  dans  la  classification  des  ensendjles  de  toutes  les  fonctions,  par- 
tout définies  ou  non.  Sans  raisonnements  nouveaux  nous  pouvons 
affirmer  que  les  opérations  A,  B,  C,  ou  A,,  B,,  C,,  appliquées  aux 
ensembles  F,  ou  O,  des  classes  inférieures  à  a,  nous  auraient  encore 
fait  connaître  ceux  de  classes  a;  seulement,  nous  ne  pouvons  pas 
affirmer  sans  raisonnement  qu'elles  ne  nous  auraient  donné  que  ces 
ensembles.  Mais  cela  est  prescjuc  évident;  les  ensembles  de  classe  o 
étant  les  mêmes  dans  les  deux  classifications,  de  ce  qui  précède  il 
résulte  que  l'ensemble  des  ensembles  de  classe  a  au  plus  relatif  à  la 
seconde  classification  est  contenu  dans  celui  relatif  à  la  première;  or  le 
passage  de  la  première  à  la  seconde  classification  ne  peut  qu'étendre 
le  contenu  de  Fensemble  des  ensembles  de  classe  a  au  plus,  quel  que 
soit  a;  donc  les  deux  classifications  donnent  les  mêmes  résultats. 

Les  opérations  C  et  C,  ne  sont  «pie  l'opération  III  ap|)liquée  à  des 
ensembles  particuliers,  les  opérations  B  et  A,  ne  dillèrent  pas  de  I, 
B,  et  A  ne  dillèrent  pas  de  11.  l'uiscpi'oii  peut  se  passer  des  opé- 
rations C  et  C|,  on  voit  que  \'>\\  [hmiI  fiuiner,  par  l'application 
répétée  de  I  cl  II,  tous  les  ensemliles  de  0'  à  partir  des  ensembles 
fermés  et  ouverts,  et  même  on  peut  tnu jouis  renq)laeer  II  par  II'. 

HemarcjMons  <pie  loul  ensemble  (  )  (le  classe  y.  élan!  (  )  de  classe  infé- 
lieiire  à  a  -+-  i  est  la  sdinine  d'uni'  iiilinili'  iliMMUnlualile  d'ensendiles  I*' 
déclasse  a,  donc  les  enseiid)les  ouverts  son!  miiihho  d'une  inlinilé 
dénondiialile  d'eii>ciiililes  reiiii(''s,  ce  (ini  d'ailiein-.-  >e  pioiiM'  iniuié- 
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dialemenl  de  bien   des   manières.    Soit   maintenant  E  un  ensemble 
fermé,  j'appelle  E^,  l'ensemble  somme  de  ceux  des  intervalles 

p  -         p  p  ~  '~    p  p  ~         p 

où  les  a,  sont  entiers,  qui  contiennent  des  points  de  E.  On  a  évidem- 
ment 

l'opération  indiipiée  dans  le  second  membre  est  l'opération  II'. 

Ainsi,  >L"  est  formé  des  ensembles  que  l'on  obtient  par  l'application 
répétée  des  opérations  1  <"/  II  (om  I  et  II)  à  partir  d' inter\-alles.  Les 
ensembles  ainsi  construits  sont  ceux  que  j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  con- 
sidérer ailleurs  et  que  j'ai  appelés  les  ensembles  mesurables  B  parce 
que  ce  sont  ceux,  qu'on  peut  mesurer  par  les  procédés  donnés  par 
M.  Borel('). 

J'indiquerai  dans  le  paragraphe  suivant  quelle  importance  il  y 
aurait  à  savoir  résoudre  cette  question  :  un  ensem-ble  étant  donné, 
reconnaître  s'il  est  ou  non  mesurable  B  et  quelle  est  sa  classe?  Je 
n'aborderai  pas  cette  question,  je  me  contenterai  de  montrer  comment 
parfois  une  telle  recherche  peut  être  faite  (-). 


(')  Voir  ma  Thèse  et  mes  Leçons  sur  finlcgralion.  J'iibandoniie  ici  une  res- 
triction que  j'avais  adoptée  aux  endroits  indiqués,  savoir  que  les  opérations  1  et  II 
ne  sont  appliquées  qu'un  nombre  fini  de  fois.  Cette  restriction  n'est  jamais  inter- 
venue dans  mes  raisonnements,  je  l'avais  indiquée  parce  qu'elle  conduit  à  une 
famille  d'ensembles  plus  voisine,  à  ce  qu'il  m'a  semblé,  de  celle  que  considère 
M.  Borel  dans  ses  Leçons  sur  la  Théorie  des  fondions. 

De  ce  qui  sera  démontré  dans  la  suite,  il  résidte  que  les  ensembles  mesurables  B 
sont  ceux  qui  peuveiU  être  définis  par  des  égalités  ou  inégalités  analytiques; 
pour  cette  raison  ils  mériteraient  d'èlre  nommés  ense/nijles  analyU(/ues . 

(^)  Il  est  évident  qu'il  serait  ill^^oil'e  de  clieiTliei'  à  ré|)ondre  à  la  question 
posée  sous  la  forme  trop  géuérale  ([ue  je  lui  ai  donnée;  mais,  examinant  succes- 
sivement les  didéreiits  procédés  (]ue  l'on  emploie  oïdinaircmeiit  pour  nommer 
des  ensembles,  il  faudiail  donner  pcjui-  ciiacun  d'onv  un  m.)\cM  de  faire  l'étude 
en  (|iiestion  (com|)arer  avec  la  page  iS.i).    Au  |)oinl  de  vue   auquel  je   me   suis 
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Un  premier  procédé  souvent  commode  résulte  de  l'emploi  de  la 
définition  même  des  ensembles  mesurables  B.  Si  l'on  démontre  qu'un 
ensemble  peut  être  construit  à  partir  d'intervalles,  à  l'aide  des  opéra- 
tions I  et  II,  on  sait  qu'il  est  mesurable  B  et  l'on  a  une  limite  supé- 
rieure de  sa  classe  en  tant  qu'ensemble  F  ou  O.  J'ai  donné  un  exemple 
de  cette  méthode  dans  mes  Leçons  sur  Vintégration  et  la  recherche 
des  fonctions  p/'i/uiliics  aux  pages  109  et  1 10. 

Un  autre  procédé,  donnant  les  mêmes  renseignements  et  qui  résulte 
de  ce  qui  précède,  est  de  démontrer  que  l'ensemble  donné  est  un 
ensemble  F  ou  O  attaché  à  une  fonction  /de  classe  déterminée  ('). 

En  utilisant  des  résultats  ultérieurs  on  pourrait  même  dire  qu'il 
suffit  que/" soit  représentable  analytiquement  ou  soit  définie  analyti- 
quement.  De  l'application  de  ce  second  procédé  résulte  donc  immé- 
diatement que  tout  ensemble  qui  est  défini  par  un  nombre  fini  ou 
dénoml)rablc  d'égalités  ou  d'inégalités  entre  fonctions  exprimables 
analytiquenient  à  l'aide  des  coordonnées,  est  mesurable  B. 


V.  —  Étude,  sur  certains  ensembles  de  points,  des  fonctions 
de  classe  donnée. 

J'appelle  /b/;c//ci/<  mesurable  B  toute  fonction  _/' telle  cpie,  quels 
que  soient  a  et  h,  l'ensemble  E(a 5/5  Z>)  soit  mesurable  B.  D'après 
ce  qui  précède,  on  pf)urrail  Imil  aussi  bien  dire  que  /"est  mesuralili-  B 
si,  quels  que  soient  a  et  ^,  E(a</<<  b)  est  mesurable  B  ou  encore 
si,  quel  que  soit  a,  E(a  <if)  est  mesurable  B. 

placé,  c'est  celte  étiido  (|u'il  irDjioiteiail  tic  faire  pour  (nie  les  résultats  du  texte 
aient  une  valeur  pratique. 

Les  méthodes  que  je  viens  d'indiquer,  pour  reconnaître  qu'un  ensemble  donné 
est  mesurable  15,  semblent  s'appliquer  à  tout  ensemble  donné  par  l'un  des  pro- 
cédés classiques  ;  c'est  pourquoi  j'ai  dit  que  tous  les  ensembles  que  l'on  considère 
ordinairement  sont  mesurables  B,  que  toutes  les  fonctions  considérées  ordinai- 
rement sont  représentables  analyti(]ueniciil . 

(')  H  faut  remuri|uer  (ju'il  n'y  a  pas  cercle  vicieux  à  employer  ce  second  pro- 
cédé, même  si  le  but  liuiil  est  de  rei'onnaître  si  une  fonction  iji,  au(|uel  l'ensembli' 
donné  est  attaché  comme  I*"  ou  (>,  est  représenlable  iinaljti<piemeul.  Cai-  on 
peut  prendre  /' (lirtViiMilc  de  9. 
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On  peut  aussi  romarqucr  qu'il  suffil  que  tous  les  E(/', S/^/'o),  où 
les  j\  et  j'i  sont  rationnels,  s(jient  mesurables  B  pour  que  /  le  soit. 
En  effet,  on  peut  prendre  des  nombres  ratioimels  r'^',  r!',  tendant  vers 
a  et  h  quand  p  augmente  indéfiniment  et  tels  que  l'on  ait 

a  el  b  étant  des  nombres  donnés.  Alors  E(a</<  b)  est  la  partie  com- 
mune à  tous  les  ensembles  E(/-f  S/^/'i"),  lesquels  sont  mesurables  B, 
donc  E(a5/56)  est  mesurable  B. 

Cette  propriété  nous  montre  que,  si  Ton  savait  reconnaître  si  un  en- 
semble est,  ou  non,  mesurable  B,  on  reconnaîtrait,  par  une  infinité 
dénombrable  d'opérations,  si  une  fonction  est,  ou  non,  mesurable  B. 

Reprenons  les  E(/-, </</%);  s'ils  sont  tous  mesurables  B,  on  peut 
tous  les  considérer  comme  des  ensembles  de  classes  déterminées  ('). 
Mais  ces  classes  sont  en  nombre  fini  ou  dénombrable;  par  suite,  on 
peut  citer  un  symbole  a  tel  que  tous  les  E(/',  5 /"£/%)  soient  de  classe  « 
"au  plus.  Mais  E(a£/^è)  étant  la  partie  commune  à  certains 

est  aussi  de  classe  a.  l*ar  suite,  si  /'est  mesurable  B,  on  peut  citer  un 
symbole  a  tel  que  tous  les  E(a^f^b)  soient  de  classe  a  au  plus.  Ce 
nondjre  a  va  servir  à  caractériser  la  nature  de  f,  lorsque  /est  partout 
définie. 

IV.  Pour  qii  uup  foiiclioit  f  partoul  définir  solide  classe  a.,  il 
faut  el  il  fsuj/il  que,  quels  que  soient  a  et  b,  l'ensemble  E(a^fSb) 
soit  de  classe  a  au  plus,  et  qu'il  soit  effectivement  de  classe  a.  pour 
certaines  valeurs  de  a  et  b  ('•  ). 

La  condition  est  évidemment  nécessaire,  c'est  la  définition  même 
des  ensembles  de  classe  a. 


(')  Sauf  iiulications  coiilraires,  je  dirai  désoimais  ensemble  de  classe  a  au 
Visu  àe  ensemble  V  de  classe  n.  ^,        ««t 

{-)  Celle  proposition  ii'esl  |)as  vraie  si  les  fonclions^sonl  parloiil  définies; 
pour  ces  fondions,  il  y  a  lieu  de  tenir  comple  de  la  nature  de  l'enseinble  des 
])oinls  en  les([uels  la  fonction  est  définie. 
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Pour  dômontrcr  qu'elle  est  suffisante  il  suffira,  d'après  une  remarque 
antérieure,  de  considérer  le  cas  où  f  est  bornée. 

Je  divise  l'intervalle  de  variation  de  /"  en  un  nombre  fini  d'iuler- 
valles  partiels  de  longueur  inférieure  à  s;  soient  f/,,.  a,,  ...,  «„  les 
extrémités  de  ces  intervalles.  Soit  ç,  (/  =  o,  i  ,...,/<  +  i)  une  fonc- 
tion de  classe  oc  au  plus  telle  que  les  deux  ensembles  E(!p,^^o), 
E(a,_,5 /5  a,)  soient  identiques.  Soit  enfin  ^(m,  c)  une  fonction  con- 
tinue, partout  définie  sauf  à  l'origine,  égale  à  o  pour  ii  =  o,  égale  à  i 
pour  p  =  o,  et  comprise  entre  o  et  i  pour  les  autres  valeurs  de  ii  et  i>. 
Ou  sait  f[ue,  si  //  et  v  sont  de  classe  a  au  plus  et  ne  s'anuulenl  |)as  en 
même  temps,  o(u,  v)  est  de  classe  a  au  plus. 

La  fonction  F, 

F  =  '^'(1+  (<2i  —  «o)9(?oj  T'a?.!  ■  •  •9«+i) 

+  («2-  «.)9(?0?'.-    ?:,94---9«+,) 

-t- 

+  (««-  a„-,)9(9o?,  •••?«-.,  ?«4-i}  (') 

est  de  classe  a  au  plus.  F  diffère  de  /  de  moins  de  î;  ô  étant  quel- 
conque, /"peut  être  considérée  comme  la  limite  d'une  suite  uniformé- 
ment convergenle  de  fonctions  F'  de  classe  a  au  plus,  /"est  une  fonction 
de  classe  a  au  plus.  D'ailleurs,  si  l'un  des  Jl,(aS/Sb)  est  de  classe  a, 
/  est  exactement  de  classe  a. 

L'énoncé  précédent  |)eul  iircudre  la  forme  suivante  : 

\  .  Pour  (ju' uni'  fonction  f  paiioid  définie  soit  dr  c/r/.ssr  a  ai/ 
plus,  il  /(tut  cl  a  -iiijflt  que,  (jinds  que  .soient  les  no/zibrcs  ralion- 
neis  /•,  et  /\,  E  {i\'SfSr.,)  soit  de  classe  a  au  plus. 

VI.  Pour  qu'une  fonction  soit  représenlahle  an(il\-tiqueni<'iil ,  il 
faut  et  il  suffit  quelle  soit  niesuriible  !>.  —  .le  (léinunlre  dalmrd 
(pie  la  coiidiUou  est  nécessaii'c.  liOs  fonctions  rcpréscnlalilcs  aual\  li- 
quemcnl  étant  construites  à  partir  des  variables  à  laide  d  addilinus, 


(')  Si  !po  <!Sl  nulle,  o,  iVsl  .Tussi;  si  'i„  , ,  est  nulle,  o,,  IV'sl  aussi.  (^'1:1  |m'iiih'I, 
si  Ion  V  voit  iivanlii^'c,  de  siiiipliliLT  l'cviirossion  de  F. 
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de  multiplicalions  et  de  passages  à  la  limite,  la  démonstration  résulte 
des  trois  propriétés  a,  A,  c  <[m  suivent. 

a.  La  somme  de  deux  fonctions  mesurables  B  est  une  fonction  me- 
surable B. 

Soient/,  elf-,  deux  fonctions  mesurables  B;  quels  que  soient  a  et  r 
l'ensemble  [E(/,  ]>  ?•),  ^(/o  "^  a  —  r)]  est  mesurable  B.  Or  la  somme 
de  ceux  de  ces  ensembles  qui  correspondent  aux  valeurs  rationnelles 
de  /•  est  l'ensemble  E(/, +  /,>a);  /, +/o  est  donc  mesurable  B. 

b.  Le  produit  de  deux  fonctions  mesurables  B  est  une  fonction  me- 
surable B. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  de  a. 

c.  La  limite  d'une  suite  de  fonctions  mesurables  B  est  une  fonction 
mesurable  B. 

Soit  /la  limite  de  la  suite/, ,/^,  ...  ;  on  ne  suppose  pas  que  les  /• 
soient  partout  définies  ni  soient  convergentes  partout  dans  l'ensemble 
où  elles  sont  toutes  définies.  En  posant 


on  a 


E„=[E{a<f„<h),E{a</„.,,<b),  ...], 
E(a</<b)  =  E,  +  E,  +  ...- 


donc,  /  est  mesurable  B. 

La  condition  énoncée  est  donc  nécessaire;  j'en  déduis  que  l'en- 
seujble  des  points  sur  lequel  existe  une  fonction  /  exprimable  ana- 
lytiquement  est  mesurable  B.  En  efTet,  l'ensemble  considéré  est  la 
somme  de  tous  les  E( —  nSf'Sn)^  où /i  est  entier,  et  tous  ces  ensembles 
sont  mesurables  B  ('  ).  L'ensemble  des  points  en  lesquels  /  n'a  pas  de 
sens  est  donc  mesurable  B. 

La  condition  énoncée  est  suffisante.  Cela  résulte  de  IV  et  V  pour 
les  fonctions  partout  définies.  Si  /  n'est  pas  partout  définie  mais  est 
mesurable  B,  la  fonclion  /„  égale  à  /  (juand/ existe  et  à  p  quand  / 

C)  En  particulier,  les  ensembles  de  poiiUs  de  convergence  des  suites  de  fonc- 
tions continues,  qui  ont  été  parfois  employés  pour  citer  des  exemples  de  cer- 
taines particularités,  rentrent  tous  dans  la  famille  C  des  ensembles  mesurables  U. 

La  question  posée  incidemment  par  M.  E5orel,  dans  la  Note  i  de  la  page  67  de 
ses  Leçons  sur  la  Théuric  des  fondions,  est  donc  résolue  affirmativement. 

Journ.  de  Mulh.  (G"  siirie),  lome  I.  —  Fasc.  II,  1903.  ^2 
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n'existe  pas,  est  mesurable  B,  donc  représentable  analytiquement; 
et  il  en  est  de  même  de  f  limite  des^. 

Le  théorème  est  donc  démontré;  mais,  en  se  reportant  à  la  démon- 
stration, on  voit  de  plus  que  toute  fonction  repvcsentahle  analyti- 
qucnicnl  fait  partie  de  E,  c'est-à-dire  rentre  dans  la  classification 
de  M.  Baire, 

Voici  de  nouvelles  définitions  (').  Je  dirai  qu'une  fonction  _/ est, 
à  £  près,  représenlable  analytiquement  lorsqu'il  existe  une  fonction  ^ 
représenlable  analytiquement  et  telle  que  \f  —  9I  ne  surpasse  jamais  i. 
Si  ç  peut  être  choisie  de  classe  a  et  pas  de  classe  inférieure,  je  dirai 
que  _/  est,  à  £  près,  de  classe  a;  si,  la  fonction  ç  étant  toujours  sup- 
posée définie  dans  tout  le  domaine  dont  on  s'occupe,  on  a 

pour  les  points  d'un  ensemble  E,  je  dirai  (|ue  f  est,  à  £  près,  de 
classe  a  sur  E.  Ces  définitions  posées,  j'énonce  une  proposition  à 
laquelle  on  est  conduit  en  remarquant  que  la  fonction  F,  employée 
dans  la  démonstration  du  théorème  IV,  est  encore  de  classe  a  au  plus 
si  lés  a,  ne  sont  plus  des  constantes,  mais  sont  des  fonctions  de 
classe  a  au  plus  (^). 

VII.  Pour  qu  une  fonction  f  soit  de  classe  a  au  plus,  il  fout  et  il 
si/J/it  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  £,  on  puisse  considérer  le 
domaine  oîi  f  est  définie  comme  la  somme  d'un  nombre  fini  d'en- 
sembles de  classe  a.  au  plus  sur  chacun  desquels  f  est,  à  t  près,  de 
classe  a  au  plus. 

Démontrons  que  la  condition  est  suffisante.  Soient  ç,,  Çj,  ...,  ç„ 
des  fonctions  de  classe  a  au  plus.  Supposons  que,  sur  E(cp,-  =  o),  f  ne 

(')  l}ien  qu'il  n'y  ail  pas  de  (Jiftîciiités  sérieuses  à  considérer  toutes  les  fonc- 
tions, sauf  avis  contraire,  je  ne  m'occuperai  que  des  foiiclions  partout  définies, 
conformément  à  ce  que  j'ai  dit  dans  le  paragraphe  II. 

(-)  Celte  leniarque  ne  suffit  pas  pour  démontrer  lo  lliéoréme  NU  parco  que 
la  démonstration  du  théorème  IV  suppose  que  trois  des  fonctions  tf/  ne  peuvent 
s'annuler  en  même  temps  et  la  conilition  analogue  n'est  plus  remplie  dans  le  cas 
du  théorème  VII. 

On  peut  rependant  démontrer  ce  dernier  théorème  par  une  méthode  analogue 
a  celle  employée  pour  le  théorème  IV,  comme  on  le  verra  facilement. 
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dilTcn?  de  la  fonction  a,  de  classe  a  an  plus,  qne  de  £  au  plus.  L'en- 
send)le  E(t'), 

E(s)  ^  2  [E(«  -^ia,<^  +  e),  E(ç,  =  o)], 

est  de  classe  a  au  plus.  E(a</<[3),  qui  est  la  partie  commune  à 
tous  les  E  f  -  j,  onn  est  entier,  est  donc  de  classe  a  au  plus  et  le  théo- 
rème est  démontré. 

On  peut  remarquer  que,  si,  au  lieu  d'un  nombre//?/  d'ensembles 
E((p,=  o),  nous  en  avions  eu  une  infinité  dénondirable,  Tensemble 
E(£),  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de  classe  a, 
aurait  été  de  classe  a  +  2.  De  cela  on  déduit  que  /  aurait  été  de 
classe  a  -t-  2  au  plus.  Ceci  nous  fait  voir  comment  nous  pouvons 
espérer  établir  une  relation  entre  les  fonctions  de  classe  a  et  les 
fonctions  des  classes  inférieures  à  a.  En  reprenant  par  une  autre 
méthode  le  cas  où  les  E(cp,=  o)  forment  une  infinité  dénombrable, 
nous  allons  démontrer  que  : 

Si,  quel  que  soif  z,  on  peut  cojisidérer  l'ensemble  dans  lequel  une 
fonction  f  est  définie  comme  la  somme  d'une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  des  classes  inférieures  à  y.,  sur  chacun  desquels  f  est, 
à  £  près,  de  classe  inférieure  à  a,  alors  f  est  de  classe  a  au  plus. 

Soient  cpi,  (p.,  ...  dos  fonctions  de  classe  inférieure  à  a.  Supposons 
que,  sur  E,=  E(cp,)  =  o,  /  ne  diffère  que  de  £  au  plus  de  la  fonc- 
tion a,  de  classe  inférieure  à  a.  Soient,  d'autre  part,  W„(l)  des  fonc- 
tions continues  nulles  pour  /  =  o  et  telles  que,  pour  t  fz  o,  les  fonctions 
'T„(/)  tendent  vers  i  quand  n  augmente  indéfiniment;  par  exemple 

W„{t)  =  i-e—\ 

Formons  les  fonctions 

F,  =  a,, 

F.=  a.-t-(«,-a,)T,(9,), 

\\  =  a,+{a,-a,)m\('^,) 

+  \a,  -  f  «,  +  {a,  -  a,  )  ir,(9,  )|  !  W,(f,  (p,). 
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et,  d'une  manière  générale, 

F/H-,  =  a,  +  (a.,  -  s,  )  Tj,(o,) 

où  s,  désigne  la  somme  des  i  premiers  termes  de  F,^,.  Ce  sont  des 
fonctions  de  classe  inférieure  à  a;  elles  tendent,  cjuand  leur  indice 
augmente  indéfiniment,  vers  la  fonction  F  égale  à  a,  sur  E,,  égale 
à  a.,  sur  E^  —  (E,,  Ej),  égale  à  «j  sur  E,  —  (E,  +  Eo,  E3),  et,  d'une 
manière  générale,  égale  à  aj,  sur  E^,— (E, +E2  +  . .  .+E^,_,,  E^,).  F  est 
donc  de  classe  a  au  plus  et,  puisque  y  ne  diffère  de  F  que  de  s.  au  plus, 
y  est  au  plus  de  classe  a. 

Recherchons  si  la  réciproque  est  vraie.  Soit  /"  une  fonction  de 
classe  a  limite  de  fonctions  /',,  f.^,  ...  de  classe  inférieure  à  a.  Le 
domaine  où /est  définie  est  la  somme  des  ensembles  E„, 

puisque  la  suite  des/,,  est  convergente  dans  ce  domaine.  E„,  étant  hi 
partie  commune  à  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de  classe 
inférieure  à  a,  est  au  plus  de  rang  a.  Le  domaine  considéré  est  donc  la 
somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de  rang  a  au  plus  sur 
chacun  desquels  f  est,  à  £  près,  de  classe  inférieure  à  a,  puisque, 
dans  E„,  on  a 

Mais,  si  a  est  de  première  espèce,  E„  est  au  plus  de  classe  a  —  1, 
donc  : 

\  IlL  Pour  qu'une  fonction  f  soit  de  rAas.sc  a  -+-  i ,  il  faut  et  il 
sufjil  f/uc,  quel  que  soit  £,  le  domaine  où  f  est  déjinie  puisse  èlre 
considéré  connne  ht.  somme  d'une  iuji/iilé d('nof/diralde d'cnsemhles 
de  classe  a  au  plus  sur  chacun  desijuels  f  est,  à  i  près,  de  classe  a.  au 
plus. 

En  rapprochant  celte  |U()|i()sili()ii  du  llx^oième  I\  ,  on  voit  ([ue  : 

l\.  l'niir  i/u'  uue  fomiliin  /'soi/  dr  fiasse  a  +  i,  il  J'aiil  cl  il  su//i/ 
'/'"')  qi"'!  qi"'  ■''oit  £,  le  domaine  nii  f  est  di' finie  puisse  être  consi- 
déré rintiiiir  la  sumiiie  (I'iiik'  inlmile  dénomhrahic  d' ensembles  de 


SÛR    LES     FONCTIONS    KEPRÉSENTA.BLES    ANALYTIQUEMENT.  1^3 

classe  a  au  plus  sur  chacun  desquels  f  est  d'oscillalion  au  plus 
égale  à  e  (  '  ) . 

Voici,  maintenant,  un  énoncé  qui  convient  à  tous  les  cas  : 

X.  Pour  qu'une  fond  ion  f  soit  de  classe  a  ^  o  il  faut  et  il  suffit 
que,  quel  que  soit  t,  le  domaine  oùf  est  définie  puisse  être  considéré 
comme  la  so*inne  d'une  infinité  dénomhrahle  d'ensembles  de  rang  a 
au  plus  sur  chacun  desquels  f  est,  à  t  prés,  de  classe  inférieure 
à  a;  ou  encore  sur  chacun  desquels  f  est  d'oscillation  au  plus 
égale  à  t. 

Il  suffit  de  démontrer  le  premier  de  ces  deux  énoncés.  Il  est  déjà 
démontré  si  a  est  de  première  espèce;  on  sait  de  plus  que  la  condition 
énoncée  est  nécessaire  quel  que  soit  a.  Il  reste  à  démontrer  que,  dans 
le  cas  où  a  est  de  seconde  espèce,  cette  condition  est  suffisante. 

Soient  ç,,  !p„,  ...  des  fonctions  de  classe  a  au  plus,  ne  prenant  que 
les  valeurs  o  et  i  et  définissant  des  ensembles  E('p,=;o), 
E(cp^  =  o),  . . .,  de  rang-  a  au  plus.  On  sait  que  ç,  est  la  limite  d'une 
suite  convergente  de  fondions  '^f  de  classe  inférieure  à  a,  ne  prenant 
que  les  valeurs  o  et  i  et  ne  décroissant  jamais  avec  yo  (p.  162). 

Supposons  que,  sur  E(cp,  =  o),  /  ne  diffère  que  de  i  au  plus  de  la 
fonction  a^  de  classe  inférieure  à  a.  Formons  la  fonction  F^^.,, 

où  Sj  désigne  la  somme  des  i  premiers  termes  de  F^.  On  voit,  comme 
précédemment,  que  les  fonctions  F^,  de  classe  inférieure  à  a,  tendent 
vers  une  limite  F,  qui  est  par  suite  au  plus  de  classe  a,  et  qui  ne  diffère 
de  y  que  de  t  au  plus. 

(')  En  remjjlaçant  dans  Vlll  el  IX  classe  x-\-i  par  classe  1  et  classe  2  au  plus 
par  classe  inférieure  à  a,  on  obtient  deux  énoncés  équivalents  qui  sont  évidem- 
ment exacts  quand  a  est  de  première  espèce,  puisque  alors  ces  énoncés  ne  diffèrent 
pas  des  théorèmes  VIII  et  IX,  mais  qui  sont  tous  deux  inexacts  quand  a  est  de 
seconde  espèce. 

En  les  appliquant,  en  eflet,  à  une  fonction  ç  de  classe  t  ne  prenant  que  les 
valeurs  o  el  i  el  définissant  un  ensemble  li(ç.i:=o)  de  rang  i,  on  en  déduiiait 
que  tout  ensemble  de  rang  a  est  la  somme  d'une  infinilé  dénonibrable  d'en- 
sembles de  classe  inférieure  à  a.  Or,  on  sait  (]ue  cela  est  inexact  quand  a  est  de 
seconde  espèce.  Voir  la  note  de  la  page  i6'.!. 
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Le  théon-mc  est  donc  démontré  ('), 

Aux  énoncés  qui  précèdent  on  peut  évidemment  ajouter  le  suivant, 
qui  ne  nous  apprend  rien  de  nouveau  : 

XI.  Pour  qu'une  funcdon  f  soil  cxprimahlc  aiialyliqucmenl  il 
faul  et  il  suffit  que,  quel  que  soit  t,  l'ensemble  dans  lequel  f  est 
définie  puisse  être  considéré  comme  la  somme  d'une  infinité  dé- 
nombrable  d'ensembles  mesurables  lî  sur  chacun  desquels  f  est, 
à  i  près,  représentable  analytiqucment. 


VI.  —  Étude  en  certains  points  des  fonctions  de  classe  donnée. 

On  vient  de  voir  comment  on  peut  déduire  la  classe  d'une  fonction 
de  la  nature  de  cette  fonction  sur  certains  ensembles;  nous  allons  main- 
tenant nous  placera  un  point  de  vue  différent  et  rechercher  comment 
on  peut  déduire  cette  classe  de  la  nature  de  la  fonction  en  certains 
points. 

Je  dirai  cjn'une  fonction  est,  à  e  près,  de  classe  a  en  un  point  M  s'il 
existe  un  intervalle  contenant  M  à  son  intérieur  et  dans  lequel  la  fonc- 
tion est,  à  £  près,  de  classe  a  au  plus,  cela  étant  impossible  si  l'on 
remplace  a  par  ^  <^  a.  Au  point  VI,  on  peut  toujours  attacher  un 
nombre  positif  ou  nul,  iiiii  ou  infini,  rj^,,  tel  cpie  la  fonction  considérée 
soit,  en  M,  de  classe  a  au  plus,  à  i  près,  quand  on  a  ï  >  Y]a  et  tel  ipie 
cela  ne  soit  plus  vi'ai  pour  £  <^  i]^. 

Pour  a  ^  o,  2  7],,  est  l'oscillation  en  iNl  ;  de  sorte  que,  pour  rjn  =^  o,  la 

(')  Il  est  à  iciiiai(|uer  (|iii'  le  seul  cas  oi'i  les  tliéorèines  VIII  el  l\  ne  sdiil  pas 
é(|nivaleiUs  au  tliéuiérne  \  est  celui  où  l'on  sait  former  le  moins  facilemenl  les 
ensembles  de  classe  a  à  partir  des  ensembles  de  classe  inférieure. 

Il  faut  aussi  remarquer  que  le  lliéorème  V  présentait,  à  un  certain  point  de 
vue,  un  avantaf;e  (|ue  n'ont  pas  les  théorèmes  VIII,  IX,  X  :  celui  de  fournir  un 
procédé  opératoire  régulier  pour  connaître  si  une  fonction  est,  ou  non,  de 
classe  a.  On  verra  plus  loin  ce  qu'il  faut  penser,  à  mon  avis,  ilc  ce  genre  d'avan- 
tage (p.  1.83). 

La  déinonsIratioM  des  tlicorémes  (|ni  piécèdcnl  iiiir.ill  pu  être  sinipliliée  si 
Toi]  avait  iniployc  les  résniliils  du  paraf;i'apl]e  l\  reliili\  enient  a  la  lonuation  des 
eiisenibic-.  <le  classe  «,  à  iiaitir  di'  ceux  des  classes  inférieures. 
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fonction  est  continue  en  M.  Je  dirai  quu/tc  fonction  est  de  classe  a 
en  M  .9/,  en  ce  point,  y^j^^o.  Cela  revient  à  dire  que,  quel  que 
soit  £  >>  o,  on  peut  trouver  une  fonction  9  de  classe  a  au  plus  qui,  dans 
un  certain  intervalle  contenant  M  à  son  intérieur,  diflèrc  de  la  fonction 
donnée  de  £  au  plus,  cela  étant  impossible  pour  ^  <;  a  (  '  ).  Dire  qu'une 
fonction  est  de  classe  o  en  un  point,  c'est  dire  qu'elle  est  continue  en  ce 
point. 

Si  les  conditions  précédentes  sont  réalisées  quand  on  ne  s'occupe 
que  des  valeurs  de  la  fonctionydonnée  pour  les  points  d'un  ensemble  E, 
nous  dirons,  suivant  les  cas,  que  /  est,  à  £  près,  de  classe  a  en  INI  sur  E, 
ou  que/" est  de  classe  a  en  M  sur  E.  Cela  ne  suppose  pas  que  M  appar- 
tienne à  E,  mais  la  définition  ne  présente  quekjue  intérêt  que  si  M  est 
l'un  des  points  limites  de  E. 

Si,  à  £  donné,  on  peut  faire  correspondre  a  tel  que  /  soit,  à  £  près, 
de  classe  a  en  M,  nous  dirons  que  /"est,  à  £  près,  représentable  analy- 
tiquement  en  M;  si,  quel  que  soit  £  >  o,  /  est,  à  £  près,  représentable 
analyticjuemcnt  en  M,  nous  dirons  que /est  représentable  analylique- 
ment  en  M  ('). 

Considérons  la  fonction /(,/;■)  définie  dans  (—  i,  -f- 1)  comme  étant 

nulle  pour  x  irrationnel  ou  nul,  comme  étant  égale  à  i  pour  |  x  |.=  —  > 

où  yo  est  entier  positif  ou  nul,  comme  étant  égale  à  -pour  x' rationnel 

et  tel  que  -^;:;:j<Ci-*'j<C  -;;i  o"  verrait  facilement  que  f{x)  est  de 
classe  2. 

f{x)  est  de  classe  2  pour  x=/^o;  elle  est  de  classe  i  à  l'origine, 
car  la  fonction  <p(x),  égale  à/(x)  pour/(.r)  =  1 ,  et  à  zéro  aux  autres 
points,  est  de  classe  i  et,  quel  (jue  soit  £,  on  peut  trouver  (  —  a,  -\-  a) 


('  )  Dans  celle  défiiiilion,  '^  varie  avec  e,  on  verra  facilemenl  qu'on  peul 
prendre  f  indéjjendaninienl  de  e,  dès  que  M  esl  donné,  mais  l'inlervalle  à  consi- 
dérer varie  en  général  avec  e. 

(')  (Jn  aurail  |)u  rallacher  celte  définition  à  celle  d'un  certain  nombre  t)  ana- 
logue à  -(la-  t^n  a|)|)elanl  oscillation  analytique  en  M  le  nombre  2  7)  el  oscillation 
de  classe  a  en  M  le  nombre  2T,a,  on  aurail  |>u  donner,  aux  énoncés  qui  suivent, 
des  formes  simples  qui,  iieul-élie,  auraient  élé  préférables  à  celles  que  j'ai 
adoptées. 
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dans  lequel  on  a 

o</(x-)~!p(.r)<£. 

A  l'origine  /(x)  est  de  classe  o  sur  l'ensemble  des  points  ±  —,  de 

classe  I  sur  l'ensemble  des  points  à  abscisses  rationnelles,  de  classe  o 
sur  l'ensemble  des  points  à  abscisses  irrationnelles. 

Je  vais  maintenant  démontrer  un  théorème  qui  généralise  la  pro- 
priété bien  connue  relative  à  la  continuité  uniforme.  J'aurai  besoin, 
pour  cela,  d'une  proposition  très  simple  et  très  importante  de 
M.  Borel  :  5/  l'on  a  une  fanùlle  de  domaines  A  tels  que  tout  point 
d'un  certain  domaine  D,  y  compris  les  points  frontières  de  D,  soit 
intérieur  à  V un  au  moins  des  A,  //  existe  une  famille  formée 
d'un  nombre  fini  de  domaines  choisis  parmi  les  domaines  A  et 
qui  jouissent  de  la  même  propriété  (tout  point  de  D  est  i/itérieur  à 
l'u/i  d'eux)  ('). 

(')  M.  Borel  a  énoncé  ce  ihéorème  pour  le  cas  où  l'ensemble  des  A  est  dénora- 
brable  ;  il  a  donné  pour  ce  cas  deux  démonstrations  simples  qui  sélendenl  aux 
domaines  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  [  Voir  la  Tlièse  de  M.  Borel, 
Sur  quelques  points  de  la  Théorie  des  fonctions  {Annales  de  V licole  normale, 
iScjS)  et  ses  Leçons  sur  la  Théorie  des  fonctions;  voir  aussi  Contribution 
à  l'analyse  arithmétique  du  continu  {Journal  de  Liouville,  igoS).] 

Pour  les  applications  du  texte  il  est  nécessaire  que  le  théorème  soit  démontré 
pour  le  cas  où  l'ensemble  des  A  n'est  pas  nécessairement  dénonibrable;  on  arrive 
à  cette  démonstration  en  modifiant  légèrement  celle  que  M.  Borel  avait  donnée 
dans  sa  Thèse.  Voir  mes  Leçons  sur  l'intégration  et  la  recherche  des  fonctions 
primitives,  p.  io5  et  117.  La  démonitralion  ainsi  modifiée  ne  donne  pas  un  pro- 
cédé régulier  permettant,  par  une  infinité  dénonibrable  d'opérations,  d'ellectuer 
parmi  les  A  le  choix  dont  elle  prouve  la  possibilité;  mais  le  procédé  opératoire 
indiqué  pai'  M.  Borel  pour  le  cas  des  domaines  à  une  dimension  reste  toujours 
aj)plicable  à  ce  cas,  (juelle  f|ue  soit  la  puissance  de  l'ensemble  des  A,  ])ourvu  qu'à 
chaque  point  de  D  on  sache  associer  un  A  le  contenant.  D'ailleurs,  d'après  la  dé- 
monstration i\iè\ue  {toc.  cit.,  p.  117),  le  cas  d'un  domaine  à  plusieurs  dimensions 
se  ramène  au  cas  de  la  droite,  grâce  à  l'emploi  d'une  courbe  remplissant  tout  le 
domaine  I).  On  peut  donc,  par  une  inlinité  dénombrable  d'opérations  eft'ectuées 
suivant  un  judcédé  régulier,  faire  le  clioix  qui  nous  occu])e  toutes  les  fois  qu'à 
(diai|ue  point  de  I)  on  sait  faire  correspondre  un  A  le  contenant,  cl  cette  corres- 
pondance sera  établie,  dans  les  applicatiotis  (|ui  suivent,  par  la  déliiiitiou  même 
des  A. 
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De  là  résulte  que,  si  une.  propriété  est  vraie  pour  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  domaines  dès  qu'elle  est  vraie  de  chacun  cVeux,  elle 
est  vraie  pour  un  domaine  D  dès  qu'autour  de  cliaque  point  de  D 
existe  un  domaine  dans  lequel  elle  est  vraie. 

Pour  appliquer  cette  remarque  considérons  une  fonction  /  de 
classe  a  au  j)lus(a>i),  à  £près,  dans  chacun  des  domaines  D,,  D^,  ..., 
D„.  Cela  veut  dire  qu'il  existe  une  fonction  _/",-  déclasse  a  au  plus  et 
différant  de  /de  t  au  plus  dans  D,.  La  fonction  cp,  égale  à/,  dans  D,, 
égale  à/,  dans  la  partie  de  D.  extérieure  à  D,,  égale  à  /,  dans  la 
partie  de  D.,  extérieure  à  D,  4-  Dj,  etc.,  est  de  classe  a  au  plus  d'après 
le  théorème  VII,  car  un  domaine  est  un  ensemble  de  classe  o  et  la 
partie  d'un  domaine  extérieure  à  la  somme  d'un  nombre  fmi  de  do- 
maines est  un  ensemble  de  classe  o  ou  i .  La  fonction/  qui  diffère 
de  !p  de  £  au  plus  est  donc,  d'après  VII,  de  classe  a  au  plus,  à  £  près,  sur 

D,  +  D,  +  ...+  D„     ('). 

Notre  remarque  nous  permet  de  conclure  que,  si  une  fonction  est,  à  t 
près,  de  classe  a  au  plus  en  tout  point  d'un  domaine  D,  elle  est,  à  t 
près,  de  classe  a  au  plus  dans  D. 

Cet  énoncé  n'est  justifié  par  ce  qui  précède  que  pour  a  ^  o,  il  est 
cependant  exact  pour  a  =  o.  Voici  comment  on  peut  l'établir.  Les 
conditions  de  l'énoncé  étant  remplies,  chaque  point  de  D  est  intérieur 
à  un  intervalle  A  dans  lequel/est  continue  à  £  près.  Prenons  un  nombre 
fmi  de  A  de  manière  que  tout  point  de  D  soit  intérieur  à  l'un  d'eux. 

A  chaque  A  est  attachée  une  fonction  /^  continue,  différant  de  / 
de  £  au  plus.  Soit  P  un  point,  il  appartient  à  un  ou  plusieurs  A, 
d'où  un  ou  plusieurs  nombres  /^(P).  Soit  /(P)  le  plus  petit,  L(P) 
le  plus  grand.  On  peut  toujours  construire  une  fonction  continue  cp 
telle  que  9(P)  soit  compris  entre  /(P)  et  L(P);  cela  est  parli- 
culièi'eraent  évident  pour  //  =  !,  mais  se  voit  facilcniciil  dans  tous 
les  cas. 


(')  Celle  propri(''lé  ii'osl  plus  vr.iic^  pour  a  =  o. 

Jotirii.  dt'  Matli.  (li°  si'iic),  lonic  I.    -  Kasc.  H.   loof).  2J 
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On  a  évidemment  \f—  9|  =  £  dans  D,  la  propriété  est  démontrée  ('). 

XIT.  —  Pour  qu'une  foncliou  soit  de  classe  a  au  plus  dans  un 
domaine  D  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  de  classe  a  au  plus  en  tout 
point  deD  ('-). 

La  condition  évidemment  nécessaire  est  suffisante.  Si  elle  est  remplie, 
en  effet,  quel  que  soit  £,  la  fonction  est,  d'après  la  proposition  précé- 
dente, à  £  près,  de  classe  a  au  plus  et,  d'après  le  théorème  III,  cela 
suffit  pour  que  la  fonction  soit  de  la  classe  a  au  plus. 

Ce  théorème  indique  une  relation  entre  la  nature  d'une  fonction 
dans  un  domaine  et  la  natui-e  de  cette  fonction  en  chaque  point  du 
domaine;  en  ce  sens  il  est  à  rapprocher  du  théorème  sur  la  continuité 
uniforme.  Je  veux  faire  une  remarque  à  ce  sujet. 

L'énoncé  XII  est  pris  souvent,  pour  a  =  o,  comme  définition  des 
fonctions  continues. 


(  '  )  On  peut,  en  particulier,  affirmer  que  l'on  est  dans  les  conditions  de  l'énoncé 
si,  en  tout  point  de  D,/  a  une  oscillation  inférieure  à  2  e. 

Dans  ce  cas  on  aurait  pu  choisir  les  A  de  façon  que,  dans  chacun  d'eux,  /  soit 
constante  à  z  près.  Alors  deux  points  d'un  même  A  ou  de  deux  A  ayant  des  points 
frontières  en  commun  auraient  donné  des  valeurs  de/ différant  entre  elles  de  2e 
au  [dus.  Or,  on  peut  citer  un  nombre  X  tel  que  deux  points  distants  de  X  au  plus 
soient  dans  un  même  S  ou  dans  deux  0  consécutifs,  donc  :  Si  t,  est  un  nombre 
supérieur  au  nia.iinium  de  l'oscillalion  de  f  en  un  point  quctconque  de  D, 
//  existe  un  nombre  positif  X  tel  que,  si  deux  points  P  e<  Q  sont  à  une  dis- 
lance au  plus  égale  à  X  /'««  de  l'autre,  on  a 

\JV')-/(Q)\U- 

Ce  théorème,  qui  comprend  roninie  cas  particulier-  le  théorème  sur  la  conver- 
gence uniforme,  a  été  donné  par  M.Haire  à  la  page  i5  de  sa  Thèse.  On  peut  en 
donner  une  dénioustralion  beaucoup  plus  simple  (]ue  la  précédente  (voir  Leçons 
sur  l'intégration  et  la  recherche  des  fondions  primitii'cs,  p.  21). 

(-)  D'après  nos  conventions  les  points  frontières  de  D  sont  des  points  de  D. 
l'our  a  >  o  on  peut  dire  qu'il  suffit  que  la  (onction  soit  de  classe  a  au  plus  en 
tout  point  intérieur  à  D  et  de  classe  a  au  plus  sur  la  frontière  de  D  en  tout  point 
de  celle  frontière.  Celle  dernière  condition  est  remplie  d'elle-même  s'il  s'agit 
d'une  fonction  à  une  seule  variable,  car  la  frontière  de  D  se  conipoue  alors  de 
duux  j)oints. 
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Si  les  fonctions  continues  sont  définies  par  la  continuité  uniforme, 
il  exprime  au  contraire  une  propriété  très  importante  des  fonctions 
continues. 

Mais,  ainsi  entendu,  le  théorème  XII  n'est  pas  démontré  par  les 
considérations  du  texte  (').  Les  différences  qui  se  manifestent  ainsi 
entre  le  cas  a  =  o  et  le  cas  a  >•  o  proviennent  de  ce  que  les  fonctions 
continues  ne  sont  pas,  comme  les  autres,  définies  comme  limites  de 
fonctions  des  classes  antérieures.  Les  fonctions  continues  sont  suppo- 
sées antérieurement  définies  et  antérieurement  étudiées;  d'ailleurs, 
sauf  peut-être  en  ce  qui  concerne  la  représentation  d'une  fonction 
continue  par  une  série  de  polynômes,  la  continuité  uniforme  des  fonc- 
tions continues  n'est  guère  intervenue  dans  nos  considérations. 

Des  raisonnements  analogues  à  ceux  qui  ont  donné  le  théorème  XII 
montrent  que  : 

XIII.  Pour  qu'une  fonction  soit  représenlable  analyliquement 
dans  un  domaine  D,  //  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  représentable 
analytiquement  en  tout  point  de  D. 

Voici  maintenant  une  conséquence  importante  du  théorème  XIII. 

Soit /une  fonction  qui  n'est  ni  de  la  classe  a,  ni  d'une  classe  anté- 
rieure. Dès  que  z  est  assez  petit,  il  existe  des  points  en  lesquels /n'est 
pas  de  classe  a  au  plus,  à  t  près;  étudions  l'ensemble  de  ces  points. 

1°  Il  est  évidemment  fermé; 

2°  Pour  a  >>  o,  il  ne  contient  aucun  point  isolé.  Soit,  en  eflèt,  une 
fonction  f  qui  est,  à  t  près,  de  classe  a.  au  plus  en  tous  les  points 

distants  d'un  point  M  de  —  au  plus.  Il  faut  démontrer  que  /  est  aussi 

de  classe  a  au  plus,  à  £  près,  au  point  M. 

Cela  peut  se  démontrer  facilement,  sans  faire  appel  aux  théorèmes 
établis  dans  le  paragraphe  V,  mais,  en  utilisant  ces  théorèmes,  on  peut 
raisonner  un  peu  plus  simplement. 

Soit  E„  l'ensemble  des  points  dont  la  distancera  M  vérifie  la  doiilile 


(')    VoirXdi  note  I,  i)ai;o  178,011  il  est  (Icinuiitré  par  des  raiboiuieiiieiils  assez 
analogues  à  ceux  du  te\te. 
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inégalité-  ^S^ E„peut  toujours  être  considéré  comme  la  somme 

de  deux  domaines;  en  chaque  point  de  E„,  (/i^o),fesl,  à  z  près,  de 
classe  a  au  plus,  donc  f  est,  à  i  près,  de  classe  a  au  plus  sur  E„.  Par 
suite,  E„  est  la  somme  d'une  infinité  dénombrable  denscmbles  (•„  de 
rang  a  au  plus  sur  chacun  desquels  /"est,  à  t  près,  de  classe  inférieure 
à  a.  L'ensemble  formé  des  c\,  pour  n^n,,,  et  du  jJoinl  M  est  un 
ensemble  dénombrable  d'ensembles  de  rang  a  au  plus  sur  chacun  des- 
quels/ est,  à  £  près,  de  classe  inférieure  à  a,  donc/  est,  à  t  près,  de 
classe  a  dans  le  domaine  M  -+-  E(/;„)  +  E(/Zo  -|-  i)  +. . .. 
La  proposition  est  établie.  Ainsi  : 

L'ensemble  des  points  en  Lesquels  une  fonction  f  ri  est  pas,  à  t 
près,  de  classe  a  ^  o  au  plus,  est  un  ensemble  parfait. 

Soit  E  l'ensemble  parfait  qui  vient  d'être  défini;  je  dis  que/  n'est 
sur  E,  à  £  près,  de  classe  a  au  plus  en  auculi  point  M  de  E(').  Soit,  en 

efTet,  31V  l'ensemble  des  points  de  E  distants  de  iM  de  —  au  plus  et  je 

suppose,  ce  qui  serait  possible  si  /était,  à  £  près,  de  classe  a  au  plus 
en  M  sur  E,  que  «„  est  assez  grand  pour  que,  sur  on, /soit,  à  £  près, 
de  classe  a  au  plus.  Reprenons  le  raisonnement  précédent  en  rempla- 
çant M  par  arc  et  E„  par  E„ — (E„,  on);  rien  n'est  changé,  sauf  que 

n'est  plus  en  général  la  somme  de  deux  domaines,  mais  la  somme 
d'uni'  iulinili'  dénond)ral)le  de  domaines.  (]('la  suflil  pour  le  raisoniie- 
inent  et  nous  voyons  (pie,  dans  les  conditions  supposées,  /  serait, 
à  £  près,  de  classe  a  au  plus  en  M,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition 
de  E. 

Nous  pouvons  donc  dire  en  particuiii-r  que  : 

Xl\\   Si  uni-  fnnrtiitn  n'i'st  ni  dr  la  cbisse  a  ^  o,  ///  d'/u/e  classe 


(')   Il    n'y   u  aiicinie   difliciilti'   à   clablii   cotlc   |n o|)i)>itiiiii    >aiis  se  hcrvir  îles 
lliroi'i'iiii>  (lu  |iaiai:ra[ilic  \. 
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antérieure,  il  existe  un  ensemble  parfait  E  en  tout  point  duquel 
elle  n'est,  sur  E,  ni  de  la  classe  a,  ni  d'une  classe  antérieure. 

En  d'autres  Icrnies,  si  l'on  sait  que  sur  tout  ensemble  parfait  il 
existe  des  points  en  lesquels  une  fonction  f  est  de  classe  a  ^  o  au 
plus  sur  l'ensemble  parfait  considéré ,  on  peut  affirmer  que  f  est 
de  classe  a  au  plus. 

Le  cas  de  a  =  o  a  été  exclu.  Lorsque,  sur  tout  ensemble  parfait,  il 
existe  des  poiats  en  lesquels  une  fonctiony  est  continue  sur  l'ensemble 
considéré,  c'est-à-dire  lorsque  f  est  ponctuellement  discontinue  sur 
tout  ensemble  parfait,  nos  raisonnements  nous  permettent  seulement 
d'affirmer  que  _/ est  au  plus  de  classe  i . 

D'ailleurs  y  peut  être  effectivement  de  classe  i,  comme  le  montre 
l'exemple  d'une  fonction  partout  nulle,  sauf  à  l'origine,  fonction  c[ui 
est  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble  parfait. 

Ainsi,  pour  a  =  i ,  il  existe  des  fonctions  de  classe  a  telles  cpie,  sur 
tout  ensemble  parfait,  se  trouvent  des  points  en  lesquels  la  fonction 
est  de  classe  inférieure  à  a  sur  l'enscndjle  parfait;  d'après  le  théo- 
rème XIV,  cela  est  impossible  pour  x>  i.  Nous  allons  voir,  au  con- 
traire, que  toute  fonction  de  classe  i  jouit  de  la  propriété  énoncée. 

Soit  /"  la  limite  de  la  suite  convergente  des  fonctions  continues  /", , 
y,)  •■•!  cl  soit  E  un  ensendjle  parfait.  Appelons  E„  l'ensemble  défini 
par  l'égalité 

En^=  j  E,   E[_/„  —  fn+{  )'  ^'    J5   ^■'\fn         fii+2)'^  '">    •  •  •  1  !_ 

E,j  est  un  ensemble  fermé  ;  E  est  la  somme  des  E„. 

Ou  bien  E,  est  identique  à  E  où  il  existe  un  point  A  de  1'",  ne  faisant 
pas  partie  de  E,  et,  puisque  E,  est  fermé,  on  peut  déterminer  un  in- 
tervalle I|  contenant  A  et  ne  contenant  aucun  point  de  E,.  Ou  bien, 
dans  1,,  I'"  et  l'^^  sont  identiques,  ou  bien  on  peut  déterminer  dans  I, 
un  intervalle  L  contenante  son  intérieur  des  points  de  E  et  ne  conte- 
nant aucun  point  de  V,.,.  Ou  bien,  dans  L,  E  et  E.,  sont  identiques,  ou 
bien  on  peut  déterminer  dans  L  un  intervalle  contenant  des  points 
(le  V]  et  ne  contenant  pas  de  [lolnis  de  lv„  et  ainsi  de  suite. 

On  arrivera  ainsi  à  un  I„  dans  lequel  E  et  M^  sont  identicjues;  sans 
(|uni,  à  l'intérieur  d(!  tous  ces  l„,  (pii  rnniieniicnt  tous  des  ])oinls  de  E 
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et  qui  sont  contenus  dans  ceux  qui  les  précèdcnl,  existerait  au  moins 
un  point  de  E,  puisque  E  est  parfait;  or,  d'après  la  définition  de  ce 
point,  il  n'appartiendrait  à  aucun  E,,  ce  qui  est  impossible. 

Soit  M  un  point  de  E  contenu  à  l'intérieur  de  cet  I„  ;  autour  de  ce 
point  on  peut  choisir  un  intervalle  -■)  intérieur  à  I„  dans  lequel  l'oscil- 
lation àa  f„  est  inférieure  à  e,  et  puisque,  dans  I„,  /  et  /„  diffèrent  de  t 
au  jjlus  sur  E,  l'oscillation  de  /"sur  E  est,  dans  r>,  inférieure  k'it. 

Ceci  posé,  choisissons  les  nombres  £,,  ^2)  •  •  •  tendant  vers  zéro.  On 
peut  trouver  un  intervalle  .1,  contenant  à  son  intérieur  des  points  de  E 
et  dans  lequel  l'oscillation  /,  sur  E,  soit  inférieure  à  ^^  ;  dans  a,,  on 
peut  trouver  un  intervalle  >>.,  contenant  à  son  intérieur  des  points  de  E 
et  dans  lequel  l'oscillation  de  /,  sur  E,  soit  inférieure  à  u,  et  ainsi  de 
suite. 

A  l'intérieur  de  3,,  ^.^i  •  •  ■  existe  au  moins  un  point  de  l'ensemble 
parfait  E;  en  ce  point  la  fonction  /',  étant  d'oscillation  inférieure  à  £, 
sur  E,  est  continue  sur  E. 

])e  tout  cela  nous  concluons  que  : 

XV.  Pour  qiC une  fonction  soit  de  classe  i  au  plus  il  faut  et  il 
suj/it  qu'elle  soit  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble 
par/ait. 

Ce  théorèiue  a  été  démoiilré  par  M.  13aire  dans  sa  Thèse  citée  ('). 
Si  l'on  ne  démontrait  les  propositions  (|ui  [irécèdent  que  dans  la 
mesure  où  elles  servent  à  l'établissement  du  théorème  XV  et  si, 
comme  j'en  ai  indi(pié  la  possibilité,  on  modifiait  les  raisonnements 
de  manière  à  in'  |ias  uliliseï'  les  théorèmes  du  païaj^raphe  \ ,  on  aurait 
une  démonstralioii  pai  llciilièirnirnl  simple  du  lliéorèmc  de  M.  Baire. 
La  m(''llio(lc  (pii  a  servi  à  celui-ci  piuu' établir  son  théorème  est  beau- 


(')  Le  raisonnenienl  primitif  de  M.  liaire  ne  s'appliquait  ([u'aiix  fonctions 
d'une  varial)le;  l'exacliliide  du  lliéorènie  pour  le  cas  général  restait  doulouse, 
comme  le  remar(|uail  M.  Haire  à  la  page  88  de  sa  Thèse. 

J'ai  indiiiué  {Ciinipics  rrntltis,  ■>,-  mars  1899)  (|U('  l'emploi  d'un  théorème 
démontré  ()lus  loin  (théorème  \IX)  prouvait  son  onactitude  dans  tous  les  cas. 
Depuis  {Bulletin  de  la  Société  mat  hé  ma  tique,  1900),  M.  lîaire  a  donné  un  rai- 
soiinriiM'iit  :ip|ilii'aMe  an  cas  ijéin-ral. 
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coup  plus  roniplif[uéc,  mais  clic  a  ravantai;ç  de  fournir  un  proccdc 
rcgulier  pei'uiellaul,  par  une  inliuitc  dcnonibiablc  d'opérations,  de 
reconnaître  si  une  fonction  est  ou  non  de  classe  i . 

Tout  procédé  opératoire  relatif  aux  fonctions  les  plus  générales  sup- 
pose que  l'on  sache  effectuer  certaines  opérations  relatives  à  ces  fonc- 
tions. Comme  il  n'y  a  aucune  cpicslion,  si  simple  qu'elle  soit,  que  l'on 
puisse  résoudre  pour  la  fonction  la  plus  générale,  donnée  d'une  manière 
quelconque,  tout  procédé  opératoire  est  illusoire  quand  on  cherche  à 
rap[)liquer  au  cas  général.  Le  procédé  de  M.  Bairc  n'échappe  pas  à 
cette  critique,  car  il  suppose  que  l'on  sache  trouver  les  points  de  dis- 
continuité d'une  fonction  sur  un  enseml)lc  parfait,  ce  que  l'on  ne  sait 
pas  faire  dans  le  cas  général.  Mais,  comme  le  plus  souvent  on  sait 
effectuer  cette  recherche,  le  procédé  de  M.  Baire  est  pratiquement 
utile  toutes  les  fois  qu'il  ne  demande  qu'un  nombre  fini  d'opérations. 
Quand  il  exige  un  nombre  infini  d'opérations,  il  peut  encore  être  utile, 
non  plus  à  proprement  parler  comme  procédé  opératoii'e,  mais  comme 
guide  du  raisonnement. 

Ce  n'est  pas  là,  à  mon  avis,  l'unique  avantage  du  procédé  de 
M.  Baire  (le  théorème  XV  lui-même  permet  le  plus  souvent  de  recon- 
naître facilement  si  une  fonction  donnée  est  ou  non  de  classe  i).  Mais, 
et  l'on  peut  dire  quelque  chose  d'analogue  pour  chaque  procédé  opé- 
ratoire, tandis  que  le  théorème  XV  montre  seulement  qu'il  y  aurait 
contradiction  à  supposer  à  la  fois  qu'une  fonction  est  ponctuellement 
discontinue  pour  tout  ensemble  parfait  et  quelle  n'est  ni  de  classe  o, 
ni  de  classe  i,  le  procédé  de  M.  Baire  fournit  une  définition  précise 
d'un  ensemble  sur  lequel  la  fonction  est  totalement  discontinue  si  elle 
n'est  ni  de  classe  o,  ni  de  classe  i  (').  J'ajoute  que,  si  Ton  a  pu  démon- 
trer, par  les  procédés  de  M.  Baire.  qu'une  fonction  /est  de  classe  i, 
on  sait  construire  une  suite  de  fonctions  continues  tendant  vers  /'. 

Essayons  de  généraliser  l'énoncé  de  M.  Baire.  Le  théorème  XIV 


(  '  )  La  mélliode  qui  nous  a  donné  le  théorème  de  M.  Baire  fournil  bien  aussi 
une  définition  d'un  tel  ensemble,  mais  cette  délinition  supj)ose  connues  des  pro- 
priétés des  fonctions  de  classe  i,  tandis  que  celle  que  fournit  le  procédé  de 
iVl.  Baire  ne  suppose  connues  que  des  propriétés  relatives  à  la  classe  o. 


i8/i  H.  lÉbesgue. 

nous  apprend,  nous  l'avons  rléjà  remarqué,  qu'il  faut  renoncer  à  Iron- 
ver  sur  loul  ensemble  parfait  des  points  en  lesquels  une  fonction  donnée 
de  classe  a  |>  i  est  de  classe  inférieure  à  a.  Par  exemple,  la  fonc- 
tion y  (a;)  (p.  i4o)  qui  est  déclasse  2  dans  tout  intervalle  n'est,  en 
aucun  point,  ni  de  classe  o,  ni  de  classe  i.  Nous  serons  conduit  à  la 
généralisation  cherchée  en  utilisant  des  notions  importantes  intro- 
duites par  M.  Baire  et  qui  ont  conduit  celui-ci  à  une  condition  néces- 
saire pour  qu'une  fonction  soit  représentable  analytiquement,  la  sui- 
vante :  la  fonction  doit  être  ponctuellement  discontinue  sur  tout 
ensemble  parfait,  quand  on  néglige  les  ensembles  de  première  catégorie 
par  rapport  à  l'ensemble  parfait  considéré. 

Pour  comprendre  cet  énoncé,  quelques  explications  sont  nécessaires. 
Considérons  un  ensemble  «L'  formé  à  l'aide  de  points  d'un  ensemble  par- 
fait E;  M.  Baire  (Thèse,  p.  65  et  67)  dit  qu'il  est  de  prrmicrr  catè- 
f^^orie  par  rapport  à  V,  s'il  est  la  somme  d'une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  partout  non  denses  sur  E,  soient  E,,  Ea,  ...(').  Si  i'  est  de 
première  catégorie,  il  ne  contient  pas  tous  les  points  de  E;  en  effet, 
appelons  Dj  un  intervalle  contenant  à  son  intérieur  tout  E  et  D,-  un 
intervalle  intérieur  à  D,  ,  contenant  à  son  intérieur  des  points  de  E, 
mais  aucun  point  de  E,.  Ces  D,  peuvent  être  choisis  de  bien  des 
manières.  Leur  partie  commune  contient  au  moins  un  point  de  E  qui, 
n'a[)j)arlenant  à  aucun  1\,  n'appartient  pas  à  C. 

Il  existe  donc  des  ensembles  qui  ne  sont  pas  de  première  catégorie 
sur  E;  M.  Baire  les  appelle  les  ensembles  de  deuxième  catégorie 
sur  E;  E  lui-même  est  un  tel  ensemble.  Remarquons  encore  que,  si  E 
est  la  somme  d'une  inlinilé  {J/'HOMiliraiilc  d'ensembles r,  l'un  au  moins 
des  e  est  de  deuxième  catégorie  sur  E,  car  la  somme  d'une  infinité 
dénombrable  d'ensembles  de  première  catégorie  est  évidemment  un 
ensemble  de  première  catégorie.  Vax  particulier,  le  conqilémenlaire 
par  rapport  à  \\  duii  ensendile  de  première  catégorie  sur  E  est  un 
ensemble  de  deuxième  catégorie  sur  E. 

Une  autre  diMiiiilion  est  n(''cessaire  pour  l'aire  comprendic  l'énoncé 

(')  G'esl-à-dire  (|iie,  quel  que  soit/,  dans  lout  iiUcrvalle  conlonaiil  à  son  inté- 
rieur des  points  de  E,  on  peut  lioiiver  un  autre  iiUervalle  jouissant  de  la  même 
|)nijiiii'-l(''  cl  III'  rniilcniiiit  pas  dç  |)(iinls  de  1'^,. 
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de  M.  Baire.  Nous  dirons  qu'une  fonction  /est  continue  sur  E  en  un 
point  P  de  E,  lorsque  Ton  néglige  les  ensembles  d'une  certaine  famille 
d'ensembles,  s'il  existe  un  ensemble  e  de  cette  famille  tel  que  f  soit 
continue  en  P  sur  l'ensemble  E  —  (c,  E).  Cette  définition  ne  présente 
quekjue  intérêt  que  si  P  est  un  yjoint  limite  de  E  —  (e,  E  ).  Enfin  nous 
dirons  que /'est  ponctuellement  discontinue  sur  E,  cjuand  on  néglige 
les  ensembles  d'une  famille  F,  si  Eest  l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble 
des  points  de  E  en  lesquels  /est  continue  sur  E  quand  on  néglige  les 
ensembles  de  la  famille  F.  Sans  chercher  pour  le  moment  à  légitimer 
l'énoncé  de  M.  Baire  ('),  nous  allons  déduire  quelques  conséc[uences 
des  définitions  qui  précèdent. 

Je  vais  d'abord  montrer  que  si  C  est  de  deuxième  catégorie  sur  E, 
il  existe  un  domaine  D  tel  que,  si  A  est  un  domaine  quelconque  contenu 
dans  D  et  contenant  des  points  de  E,  (A,  C)  est  de  seconde  catégoi'ie 
sur  E;  ce  que  j'exprime  en  disant  que,  dans  D,  c  est  partout  de 
seconde  catégorie  sur  E.  Considérons  les  intervalles  \{ai,SxpSbp),  où 
les  a.j,  et  b^,  sont  rationnels.  Enlevons  de  C  tous  les  {c,\)  (\m  sont  de 
première  catégorie;  l'ensemble  enlevé  est  de  première  catégorie;  l'en- 
semble restante.',  est  de  même  catégorie  (jue  c.  SiiL'  est  de  seconde  caté- 
gorie, il  en  est  de  même  de  C^  et  alors  il  existe  un  domaine  D  tel  que, 
quel  cjue  soit  le  domaine  A  intérieur  à  D,  et  contenant  des  points  de  E, 
>L'|  a  des  points  dans  A.  Donc  aucun  des  I  intérieurs  à  D  ou  A  et  con- 


(')  M.  Baire  a  déiiioiUré  le  théorème  dont  il  s'uyit  ici,  aux  pages  81  à  87  de 
sa  Thèse,  pour  les  fcMiclions  d'une  variable  et  de  classe  2.  Depuis,  M.  Baire  a 
énoncé  le  théorème  général  dans  les  Comptes  rendus  du   11  décembre  1899. 

Je  me  suis  un  peu  écarté  dans  le  texte  du  langage  et  des  définitions  adoptés 
par  M.  Baire,  aux.  pages  72  el  78,  81  et  82  de  sa  Thèse.  M.  Baire  ne  définit  pas 
la  continuité  lorscjue  l'on  néglige  les  ensembles  d'une  famille  F,  mais  il  dit  ce 
que  l'on  doit  entendre  dans  ces  conditions  par  Voscilladon  de  la  fonction.  Si 
la  fonction  est  continue,  au  sens  du  texte,  l'oscillation,  au  sens  de  M.  Baire,  est 
nulle.  La  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie.  Elle  l'est  cepentlaut  si  la  famille  F 
est  celle  des  ensembles  dénombrables,  ou  des  ensembles  de  classe  ou  de  ranc  a, 
ou  des  ensembles  de  première  catégorie,  ou  des  ensembles  parfaits  ou  fermés, 
ou  des  ensembles  de  mesure  nulle,  etc.  Cela  m'a  permis  d'adopter  la  définition 
du  texte  suffisante  pour  mon  objet.  Cette  définition  n'est  d'ailleui's  que  provi- 
soire; elle  sera  complétée  plus  loin  (p.  189). 

Journ.  de  Math,.  (6*  série),  loiiie  I.  —  Kaso.  Il,  i9i)j.  2^j 
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tenant  des  points  de  E  n'a  été  enlevé,  C,  et  C  sont  de  seconde  catégorie 
dans  A,  c'est-à-dire  partout  de  seconde  catégorie  dans  D. 

Etant  donné  l'ensemble  c  sur  E,  enlevons  de  C  Ions  les  ensembles 
(C,  I)  qui  sont  partout  de  seconde  catégorie  sur  E  dans  I,  les  I  étant 
les  mêmes  intervalles  que  précédemment.  Il  reste  un  ensemble  C'  de 
première  catégorie  sur  C.  Donc  tout  ensemble  est  la  somme  d'un  en- 
semble de  première  catégorie  et  d'une  infinité  dénombrable  d'en- 
sembles qui  sont  partout  de  seconde  catégorie  dans  certains  domaines 
les  contenant. 

Les  ensembles  partout  de  seconde  catégorie  et  les  ensembles  de 
première  catégorie  sont,  par  suite,  les  éléments  constituants  de  tout 
ensemble.  Comme  ensembles  partout  de  seconde  catégorie,  nous 
connaissons  déjà  les  compb'mentaires  d'ensembles  de  première  caté- 
gorie; chercbons  ce  que  sont  les  autres.  Si  un  ensemble  est  partout  de 
seconde  catégorie  et  a  pour  complémentaire  un  ensemble  de  seconde 
catégorie,  il  existe  un  inter\alie  dans  lecpiel  l'ensemble  considéré  et 
son  complémentaire  sont  tous  deu\  partout  de  seconde  catégorie  sur 
l'ensemble  parfait  E  considéré. 

M.  Baire  a  appelé  mon  attention,  il  y  a  trois  ou  quatre  ans,  sur 
lintérri  (pfil  y  aurait  à  nommer  un  ensemble  A  partout  de  seconde 
catégorie  ainsi  que  son  complémentaire.  En  ell'et,  d'après  l'énoncé  de 
.VI.  Haire  cité  précédemment,  la  fonction  nulle  aux  points  de  A,  égale 
à  I  aux  autres  points,  étant  totalement  discontiniu'  sur  E  quanti  on 
néglige  les  ensembles  de  première  catégorie,  ne  serait  pas  représen- 
lable  analytiquement.  Concluons  de  là,  en  nous  servant  du  lliéorème  \  I , 
(pie  A  ne  .serait  pas  mesurable  B.  Nous  allons  démontrer  celte  propriété 
sans  nous  servir  de  l'énoncé  de  iM.  Baire  et  nous  en  déduirons  cet 
énoncé. 

Convenons  pour  un  instant  de  dire  qu'un  ensemble  est  Z  s'il  n'existe 
aucun  intervalle  dans  lequel  cet  ensemble  et  son  com|)lémentaire 
soient  tous  deux  partout  de  seconde  catégorie.  Si  un  enscMuble  est  Z, 
son  coinpli'nientairc,  par  rappoil  à  li  iisendile  parlait  \i  à  l'aide  tics 
poirils  diiqncl  on  forme  les  ensendiles  que  nous  considcTons,  est 
aussi  Z.  La  somme  S  diin  nombre  fini  ou  tl'une  infinité  dénondjrable 
d'enseudjlcs  M,  qui  sonl  /,  csl  aussi  Z;  car,  si  Scsi  partout  de  seconde 
catégorie  dans  Tintervallc  I,  l'iui  ties  M  esl  tle  secoutle  ealégorie  dans 
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I;  par  suite,  il  existe  dans  1  un  intervalle  I,  dans  lequel  l'un  des  M  est 
partout  de  seconde  catégorie,  le  complémentaire  de  M  n'est  pas  de 
seconde  catégorie  dans  T,,  celui  de  S  n'est  donc  pas  partout  de  seconde 
catégorie  dans  I.  Cette  propriété,  appliquée  aux  complémentaires  des 
ensembles  M,  nous  montre  que  la  partie  commune  à  un  nombre  fini 
ou  à  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  M,  qui  sont  Z,  est  aussi 
Z('). 

En  résumé,  les  ensembles  formés  par  les  deux  opérations  I  et  ÎI  pré- 
cédemment étudiées,  à  partir  d'ensembles  qui  sont  Z,  sont  aussi  des 
ensembles  qui  sont  Z.  Tout  ensemble  contenu  dans  l'ensemble  parfait 
E  et  qui  est  mesurable  B  est  la  partie  commune  à  E  et  à  un  ensemble 
mesurable  B  ;  par  suite,  c'est  un  ensemble  obtenu  parles  deux  opérations 
citées,  à  partir  des  ensembles  (E,  I)  où  I  est  un  intervalle  quelconque. 
Un  ensemble  (E,  I)  est  un  ensemble  parfait  contenu  dans  E;  un  tel 
ensemble  ne  peut  être  partout  dense  sur  E  dans  un  certain  intervalle 
que  s'il  est  identique  à  E  dans  cet  intervalle;  par  suite,  un  ensemble 
(  E,  l)  est  toujours  Z.  Donc  tous  les  ensembles  mesurables  B,  contenus 
dans  E,  sont  Z.  C'est  ce  que  l'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Lorsqu' un.  ensemble  C,  mesurable  B  et  forme  à  l'aide  de  points 
d'un  ensemble  par/ait  E,  est  de  seconde  catésforie  sur  E,  il  existe 
un  intervalle  contenant  des  points  de  E  et  dans  lequel  le  complé- 
mentaire de  C  par  rapport  à  E  est  de  première  catégorie. 

Ceci  posé,  soient  E  un  ensemble  parfait,  /'une  fonction  de  classe  a. 
f  est,  à  £  près,  constante  sur  chacun  des  ensembles  M  d'une  infinité 
dénombrable  d'ensembles  de  classe  a  au  plus,  d'après  le  théorème  IV. 
L'un  au  moins  des  ensembles  (E,  M)  est  de  seconde  catégorie  sur  E; 
donc  il  existe  un  intervalle  I  contenant  à  son  intérieur  des  points  de  E 
et  dans  lequel  cet  ensemble  (E,  M)  est  partout  de  seconde  catégorie. 
Remarquons  tjue  sur  (E,  M)  f  est  constante  à  z  près  dans  l  et  que 
l'ensemble  négligé  |I,  M  —  (E,  M)]  est  de  première  catégorie  sur  E. 

Prenons  £  =  -  et  faisons-lui  correspondre,  connue  il  vient  d'être 


(  '  )  Je  ne  sais  pas  s'il  existe  des  ensembles  qui  ne  sont  pas  Z. 
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dit.  un  intervalle  I,   et  un  ensemble  M,;   prenons  ensuite   £  =  -  et 

faisons-lui  correspondre  L  intérieur  à  I,  et  un  ensemble  M,;  k  i  ^  rj 

correspondra  I^  intérieur  à  L  et  M3,  etc.  A  l'intérieur  de  tous  ces 
intervalles  existe  au  moins  un  point  P  de  E;  en  P,  /"est,  à  £  près,  con- 
tinue quand  on  néglige  l'ensemble  de  première  catégorie  N 

N  =  [I,,  E  -  (E,  M,  )]  +  [L,  E  -  (E,  M,)]  +  .  .  .  ; 
donc  : 

XVI.  Toute  fonction  rcprcscntahlc  analytiquement  est  ponc- 
tuellement discontinue  sur  tout  ensemble  parfait  quand  on  né- 
glige les  ensembles  de  première  catégorie  par  rapport  à  cet 
ensemble  parfait. 

C'est  l'énoncé  de  M.  Baire. 

La  démonstration  précédente  montre  que  l'ensemble  négligé  est 
mesurable  B,  elle  fournil  même  une  limite  supérieure  de  sa  classe, 
mais  cela  est  de  peu  d'intérêt.  Soient,  en  effet,  N,.  No,  ...  les  ensendiles 
partout  non  denses  sur  E  dont  la  somme  est  l'ensemble  N  négligé,  la 
fonction/ est  encore  continue  en  P  si  l'on  néglige  l'ensemble 

Icfiuel.  étant  la  somme  d'une  infinité  dénombral)le  d'ensembles  fermés, 
partout  non  denses  sur  E,  est  de  classe  2  au  plus  et  est  de  première 
catégorie  par  rapport  à  E. 

Maintenant  une  question  très  importante  se  pose  :  la  condition 
nécessaire  fournie  par  le  tbéorème  XVI  est-elle  suffisante?  Et,  si  elle 
ne  l'est  pas,  existe-t-il  des  fonctions  cpii  n'y  satisfont  pas"?  Je  n'essaierai 
pas  d-c  répondre  à  ces  difficiles  questions;  il  me  suffit  d'avoir  montré 
|i;if  i(!s  considérations  précédentes,  très  incomplètes,  que  des  raisou- 
nemenls  simples,  de  la  nature  de  ceux  qui  m'ont  servi  dans  les  précé- 
dents paragraphes,  pcrmellent  d'obtenir  certains  des  résultats  publiés 
par  M.  Baire. 

La  condition  suflisanlc  |)our  ([u'une  ronetion  soit  de  classe  a  au  plus 
que  donne  le  tbéorème  XIV,  condition  qui  est  évidemment  nécessaire, 
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peu  1  être  considérée  comme  la  généralisation  du  théorème  XV,  don- 
née par  M.  Baire,  malgré  la  différence  des  énoncés.  11  n'est  pas  diffi- 
cile, d'ailleurs,  de  donner  un  énoncé  analogue  à  celui  du  théorème  XV 
et  convenant  à  tous  les  cas.  Pour  arriver  à  un  tel  énoncé,  je  reprends 
la  définition  de  la  continuité  en  un  point  P,  quand  on  néglige  les 
ensembles  d'une  famille  F.  Dans  l'application  de  cette  définition,  on 
peut  faire  deux  conventions  distinctes  : 

i"  Celle  qui  a  été  faite  jusqu'ici  et  d'après  laquelle,  quelle  que  soitP, 
on  néglige  un  ensemble  quelconque  de  la  famille  F,  contrnant  ou 
non  P  ; 

2"  Celle  d'après  laquelle,  pour  définir  la  continuité  en  P,  on  néglige 
un  ensemble  de  la  famille  F  ne  contenant  pas  P. 

Ces  deux  conventions  sont  évidemment  distinctes  ;  la  fonction  /  (r), 
page  i4o,  est  partout  continue,  quand  on  néglige  les  ensembles  dénom- 
brables  avec  la  convention  i",  elle  ne  l'est  que  pour  les  valeurs  irra- 
tionnelles de  X  avec  la  convention  2";  la  continuité,  quand  on  néglige 
les  ensembles  finis  (contenant  un  nombre  fini  de  points),  esl  la  conti- 
nuité ordinaire  si  l'on  fait  la  convention  2°,  avec  la  convention  1"  c'est 
la  continuité  ordinaire  dans  l'ensemble  des  points  autres  cpie  celui 
que  l'on  considère.  La  convention  i"  permet  de  définir  ce  (pie  Ton 
pourrait  appeler  La  continuité  autour  de  P,  la  convention  2"  permet 
de  définir  ce  que  nous  appellerons  maintenant  la  continuité  en  P  ('). 

Avec  la  convention  nouvelle  que  nous  venons  de  faire,  le  théo- 
rème XVI  n'est  plus  démontré;  mais  il  esl  facile  de  compléter  la 
démonstration  précédente. 

Remarquons  d'abord  que  les  points  d'un  ensemble  iM  qui  ne  sont 
pas  Ultérieurs  à  un  intervalle  dans  lequel  M  est  partout  de  seconde 
catégorie  forment  un  ensemble  depremière  catégorie,  d'après  la  décom- 
position d'un  ensemble  quelconque  en  ensembles  de  première  caté- 


(')  Je  rappelle  (voir  la  note  de  la  jiage  i85)  (|iie  le  langage  que  j'ai  adopté  est 
difTérent  de  celui  choisi  par  IVl.  tiaire.  J'ai  seulement  traduit  dans  un  langage  voi- 
sin de  celui  que  j'adopte  détinitivement  une  propriété  donnée  par  M.  Baire. 
J'insiste  d'ailleurs  sur  la  différence  entre  les  deux  conventions  citées,  parce  que 
l'une  d'elles  seulement  conduit  à  un  énoncé  général  fournissant  immédiatement 
le  théorème  XV  comme  cas  particulier. 
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gorie  et  en  ensembles  partout  de  seconde  catégorie.  Ceci  posé  dans  la 
démonstration  du  théorème  XYI,  à  chaque  nombre  £  nous  avons  fait 
correspondre  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  M.  I^es  points  Q 
de  E,  qui  ne  sont  pas  intérieurs  à  un  intervalle  dans  lequel  l'un 
des  (E,  M)  contenant  Q  est  partout  de  seconde  catégorie  sur  E, 
forment  un  ensemble  E(i)  de  première  catégorie  sur  E.  L'ensemble 

e  =  Ef-j  +  E(-j  +  E(^j-f-...    est   donc   de    première    catégorie 

sur  E  et  il  existe  des  points  de  E  n'appartenant  pas  à  e. 

Soit  P  l'un  de  ces  points,  j'appelle  M^^  l'un  des  M,  correspondant 

à  £  =  -7)   et  partout  de  seconde  catégorie  dans  un  certain  intei'vallc 

contenant  P  à  son  intérieur.  J'appelle  I^  cet  intervalle.  11  est  évident 
que  l'on  peut  se  servir  des  intervalles  I^  et  des  ensembles  M^.  comme 
de  ceux  qui  ont  été  définis  précédemment;  le  théorème  XVI  est  donc 
démontré  ('  ). 

Supposons  maintenant  que,  au  lieu  d'invoquer  le  théorème  IV,  pour 
la  démonstration  du  théorème  XVI,  nous  nous  soyons  servi  du  théo- 
rème X,  les  ensembles  M  sont  alors  de  rang  a  au  plus  (■),  ainsi  que 
les(E,  M),  puisque  E  est  de  rang  i.  Soit  A  l'un  des  enseml)les  (E,  M) 
de  première  catégorie  sur  E;  il  est  la  somme  des  ensembles  B,, 
Ba,  ...,  partout  non  denses  sur  E,  donc  aussi  la  somme  des  en- 
sembles (A,\i,-\-B\),  (A,  B^-i-Bj),  ...  partout  non  denses  sur  E. 
Or  B,+  B)  est  fermé,  donc  de  rang  i,  A  est  de  rang  a  au  plus, 
(A,  B,-f-  B^)  est  de  rang  a  au  plus.  Et  nous  pouvons  supposer  que 
tous  ceux  des  (E,  M)  de  [)remière  catégorie  que  nous  rencontrerons 
seront  remplacés  par  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de  rang  a 


(')  La  nature  parliculicrc  des  eiiseniljles  M/,  n'iiilervlenl  j)as,  c'est  paioe  que 
la  propriété  démontrée  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante  que  l'on  véri- 
fiera sans  peine  :  Si,  en  négligeant  les  ensembles  de  première  catégorie  sur  un 
ensemble  [tarfait  E,  une  fonction  est  ponctuellement  discontinue  sur  E  lorsque 
l'on  ado])te  l'une  des  conventions  i"  et  2",  elle  l'est  aussi  lorsque  l'on  adopte 
l'autre  convention. 

Il  n'y  a  donc  en  réalité  aucune  dilTérence  entre  les  deux  sens  de  l'énoncé  W\ 
('■')  Au  lieu  de  supj)Osei'/ constantt',  à  e  ])rès,  sur  clia(|ue  M,  ou  |)eut  suj)j)osei 
que/  est,    à  s.  jjrés,   de   classe   inférieure  à   a.   Cela  |)i'rmcl  de  donner  au  théo- 
rème XVII  une  autre  forme. 
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au  plus,  parlent  non  dense  sur  E.  Dès  lors  le  poiiiL  i*  joiiil  du  la  pro- 
priété ([ui  intervient  dans  la  définition  suivante  : 

Uite  foncAion  est  dllc  continue  (a)  sur  l'ensemble  parfait  E,  au 
point  P  de  E,  si,  à  tout  nombre  positif  s,  on  peut  faire  correspondre 
un  nitcrvalle  contenant  V  à  son  intérieur,  dans  lequel  E  peut  être 
considéré  connue  la  somme  d'une  infinité  dénomhrahle  d'ensembles 
de  rang  a  au  plus,  sur  chacun  desquels  f  est  constante  à  i  près  et 
qui  sont  tous,  sauf  l'un  d'eue  contenant  P,  partout  non  denses 
sur  E. 

En  un  tel  point  P,  d'après  X,  /  est  de  classe  a  au  plus  sur  E  ;  de 
plus  /  est  continue  quand  on  néglige  les  ensembles  de  première  caté- 
gorie sur  E.  La  réciproque  est  vraie,  je  ne  m'en  servirai  pas.  Remar- 
quons encore  que  la  continuité  (  r)  est  la  continuité  ordinaire,  et  cela 
grâce  à  l'emploi  de  la  convention  2". 

Lorsque  E  sera  le  dérivé  de  l'ensemble  des  points  où  /  est  con- 
tinue (a  )  sur  E,  nous  dirons  que  /  est  ponctuellement  discontinue  (a) 
sur  E. 

Avec  ces  définitions,  en  tenant  compte  du  théorème  XIV,  nous 
pouvons  énoncer  une  proposition  contenant  les  théorèmes  XV  et  XVI 
comme  cas  particuliers. 

XVIL  Pour  qu'une  fonction  soit  de  classe  a  au  plus,  il  faut  et 
il  suffit  qu'elle  soit  ponctuellement  discontinue  {ry.)  sur  tout  ensemble 
parfait. 


VII.   —  Relations   entre   différentes   familles   de   fonctions. 

Fonctions  définies  analyliquement .  —  On  sait  que,  un  ensemble  E 
de  points  (.r,,  a;.,,  . . .,  x-„)  étant  doimé,  on  ai)pelle  projection  de  cet 
ensemble  sur  la  rariélé  .iv+,  =  ■^,+,  =...=:  .r„=o  l'ensemble  e  de 
tous  les  systèmes  de  valeuis  associées  (x-,,  .t\,,  ...,a;,).  Je  vais  dé- 
montrer que,  si  \\  est  mesurable  B,  sa  projection  l'est  aussi. 

(lela  est  évident  si  V.  est  un  intervalle,  car  alors  e  en  est  un  aussi. 
Or-  tout  ensemble  mesurable  B  se  déduit  d'intervalles  par  l'application 
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répétée  des  opérations  I  et  H',  lesquelles  se  conservent  en  projection  ('); 
la  proposition  est  établie. 

Ceci  posé,  considérons  des  relations  analytiques 

,  (.r, ,  .x\,,  . . .,  x,„  y,  ,y.,,  . . . ,  _>;,)  =  o, 


f,,(x,,  X.,,  . . . ,  a:„,  y, ,  j,,  . . . ,  y^,)  =  0. 

Les  fonctions  /,■,/■,,  ■  •  •,/],  étant  exprimables  analytiquement  par 
hypothèse,  Tensemble  des  points  où  toutes  ces  fonctions  sont  nulles  à 
la  fois  est  mesurable  B.  La  partie  de  cet  ensemble  pour  lacpiclle  on  a 
0L^y,S  j3  est  donc  mesurable  B  ainsi  que  sa  projection  sur  la  variété 
y,=^y2^=--  •^y/,=  o,  et  cela  quels  que  soient  a  et  [3.  Donc  si,  à  un 
point  de  la  variété  indiquée,  contenu  dans  un  certain  domaine  D, 
correspond  au  plus  une  valeur  r,,  c'est-à-dire  si  les  relations  données 
définissent,  dans  D  ou  dans  un  certain  ensemble  contenu  dans  D,  une 
fonction  implicite  yi(x,,  x.,,  . . .,  x„)  à  une  seule  détermination,  cette 
fonction  est  mesurable  B,  d'où  le  théorème  XVIIL 

XVIIL  —  Une  foiiclioii  déjinie  implicitement  à  V aide  d'ex pi-cs- 
sions  analytiques  est  exprimable  analyliquem,ent  d^unc  manière 
explicite. 

J'ai  supposé,  comme  on  le  l'ail  toujours,  que  les  relations/,  =  o  sont 
en  nombre  fini;  la  proposition  précédente  est  encore  vraie  si  l'on 
définit  nue  infinité  dénoinbrable  de  fonctions  implicites  >',  à  l'aide 
d'une  infiiùté  dénond)rable  de  relations  _/",==  n.  i'ji  uiodlfiaut  légère- 
ment la  méthode,  (jui  nous  a  permis  d'affirmer  la  possibilité  de  con- 
struire tout  ensemble  mesurable  B  à  partir  d'intervalles  à  l'aide  des 
deux  opérations  I  (,'l  IL,  et  celle  cpii  nous  a  conduit  au  théorème  \  I, 
on  aura  des  raisonnements  n'utilisanl  pas  la  notion  de  classe  et  appli- 
cables lorsqu'il  y  a  une  infinité  dénonibrable  de  variables.  Le  théo- 
rème X^  III,  pour  le  cas  où  l'on  (h'^linil  siniullanémcnl  une  inlinité 
dénombrable  de  fonctions  inq)licites,  s'ensuit  immédiatement. 

A  ce  théorème  on  en  peut  rattacher  d'autres  sur  les  fonclions  à  plu-' 


(')  Gela  ne  hcrail  pas  vrai  [loui-  l'opLialioii  It. 


SUR  LES  PONCTIONS  REPRÉSENTABLES  ANALYTIQt  EMENT .      IpS 

sieurs  déterminations.  J'indique  seulement  la  nature  de  ces  proposi- 
tions. 

Supposons  qu'on  dise  qu'une  fonclifui  à  plusieurs  déterminations 
est  mesurable  B  quand,  quels  que  soient  «,  1>  et  l'entier  /«,  l'ensemble 
des  points,  où  n  déterminations,  et  n  seulement,  satisfont  à  l'inégalité 
a^fS.  b,  est  mesurable  B.  On  s'assurera  facilement  qu'il  est  nécessaire 
et  suffisant  qu'une  fonction  à  un  nombre  fini  ou  à  une  infinité  dénom- 
brable  de  déterminations  soit  mesurable  B  pour  qu'on  puisse  définir 
simultanément  toutes  ces  déterminations  par  une  relation  analytique 
entre  la  fonction  et  les  variables.  Bien  entendu,  une  telle  relation  ne 
définira  la  fonction  qu'implicitement  si,  comme  je  l'ai  supposé  jusqu'à 
présent,  on  n'admet  dans  les  expressions  analytiques  que  les  seuls 
signes  +,  x,  lini.  Mais,  si  l'on  y  adjoint  un  signe  d'opération  non 
uniforme,  il  n'en  est  plus  nécessairement  ainsi.  Par  exemple,  si  l'on 
emploie  le  signe  y/  ,  on  pourra  représenter  explicitement,  par  une  seule 
expression  analytique,  toutes  les  déterminations  d'une  fonction  mesu- 
rable B  pourvu  que  le  nombre  de  ces  déterminations  soit  toujours  une 
puissance  de  2  ou  qu'il  y  ait  une  infinité  dénombrable  de  détermina- 
tions. C'est,  en  un  certain  sens,  une  généralisation  du  théorème  XVIJI. 

Pour  démontrer  ce  théorème  nous  avons  utilisé  une  remanjue  sur 
les  projections  des  ensembles.  En  la  précisant  et  en  la  généralisant 
nous  pourrons  en  déduire  de  nouvelles  conséquences. 

R('lalion.s  entre  les  fo/ic/io/ts  de  plusieurs  variables  et  les  fonc- 
lions  dune  seule  variable.  —  Considérons  la  transformation  T 

(T)     X,  =  X,  (.A-, ,  .V.,  ...,  x„),      ...,     Xj,=.  K,,(.i\ ,  ./;,.  .    . ,  ./•„),• 

définie  à  l'aide  des  fonctions  X,-  continues  dans  le  domaine  d  de 
l'espace  x,,  ./\,,  . . .  ,  j-,,;  et  supposons  ([u'clle  transforme  le  domaine  d 
en  un  domaine  L)  de  resj)ace  X,,  X^,  . . . ,  X^,.  Ces  transformations  sont 
bien  connues  si  n  —  p:,  le  j)assage  d'un  ensemble  à  sa  projection 
définie  par 

X,  =  x'i ,  Xo  =  x'.j,  ....  \^,  =  .1;^, 

fournit  un  exemple  de  ces  Iransformalions  pour  le  cas  n^p. 
M.   Peano  a  donné  le  premier  un  exemple  du  cas  n<C^p\   il  a  indi- 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  loiiie  I.  —  l'asc.  Il,  lyoô.  ^J 
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que  en  oITol  comment  on  pouvait  construire  une  courbe  remplissant  un 
intervalle  I  (^MatJi.  Annalen,  t.  XXXVI)  ('),  si  cette  courbe  est 
définie  par 

X,:-X,(/),  X,  =  X,(/),  ...,  X,=  X,(/); 

ces  formules  définissent  une  transformation  de  la  nature  considérée 
entre  rintervalle  I  (à  /)  dimensions)  et  un  intervalle  (à  une  dimension) 
de  l'axe  des  t. 

Soit  a  un  poiut  de  </-,  T  lui  fait  correspondre  un  ])oint  A  bien  déter- 
miné, le  transformé  de  a.  A  est  en  général  le  transformé  de  plusieurs 
points  que  j'appelle /^'.î /(owo/o^'we.y  ^/r^  a.  Un  ensemble  e  de  d  étant 
donné,  le  transformé  E  de  e  est  l'ensemble  des  transformés  des  points 
de  e;  je  désignerai  par  f ,  l'ensemble  de  tous  les  points  dont  les  trans- 
formés font  partie  de  E  ;  en  d'aulres  termes  c,  conlienl  les  points 
de  e  et  leurs  boniologues;  je  dirai  que  i\  est  l'ensemble  complet 
correspondant  à  E.  Cherchons  des  relations  entre  les  classes  des 
ensembles  e,  E,  e,. 

Supposons  que  c  soit  fermé,  c'est-à-dire  soit  F  de  classe  o.  Soit  M 
un  point  de  D  limite  des  points  M,,  ]NL,  ...  de  E,  soient  m,,  m.,,  .  . 
des  points  de  e  qui  ont  respectivement  pour  transformés  M,,  .Mo,  .... 
Soient  enfin  i)i  un  de  leurs  points  limiles,  et  ni/,^,  ni^^,  . . .  des  points  de 
la  suite  ///,,  />r^,  ...,  tendant  vers  /»,  je  dis  (pie  ///  admet  M  pour 
transformé.  En  ell'et  les  fonctions  X,,  X^,  . . .,  X^,  qui  figurent  dans  la 
transformation  T,  étant  continues,  X,(//Ocst  la  limite  de  \,  (m^  ); 
or  .\,  (/«/()  étant  la  coordonnée  X,  de  M^  ,  \,  (ni)  sera  la  coor- 
donnée X,  de  M  et  M  est  bien  le  transformé  de  ni.  L'ensemble  E  est 
fermé. 

Donc,  si  c  est  F  de  classe  o,  E  est  F  de  classe  o.  11  faut  bien  remar- 
ijuer  que  cela  n'est  plus  vrai  en  général  si  l'on  remplace  I"'  par  O;  en 


('  )  Voir  aussi  une  noie  de  .M.  llilberl  (  ;)/Mi//.  Ami.,  l.  XXW  111)  et  la  page  44 
de  mes  Leçons  sur  rinlégralion .  —  La  iransforiiialion  (|ui  a  ^tMvi  au  début 
du  para^iMjihe  I  jiniir  dt'Hiili'  un  domaine  à  jiarlir  d'un  iiUervalle,  Iransforine 
une  couibe  ri;iu|)li>sanl  I  luLurvalle  eu  une  courbe  louijilissanl  le  douiaino.  Tout 
duinaiuL'  peul  donc  être  ii;ui|ill  ]>  ir  une  courbe.  Ces  courijc^  ])ei'ineUraii'ul,  si 
Ton  V  v(jyait  avantage,  de  ne  s'occupei'  i|ue  des  Iranslornialions  T  oii  /(        i  . 
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d'autres  termes,  si  e  est  ouvert  il  n'en  résulte  pas  que  E  soit  aussi 
ouvert.  De  l'étude  'des  ensembles  F  on  ne  peut  pas  conclure  pour  les 
ensembles  O  parce  que,  si  c  et  g  sont  complémentaires  par  rapport  à  rf, 
il  n'est  pas  vrai  en  général  que  E  et  G  soient  complémentaires  par 
rapport  à  D;  la  somme  E  -i-  G  est  bien  identique  à  D,  mais  E  et  G 
ont  en  général  des  points  communs. 

Supposons  que  c  soit  O  de  classe  o  ou  i.  Alors  e  est  la  somme 
d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  et  dont  les  transformés 
sont  par  suite  aussi  fermés.  Mais  la  somme  de  ces  transformés  est 
identique  à  E,  donc  E  est  O  au  plus  de  classe  i . 

Supposons  que  e  soit  F  de  classe  r  ou  2.  Alors  e  est  la  partie  com- 
mune à  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  O  de  classe  i  au  plus  et 
que  L'on  peiU  supposer  contenus  les  uns  dans  les  autres.  Dans  ces 
conditions  leurs  transformés,  qui  sont  O  déclasse  i  au  plus,  admettent  E 
pour  partie  commune;  donc  E  est  F  de  classe  2  au  plus. 

En  continuant  ainsi  on  voit  que,  si  e  est  F  de  classe  in  au  plus, 
E  est  F  de  classe  -m  au  plus;  si  e  est  O  de  classe  2/i  +  1  au  plus, 
E  est  O  de  classe  in  ->n\  au  plus.  En  particulier,  si  e  est  I'"  ou  O  de 
classe  inférieure  à  w,  E  est  aussi  F  ou  O  de  classe  inférieure  à  w. 

Si  e  est  de  rang  w,  il  est  la  partie  commune  à  une  infinité  dénom- 
brable d'ensembles  F  des  classes  inférieures  à  co,  que  l'on  peut  supposer 
contenus  les  uns  dans  les  autres,  et  dont  les  transformés,  qui  sont  F  des 
classes  inférieures  à  w,  ont  pour  partie  commune  E.  E  est  donc  de 
rang  co. 

Si  e  est  le  complément  d'un  ensemble  de  rang  to,  il  est  la  somme 
d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  O  des  classes  inférieures  à  w, 
lesquels  ont  pour  transformés  des  ensembles  O  des  classes  inférieures 
à  w;  leur  somme  E  est  donc  le  complémentaire  d'un  ensemble  de 
rang  w. 

Si  e  est  F  de  classe  co,  il  est  la  partie  commune  à  une  infinité  dénom- 
brable d'ensembles  complémentaires  d'ensembles  de  rang  co,  contenus 
les  uns  dans  les  autres.  Alors  E  est  la  partie  commune  des  transformés 
de  ces  ensembles,  donc  E  est  de  classe  co  au  plus. 

Si  e  est  O  de  classe  o>,  il  est  la  somme  d'une  infinité  di''n<)nd)iable 
d'ensendîles  de  rang  co,  donc  1*^  est  O  de  classe  oj  au  plus. 

A   partir  de    là,  en    ralsonnanl    par  récurrence,   on  verra  ipie,  si  e 
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eslF  (ou  O)  de  classe  a=o>,  E  est  F  (ou  G)  de  classe  a.  au  plus  ('  ). 

Pour  le  passage  de  <?,  à  E  les  conclusions  précédentes  s'appliquent, 
mais  on  peut  aller  plus  loin.  Soit  "•,  le  complémentaire  de  p,  par  rap- 
port à  O,  g,  est  évidemment  l'ensemble  complet  correspondant  au 
complémentaire  G  de  E  par  rapport  à  D.  Si  e,  est  F  de  classe  a^co  ou 
de  classe  finie  et  paire,  E  est,  on  le  sait,  un  ensemble  F  de  classe  a  au  plus. 
Si  e,  est  F  de  classe  finie  et  impaire  a,  "•,  est  O  de  classe  impaire  a, 
donc  G  est,  on  le  sait,  un  ensemble  O  de  classe  a  au  plus  et  par  suite  E 
est  F  de  classe  a  au  plus.  Donc,  dans  tous  les  cas,  E  est  au  plus  de  la 
même  classe  que  e,  (-). 

Ce  résultat  peut  s'interpréter  autrement.  Soit  F  (X,,  X2,  ...,  \/,') 
une  fonction,  la  transformation  T  lui  fait  correspondre  une  fonction 

/(x,,  X2,  ...,  a;„)  =  F[X,(.T,,  ...,  x„),  ...,  Xp(x,,  ...,  .r„)]. 

Comme  E(a</<^)  est  le  correspondant  complet  de  E(a<F<6), 
/est  au  moins  de  la  classe  F. 

Mais,  au  sujet  de  la  fonction  F[X,(x,  . . .),  . . .  ]  composée  à  l'aide 
des  fonctions  continues  X,(x,,  . . .,  x„),  . . .,  X^,(,r,,  . . .,  x„)  et  de  la 
fonction  F(\(,  \.,,  ..,  X^,),  nous  pouvons  démontrer  une  propriété 
analogue  au  théorème  I,  savoir  que  la  fonction  /(x,,  x.,,  . . .,  x„)  est 
au  [)lus  de  la  classe  de  la  fonction  F(X,,  Xo,  . ..,  X^).  Dire  (jue  F  est 
d'une  classe  déterminée,  c'est  dire  en  effet  que  Ton  peut  construire  cette 
fonction  à  l'aide  d'un  certain  procédé  opératoire  à  partir  de  fonctions 
continues  $(X|,  Xo,  ...,  X,,).  Pour  substituer  dans  F  les  valeurs  de 
X,,  X.,,  . . .,  \^,  données  par  (T),  il  suffit  de  faire  la  substitution  dans 
les  $,  ce  qui  donne  des  fonctions  continues  ip(.r,,  .7\,,  . . .,  .r„),  puis 
d'employer,  à  partir  de  ces  nouvelles  fonctions,  le  même  procédé  opé- 
ratoire qu'avant  la  substitution. 

Comme  il  n'est  pas  démontié  ([u'après  la  substitution  ce  procédé 


(')  lin  appliquant  ces  résullals  ;iu  cas  où  E  est  une  projeclidii  di;  c,  on  pouiialt 
préciser  la  nature  des  fonctions  <l(''rinies  implicitement  par  des  relations  obtenues 
en  égalant  à  zéro  des  fonctions  de  classes  connues. 

(')  Je  reviens  ici  au  langage  abrégé  dans  lequel  ensemble  F  t/e  classe  a  est 
remplacé  par  cnscinhltf  <!<■  cUtssc  a. 


SITR    LES    FONCTIONS    REPRÉSENT\BI.ES    \NALYTIQUEMENT.  1 97 

opératoire  est  le  plus  simple  possible,  nous  pouvons  seulemoiit  conclure 
que  /  est  au  plus  de  la  classe  de  F. 

Ce  résultat,  rapproché  du  précédent,  montre  que  : 

La  transformation  T  fait  correspondre  à  tout  ensemble  E  contenu 
dans  D  et  de  classe  a  un  ensemble  complet  e  contenu  dans  d  et 
exactement  de  classe  a. 

Et  aussi  que  : 

La  Irunsforniation  T  fait  correspondre  à  toute  fonction 
F(X,,  ...,  X,,)  des  variables  X,,  X^,  ...,  X^„  qui  est  de  classe  a, 
une  fonction 

A    [-^iv^''!)  *:.■:   •  •  •?   ''11)1  ->-2V>^()  ■^'■i^   ■  •  -j  -''il)-  •  •)  -^/)  V  >'' I  5 '^  2  )  ■  •  •)  ^ii)\ 

des  variables  a,', ,  Xo,  . . . ,  *„)  ?'''  <?*^  exactement  de  classe  a. 

Le  fait  que  D  est  un  domaine  n'est  presque  jamais  intervenu;  sup- 
primons cette  condition,  alors  D  est  un  ensemble  parfait.  La  démon- 
stration du  premier  des  deux  énoncés  précédent  reste  applicable, 
occupons-nous  du  second.  Convenons  de  dire  qu'une  fonction  est  de 
classe  a  sur  D  s'il  existe  une  fonction  partout  définie,  qui  soit  de  classe  a, 
qui  se  réduise  sur  D  à  la  fonction  donnée  et  s'il  n'en  existe  pas  de  classe 
inférieure  à  a.  Alors  il  est  évident  que,  si  F  est  de  classe  a,  y  est  de 
classe  a  au  plus. 

Siy  est  de  classe  o,  la  fonction  F,  d'où  dérivey,  et  qui  n'est  connue 
que  sur  D,  est  continue  d'après  les  résultats  qui  précèdent;  mais 
puisqu'on  sait  qu'il  existe  une  fonction  continue,  partout  définie,  se 
réduisant  sur  D  à  une  fonction  continue  donnée,  F  est,  sur  D,  de 
classe  o  au  plus. 

Si  f  est  de  classe  ci.^i,  ia  fnnclion  F,  définie  sur  D,  est  telle  que 
F(a5F5/')  est  toujours  de  classe  a  au  plus,  mais  l'ensemble  complé- 
mentaire de  D,  étant  de  classe  i,  est  aussi  de  classe  a  au  plus,  Donc  la 
fonction  égale  à  F  sur  D,  à  o  pour  les  autres  points  est  de  classe  a  au 
plus,  F  est,  sur  D,  de  classe  a  au  plus. 

Les  deux  énoncés  Ironvés  son!  donc  exacts  dans  tous  les  cas  où  d  est 
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un  domaine  (').  La  seule  application  que  j'en  veux  faire  est  la  sui- 
vante :  Considérons  une  courbe  C  définie  à  l'aide  de  fonctions  continues 
d'un  paramètre  t  variant  dans  un  intervalle  d-^  soit 

celte  courbe.  A  toute  fonction  F(X,,  X3,  . . .,  X^,)  définie  sur  elle, 
correspond  une  fonction /(i)EEs  F[X,(/),  X2(/),  ...,  X^(/)]  définie 
dans  d.  La  classe  de  cette  fonction  f{t)  est  ce  que  nous  appellerons  la 
classe  de  F  sur  la  courho  C.  Il  est  évident  que  cette  classe  est  bien 
attachée  à  la  courbe  C  et  qu'elle  ne  dépend  pas  de  la  représentation 
paramétrique  choisie,  c'est-à-dire  qu'elle  reste  la  même  si,  dans  les 
fonctions  X,(/),  Xo(/),  ...,X^(^),  on  substitue  une  fonction  ^(0) 
continue  et  variant  toujours  dans  le  même  sens.  Mais  l'extension  que 
nous  avons  donnée  aux  énoncés  précédents  permet  d'aller  plus  loin  :  la 
classe  de  F  sur  la  courbe  C  étant  la  classe  de  F  sur  l'ensemble  parfait  D 
des  points  de  C  reste  la  même  si  l'on  substitue  à  C  une  autre  courbe  F 
assujettie  à  la  seule  condition  d'avoir  un  même  ensemble  de  points 
que  C.  Et  cela  revient  à  substituer,  dans  les  coordonnées  des  points 
de  C,  des  fonctions  <(0)  (jui  sont  discontinues,  à  plusieurs  détermina- 
tions, l'ensemble  de  ces  déterminations  pouvant  même  avoir  la  puis- 
sance du  continu  pour  certaines  valeurs  de  0. 

Si  l'on  ne  s'occupe  pas  de  ces  généralisations,  on  ne  peut  conclure 
pour  toutes  les  courbes,  mais  on  peut  toujours  conclure  pour  les 
courbes  qui  remplissent  un  domaine,  et  cela  suffit  pour  léc^itimer  le 
théorème  XIX  : 


Pour  qu'une  foncJion  soil  de  classe  ot.  dans  un  domaine,  il 
faut  et  il  suffit  qu  elle  soit  de  classe  a.  au  plus  pour  chaque  courbe 
du  dfiinaine  et  ([u  elle  soit  e ffecliveinent  de  classe  ol  pour  une  courbe 
du  domaine. 

C-ette  courbe  particulière  peut  d'ailleurs  être  prise  indépendamment 


(')  Ils  sont  vr;iis  :uissi  si  f/ t^sl  un  ensenililc  parfitil.  iiinis  CL-tto  g(''iii'i:ilisalKiii 
nous  est  tout  à  l'ail  iniiliie. 

I.i)is([iic  c/ e^l  un  (loiniiiiii;,  I)  csl  un  cnsenililo  parniit,  mais  il  faut  i)icn  icinai- 
r|U(M'  (|iie  ce  n'est  pas  un  enscuililc  parfait  r|iit'lci)nf|U('. 
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de  la  fonction  considérée,  il  suffit  de  prendre  une  courbe  remplissant 
le  domaine  ('  ). 

Il  est  bien  évident  que,  si  Ton  veut  déduire  la  classe  d'une  Jonction 
dans  un  domaine  de  la  classe  de  cette  fonction  sur  une  courbe,  tou- 
jours la  même,  il  faut  que  cette  courbe  passe  ])ar  tous  les  points  du 
domaine.  Mais  on  peut  préf(M"er  à  l'emploi  de  cette  courbe,  unique 
mais  nécessairement  compliquée,  l'emploi  d'une  famille  de  courbes 
plus  simples. 

Je  ne  sais  pas  s'il  est  possible  de  nommer  une  telle  famille,  mais.je 
vais  montrer  par  un  exemple  simple  que  la  famille  des  courbes  analy- 
tiques ne  répond  pas  à  la  question  (-). 

Considérons  trois  circonférences  tangentes  intérieurement  en  un 
point  A.  Soient  C,  la  plus  grande,  C,  la  circonférence  moyenne,  C,  la 
plus  petite.  Soit  f(x,  y)  une  fonction,  nulle  sur  C,,  C3,  à  l'extérieur 
de  C,,  à  l'intérieur  de  C^  ;  égale  à  i  sur  C2  sauf  en  A;  linéaire  sur 
cliaque  rayon  de  C,,  entre  C,  et  C^  d'une  part,  entre  C,  et  C.,  d'autre 


(')  J'ai  énoncé  ce  théorème  dans  une  Note  des  Comptes  fendus  (■2'^  mars  1899) 
et  j'en  ai  déduit  qu'on  pouvait  appliquer  à  tous  les  cas  l'énoncé  du  théorème  X\ , 
démontré  par  M.  Baire  pour  les  fonctions  d'une  variable.  Ma  démonstration  pri- 
mitive était  très  diflérente  comme  forme  de  celle  du  texte;  en  réalité,  les  pro- 
priétés utilisées  étaient  les  mêmes.  J'employais  encore  les  relations  entre  un 
ensemble,  son  transformé  et  l'ensemble  complet  correspondant.  Seulement, 
au  lieu  de  considérer  une  courbe  quelconque  remplissant  le  domaine,  je  ne  me 
servais  que  des  courbes  de  Peano  dont  l'ensemble  des  points  multiples  est  par- 
ticulièrement simple. 

(2)  Il  suffit  qu'une  fonction  soit  de  classe  a  m:  o  sur  toute  droite  ,r  =:  const. 
et  sur  toute  courbe  yr=/(^)  pour  qu'elle  soit  de  classe  a  :=  o  dans  tout  le 
plan  {a;,  y).  Je  ne  sais  pas  si  celte  propriété  est  encore  exacte  pour  a  >  o  ;  si 
elle  l'était,  on  aurait  là  une  famille  simple  répondant  à  la  question.  Celle  famille 
serait  d'autant  plus  intéressante  qu'elle  ne  comprend  (|ue  les  courbes  ([u'on 
étudie  ordinairemeul,  l'étude  d'une  courbe  y=/(x')  élanl  souvent  beaucoup 
plus  facile  que  celle  d'une  courbe  quelconque.  Par  exemple,  M.  Baire  a  dé- 
montré qu'une  fonction  F{.v,  y  ),  continue  en  x  et  en  y,  définit  sur  chacune  de 
ces  courbes  une  fonction  de  classe  i;  il  est  fort  possible  que  les  méthodes  de 
M.  Baire  puissent  être  étendues  au  cas  des  courbes  quelconques,  il  n'en  est  pas 
moins  intéressant  de  se  demander  si  l'on  a  le  droit  de  conclure  du  résultat  de 
iM.  Baire  que  F  est  de  classe  1,  comme  cela  sera  démonlré  ])lus  loin. 
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part.  11  est  évident  ^ue /(■': y)  est  discontinue  en  A,  et  pourtant  elle 
est  continue  sur  toute  droite  du  plan. 

Faisons  une  construction  analog^ue  en  remplaçant  C,,  Co,  C,  par 
des  courbes  qui,  au  voisinage  de  A,  sont  transcendantes  et  oui  un 
contact  d'ordre  infini.  On  peut  supposer,  par  exemple,  que  ces  arcs 
de  courbes  ont  pour  équations 

7  =  /.  (■*■)'      y  =  .A.  (-^O'      y  =  ./:i  (■*■)' 

et  que  l'on  a 

//'■(o  )  =/./(o)  =/r(o)  =  a,/.!, 

ff  désignant  la  dérivée  yo''^™«  de  /,,  les  r/„  et  les  a^  étant  choisis  à 
l'avance  de  façon  que  la  série  a„  +  Za^,op^  ne  soit  pas  convergente 
pour  a- ^  G.  Alors  la  fonction  f(x,  y)  est  continue  sur  toute  courbe 
analytique,  et  cependant  elle  est  discontinue  en  A.  Bien  entendu,  une 
série  uniformément  convergente  de  telles  fonctions  convenablement 
choisies  donnerait  u/ic  foyiclion  continue  sur  /ouf  ar-c  analytique  et 
cependant  discontinue  dans  tout  domaine. 

Les  fonctions  ainsi  construites  sont  de  classe  i;  il  est  facile  de  le 
voir  de  bien  des  manières  et  cela  résultera  d'un  théorème  qui  va  être 
démontré;  je  vais  cependant  le  démonlrer  pour  la  première  fonction 
/{x,  y)  construite,  ce  qui  me  conduira  à  une  série  intéressante.  De  A 

comme  centre,  je  décris  la  circonférence  F,,  de  rayon  -;  soil  o,,  une 

fonction  continue  égale  à_/'cu  tout  point  ohf:=  o,  égale  à  /"  à  l'exté- 
rieur de  r„  et  comprise  entre  o  et  i;  y*  est  la  limite  de  ç„,  donc  /  est 
de  classe  i,  mais,  de  plus,  la  suite  obtenue  (|ui  n'est  pas  partout  uni- 
formément convergente  est  cependant  uniformément  convergente  sur 
toute  (linilc.  ('.rite  suite  [leul  évideinuiciil  èlie  remplacée  |)ar  une 
série  de  polynômes,  et  ce  qui  a  été  dit  de  la  première  des  fonctions 
/(x,y)  peut  l'être  des  autres,  de  sorte  qui/  existe  des  séries  de 
polynômes  uniformément  convergentes  sur  tout  arc  analytique 
sans  êtrr  uniformément  convergentes  dans  niicunr  aire. 

Toutes  les  fonctions y(.t',  y)  que  nous  venons  de  tonstrunc  sont  de 
classe  i;  avant  de  rattacher  cela  à  un   lluMirènic  gi'néral,  y   nionire 
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que,  contrairement  à  ce  que  pourraient  faire  penser  ce  théorème  et 
les  exemples  précédents,  il  ne  suffit  pas  de  connaître  la  classe  d'une 
fonction  sur  toute  droite  du  plan  pour  connaître  une  limite  supérieure 
de  la  classe  de  cette  fonction.  En  effet,  une  fonction  partout  nulle,  sauf 
peut-être  pour  les  points  d'une  circonférence,  est  de  la  classe  i  au 
plus  sur  toute  droite,  elle  peut  être  cependant  de  classe  quelconque, 
ou  même  échapper  à  tout  mode  de  représentation  analytique. 

Fonclion-s  de  plusieurs  iHtfiahlcs  coiilinues  par  rapport  à  rhacuiic 
d'elles. 

XX.  Une  fonclion  de  n  variables,  continue  par  rapport  à  chacune 
d'elles,  est  de  classe  n  —  i  au  plus. 

Soit  /"(ic,,  .ro,  ...,a:-,J  une  telle  fonction  et  supposons-la  définie 
dans  un  intervalle,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité,  puisque,  si  / 
n'est  définie  que  dans  D,  il  est  possible  de  la  définir  à  l'extérieur  de  D 
en  respectant  les  continuités;  cela  suppose  toutefois  que /est  continue 
par  rapport  aux  variables  en  tous  les  points  frontières  de  D,  mais  cela 
est  admis  implicitement  dans  l'énoncé. 

Supposons  donc  que/est  définie  pour  aSx^^h  et  divisons  l'inler- 
valle  (a,  b)  en  n  parties  égales  à  l'aide  des  points  a„  =  a,a^,  ....la^^  b. 
Soit  9„  la  fonction  égale  à/  quand  x  a  l'une  de  ces  valeurs  a,  et  variant 
linéairement  quand,  x^^  x^,  . . .,  x„  restant  constantes,  a;,  varie  de  a,- 
«  «,vi-  ?«  est  une  fonction  continue  par  rapport  aux  ensembles  (a;,,  a'j), 
(.x-,,  X,,),  .  ..,  (x,,  x'„)  et  de  plus  9,,  tend  vers/,  quand  //,  augmente 
indéfiniment. 

Opérons  sur  o„  comme  sur  /  en  faisant  jouer  à  x.,  le  rôle  de  .x-,  ; 
nous  verrons  que  9,,  est  la  limite  d'une  suite  convergente  de  fonctions 
continues  en  (x,,  x.,,  .X;,),  (x,,  x.,,  x.,),  ....  (*•,,  x.,,  x„).  Nous  opére- 
rons sur  ces  nouvelles  fonctions  comme  sur/  et  9,,  en  faisant  jouer  à  .r., 
le  rôle  de  x,  et  x.^,  et  ainsi  de  suite.  Au  bout  de  //  —  i  opérations, 
nous  arriverons  à  des  fonctions  continues  par  raf)port  à  l'ensemble  des 
variables  et  à  partir  desquelles  /  s'obtient  par  u  —  1  passages  successifs 
à  la  limite;  donc /est  de  classe  n  —  1  au  plus  ('  ). 


(  '  )  J'ai  déjà  donné  celle  démonstration  dans  une  Note  du  Biillelin  des  Sciences 
mathématiques  (Sur  t'aiiiiro.i'iinalion  des  fondions,  novenihiu  1898). 
Journ.  de  Matli.  (Il">unt),   lonn;  1.—  l-asc.  II,  itjoô.  2^) 
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On  peut  se  demander,  il  est  vrai,  si  la  limite  supérieure  trouvée  pour 
la  classe  peut  être  ellectivement  atteinte.  La  réponse  est  affirmative; 
nous  allons  démontrer,  en  effet,  (juc  : 

XXI.  Si  fi  /)  est  une  fonclion  de  classe  n,  il  existe  une  fo/ic- 
lion  o(x,,  j,.,,  . . . ,  .i„+,  )  continue  par  rapport  à  chacune  de  ses 
Il  +  I  variables  et  telle  que  f{t)  soit  identique  à  o(t,  t,  . . . ,  /). 

En  d'autres  termes,  o(.r,,  .c.^,  . . . ,  ./•„+|  )  se  réduit  à  /sur  une  cer- 
taine droite. 

I"  //  =^  i .  —  On  a  alors 

/(/)  =  lim  _/;,(/). 

ri  —  X 

\es /„[! )  étant  continues.  Soient  î,,  t.,,  ...  des  nombres  décroissants 
et  tendant  vers  zéro,  et  soit  Y]„  un  nombre  tel  ([ue,  dans  un  intervalle 
quelconque  de  longueur  rj„,  l'oscillation  de  /'„  soit  inférieure  à  £„;  je 

suppose,  de  plus,  cpie  les  ■/]„  sont  choisis  décroissant  avec  -  et  teudaiit 

vers  zéro. 

Nous  ([('lliiissons  Ci  par  les  égalités 

o(^.r,,  .c.,)  -=  9(./;„  X,),  o(t,  l  )  =  f(l) 

et 

oix„  I)  ^=,U,ii)  +  |.A,(/)-.A,^,U)|-^;~^^"-% 

(jiiaiid 

/  +  ri„+,ix,St  -h  r]„+,. 

il  ésl  évideul  ijuc,  pour  .r,  Jx'o,  o  est  ((iiitinue  eu  ./•,  ;  moiitrôus  (pie 
ç  est  continue  en  a^j.  Donnons  à  x,  une  valeur  constante,  lorsque 
l'on  a 

.'•,  —  •!]„+,%:  X./~X^  —  ■!]  +  .., 

o  est  coniprisc  enlre  le  plus  pdll  cl  le  |)lus  grand  des  noiid)res  suivants  : 


J  n '^   "-/n       Jh     "   ^/n       J  n-*-\     '"  ^h  •  \i       J  n^ 


I      ■  ^H(-|' 
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et,  puisque  tous  ces  nombres  tendent  vers  /,  cp,  qui  est  évidemment 
continue  en  ,/;,  pour  .r,  <  .v, ,  Test  aussi  pour  x^  ==  x, . 

Ce  raisonnement  deviendrait  plus  simple  encore  si  l'on  traduisait 
en  langage  géométrique  la  construction  indiquée  analytiquement  (  '  ). 

2°  n  cjtiflconquc.  —  On  peut  maintenant  passer  d'une  valeur  de  n 
à  la  valeur  immédiatement  supérieure  à  l'aide  d'un  raisonnement  que 
je  me  contenterai  d'exposer  dans  le  cas  particulier  du  passage  de  n  —  i 
à  /«  =  2.  Cela  me  permettra  d'employer  le  langage  géométrique  et  de 
bien  mettre  en  évidence  la  propriété  des  domaines  à  plus  de  deux 
dimensions  qui  est  fondamentale  dans  ce  raisonnement. 

Par  la  droite  D,  ./•  =y  =  z,  faisons  passer  les  trois  plans  D.x,  D/, 
Dj  qui  contiennent  respectivement  Ox,  Oy,  Oz.  Ces  trois  plans 
divisent  l'espace  eu  six  domaines  indéfinis,  limités  chacun  par  deux 
faces  d'un  dièdre.  Entre  ces  systèmes  de  deux  faces,  menons,  par  D, 
deux  plans;  par  exemple,  traçons  les  six  plans  H  passant  par  D  et 
faisant  20"  avec  l'un  des  plans  Ux,  Dj,  D^.  Les  plans  H,  D./;,  By, 
Dz  divisent  l'espace  en  dix-huit  dièdres  de  20"  d'angle;  les  plans  II 
seuls  divisent  l'espace  en  douze  dièdres  :  les  uns,  les  dièdres  A  de 
4o"  d'angle,  sont  tels  qu'ils  contiennent  les  parallèles  à  l'une  des  direc- 
tions de  l'un  des  axes,  menées  par  les  points  de  D;  les  autres,  les 
dièdres  B  de  20°  d'angle,  ne  contiennent  aucune  de  ces  parallèles. 

Si  l'on  veut  construire  une  fonction  o(x,y,  z)  continue  en  x,  en  y 
et  en  :;  et  égale  sur  D  à  une  fonction  donnée,  et  si  l'on  sait  résoudre 
cette  question  pour  chaque  domaine  A,  on  saura  évidemment  la 
résoudre  pour  tout  l'espace;  en  effet,  si  l'on  donne  à  z,(x,  y,  z)  les 
valeurs  déjà  connues,  quand  {x,y,  z)  est  point  d'un  domaine  A,  il 
sera  facile  de  définir  ^(x,  y,  z)  dans  les  domaines  B  tout  en  respec- 
tant les  continuités,  parce  qu'il  n'y  aura  plus  à  s'occuper  de  la  conti- 
nuité aux  points  de  D. 

Il  suffit  donc  de  résoudre  la  question  pour  nu  domaine  A  et,  dans 
un  tel  domaine,  on  n'a  à  se  préoccuper,  pour  les  points  de  D,  que  de 
la  continuité  par  ia|)[)ort  à  une  seule  des  variables.  Cette  simplification 
résulte,  comme  on  vient  de  le  voir,  de  la  possibilité  d'une  certaine 


(    )    hn  1899,  M.  Hairc  m'avait  n iiiinlqué   une  iIcmonsliatii.Ti  iliii;  a  M.Nol- 

li^ira  el  s"a|)|)li(|iiaiil  au  cas  de  11:^1. 
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division  de  l'espace;  unedi\ision  analoo;ue  est  possible  pour  les  espaces 
à  plus  de  trois  dimensions,  elle  est  impossible  pour  Tespace  à  deux 
dimensions. 

Pour  démontrer  le  théorème  dans  le  cas  de  n  =  2,  il  suffit  de  définir 
la  fonction  ç>,  dans  un  domaine  A,  Fun  des  dièdres  précédemment 
défini  ou  tout  autre  domaine  possédant  la  propriété  remarquable  indi- 
quée. Supposons  que  ce  domaine  contienne  les  parallèles  menées  par 
les  points  de  D  à  la  direction  positive  de  0.r. 

Soit /(?)  =  lini/„(/, /)  la  fonction  donnée;  /„(?/,(•)  étant  une 

fonction  continue  par  rapport  à  chacune  des  deux  variables  m,  p.  Dési- 
gnons par  P,,  P^,  . . .  des  plans  parallèles  entre  eux  et  à  D,  se  rappro- 
chant constamment  de  D,  dont  la  distance  à  D  tend  vers  zéro,  coupant 
le  domaine  A  et  non  parallèles  à  Qx.  On  pourra  prendre  pour  P„ 

I 
IX  —  Y  —  -  ^  -• 

■^  n 

La  fonction  o(x',^-,  ;::)  est  maintenant  définie  par  les  conditions 
suivantes  :  i"  cp(.r,  j,  r)  est  égale  k  f{x)  sur  D,  c'est-à-dire  que  l'on 
a  <p(x',  X,  x)  =  /'(.c);  2"  au  point  de  P,„  dont  les  coordonnées  sont 

{{y-^'-~^  7,)'  y^  ^'  '"  ''""''lioi'  ?(•'■,/,-)  est  égale  à/„(j,:;); 
3"  (^(^x,y^z)  est  linéaire  en  x  quand  on  se  déplace  sur  une  parallèle 
à  l'axe  des  ./•  entre  deux  plans  P,  consécutifs. 

Ces  conditions  déterminent  cvidcinnient,  en  tout  point  de  A,  une 
fonction  cp  remplissant  les  conditions  imposées.  Le  théorème  est  donc 
éliilili  poiii'  //  =  2,  et  l'on  voit  que  le  raisonnement  se  généralise  faci- 
Icnienl. 

Des  théorèmes  XX  et  \X1  il  résulte  qu'il  y  a  identité  entre  les 
fonctions  de  classe  n  et  celles  qu'on  obtient  en  donnant  des  valeurs 
égales  aux  variables  d'une  fonction  de  //  4-  1  variables  conllnues  par 
rapporta  chacune  d'elles.  Cette  identité  fournit  un  nouveau  moyen  de 
l'attacher  les  fonctions  de  classe  //  aux  IV)ncti()ns  continues,  (|ui  pour- 
rait être  pris  pour  hase  d'une  élude  des  l'uuctions  de  classe  finie,  et 
l'on  xcria  iarijrnn'nl  (|u  Cu  l'employant  certains  des  théorèmes  précé- 
dents soliiicunrni  Iles  facilement.  M.  liaife  est  [laivenu,  pour  le  cas 
df  //        I,  ;'i  1.1  ilciiioiislialioii  de  ri(lcnlil<''  <|ui  xicnl  d'être  iiidi(jn(''('  eu 
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cherchant  simultanément  les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  ponr 
qu'une  fonction  soit  de  première  classe  et  pour  cju'elle  puisse  être 
obtenue  en  faisant  x  —  y  dans  une  fonction  /(x,  y)  continue  en  ./•  et 
en  /;  il  a  trouvé  comme  réponse  à  ces  deux  questions  des  conditions 
identiques,  celles  qui  sont  fournies  par  le  théorème  XV  ('). 

VIII.  —  Exemples  de  fonctions. 

Je  vais  maintenant  démontrer  l'existence  de  fonctions  de  toute 
classe  et  l'existence  de  fonctions  échappant  à  tout  mode  de  représen- 
tation analytique. 

Un  théorème  de  M.  (j.  Cantor  est  fondamental  pour  notre  objet  : 
l'ensemble  des  fonctions  a  une  puissance  supérieure  au  continu.  En  se 
servant  de  ce  théorème,  page  71  de  sa  thèse,  M.  Baire  a  pu  affirmer 
l'existence  de  fonctions  qui  n'appartiennent  à  aucune  classe.  Je  vais 
reprendre  ces  points  en  précisant  davantage.  J'essaierai  de  ne  jamais 
parler  d'une  fonction  sans  la  définir  effectivement;  je  me  place  ainsi  à 
un  point  de  vue  fort  analogue  à  celui  choisi  par  M.  Borel  dans  ses 
Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions. 

Un  objet  est  défini  ou  donné  quand  on  a  prononcé  un  nombre  fini 
de  mots  s'appliquant  à  cet  objet  el  à  celui-là  seulement;  c'est-à-dire 
quand  on  a  nom  nié  nna  propriété  caractéristique  de  l'objet.  Pour  don- 
ner une  fonction /(x,,  x.,^  . . .,  x„)  on  nomme  généralement  une  pro- 
priété appartenant  à  tous  les  ensembles  de  nombres 

."y,,  X'2,    .  .  .,  X,f,  JyXf,  X.,,    •  •  .,  Xfi  ) 


(')  Il  a  été  (|uestion  précédeinment  de  (diictioiis  continues  sur  toutes  les 
droites;  on  pourrait  se  demander  si  la  classe  de  ces  fonctions  peut  atteindre  la 
même  limite  que  lorsqu'il  s'agit  simplement  de  fonctions  continues  par  rap|)ort 
h  chacune  des  variables;  la  réponse  est  affirmative. 

En  modifiant  légèrement  les  constructions  employées  pour  le  théorème  XXI 
on  construira  une  fonction  de  n  +  i  variables,  continue  sur  toute  droite  et  se 
réduisant,  sur  une  courbe  C,  à  une  fonction  arbitrairement  donnée  de  classe  n. 
La  courbe  C  ne  peut  pas  être  prise  arbitrairement;  pour  n  =:  \ ,  on  pourra 
prendre  un  arc  de  cercle;  pour  n  =:  9.,  un  arc  d'hélice;  el,  d'une  manière  géné- 
rale, on  pourra  prendre  pour  C  un  arc  de  courbe  rencontrant,  en  un  nombne 
(iiii  (le  piiliits,  toute  variété  linéaire  à  n  dimensions. 
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et  à  ceux-là  seulement;  mais  cela  n'est  nullement  nécessaire,  on  peut 
nommer  d'autres  propriétés  caractéristiques  de  cette  fonction.  C'est 
ce  que  l'on  fait,  par  exemple,  lorsque,  une  fonction _/(.«)  étant  définie 
d'une  manière  quelconque,  on  dit  que  F(j;)  est  celle  des  fonctions 
primitives  de /(.r)  qui  s'annule  pour  x  =  o  (').  C'est  nommer  une 
fonction  que  de  dire  qu'elle  est  égale  à  zéro  ou  un  suivant  que  la  con- 
stante d'Euler  C  est  rationnelle  ou  non. 

Il  ne  faudrait  d'ailleurs  pas  croire  qu'une  fonction  est  nécessai- 
rement mieux  définie  quand  on  donne  une  propriété  caractéristique  de 
l'ensemble  y,  x,,  x.,,  . . .,  .r„,  car  une  telle  propriété  ne  permet  pas  en 
général  de  calculer  y.  Par  exemple,  la  fonction  ■/_(■'),  pat^e  i/in,  qui 
admet  même  une  représentation  analytique  connue,  n'est  pas  connue 
pour  X  =  C,  bien  que  l'on  saclie  calculer  C  avec  autant  de  décimales 
que  l'on  veut  (^)  et,  si  nous  la  connaissons  pour  x  =  ",  ce  n'est  pas  son 
expression  analytique  qui  nous  la  fait  connaître. 

()n  ne  devra  donc  pas  s'étonner  si,  dans  la  suite,  je  considère  comme 
parfaitement  définies  et  données  des  fonctions  que  je  ne  saurai  calculer 
pour  aucune  valeur  des  variables;  je  ne  connaîtrai  en  général  rien  de 
plus,  sur  ces  fonctions,  que  leur  définition;  cela  me  permettra  cepen- 
dant de  donner  un  sens  beaucoup  plus  précis  à  l'énoncé  de  M.  (  lanlor. 
Je  reprends  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Cantor. 

Convenons  de  dire  que,  une  certaine  famille  de  fonctions  étant 
donnée,  on  sait  réaliser  une  application  de  celle  famille  sur  le  continu 
lorsque,  à  toute  fonction  de  la  famille,  on  sait  faire  correspondre  un 


(')  Je  rappelle  que,  si  /  n'est  pas  bornée,  on  ne  connaît  aucun  procéilé  générai 
perniettanl  de  reconnaître  si  F  existe  el  donnant  sa  valeur. 

(-j.il  y  aurait  lieu  de  rechercher  quelles  sont  les  expressions  analvii(|ues  qui 
fouiiiissenl  réellemenl  des  procédés  de  calcul.  La  réponse  à  celle  question  dé- 
])endra  évidemment  de  la  nature  des  opérations  que  nous  considérerons  comme 
réellemenl  edectuables. 

D'une  façon  (générale  un  calcul  est  illusoire  s'il  suppose  que  l'on  elVeeUie  suc- 
cessivement deux  passages  à  la  limite,  à  moins  i]ue  le  second  ne  soit  relatif  à  une 
suite  uniformément  convergente.  Or,  c'esl  un  tel  calcul  (|ue  l'on  aurait  à  etlec- 
luer  pour  calculer  /(C),  C  étant  su|)posée  donnée  pai'  la  suite  de  ses  chillres 
décimaux,  c'est-à-dire  par  une  série. 
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ensemble  de  valeurs  de  la  variable  /,  comprise  entre  o  et  i ,  de  manière 
qu'à  une  valeur  de  /  corresponde  une  fonction  an  plus. 

Supposons  (pi'une  telle  application  soit  possible  pour  une  famille  ,f 
de  fonctions  d'une  variable.  Défmissons  une  fonction  F(  /)  par  la  condi- 
tion d'être  partout  nulle  sauf  pour  les  valeurs  de  t  auxquelles  corres- 
pondent des  fonctions  de  ^  qui  s'annulent  pour  cette  valeur  particu- 
lière /  de  la  variable;  alors  nous  prendrons  F(/)  =  i .  La  fonction  F 
n'est  évidemment  identique  à  aucune  des  fonctions  de  la  famille  -î  (')• 

C'est  ce  raisonnement  que  l'on  traduit  ordinairement  en  disant 
qu'il  existe  une  fonction  ne  faisant  pas  partie  de  ,f,  ou  encore  que  la 
puissance  de  l'ensemble  des  fonctions  est  supérieure  à  celle  de  l'en- 
semble des  fonctions  de  i.  Pour  être  précis,  nous  devons  seulement 
conclure  que  :  Ou  bien  il  r-st  ir/ipos.ii/j/.c  de  nommer  une  application 
de  i  sur  le  continu,  ou  bien  il  est  possible  de  nommer  une  fonction  F 
ne  faisant  pas  partie  de  §. 

Ainsi,  si  l'on  peut  nommer  une  application,  on  peut  nommer  une 
fonction  F;  si  l'on  sait  seulement  qu'il  existe  une  application,  on  doit 
conclure  (pi'il  existe  une  fonction  F.  En  général,  on  démontre  l'exis- 
tence d'un  objet  en  donnant  le  moyen  de  le  nommer;  il  n'en  est  cepen- 
dant pas  toujours  ainsi,  j'en  donnerai  plus  loin  un  exemple  en  faisant 
cependant  des  réserves  (-). 

M.  Horel,  dans  la  Note  III  de  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions, cite  une  classe  étendue  de  familles  de  fonctions  pour  lesquelles 
on  peut  nommer  une  application  sur  le  continu  :  les  familles  de  fonc- 
tions définies  par  des  conditions  dénomiu'ables.  Un  enseml)le  dénom- 
brable  de  telles  familles  constitue  évideiuineiit  une  nouvelle  famille  de 
fonctions  définies  par  des  conditions  dériombral)les.  La  famille  des 
fonctions  continues  est  une  famille  de  fonctions  définies  par  des  con- 
ditions dénombrables,  et  l'on  peut,  de  bien  des  nuuiières,  citer  une 
application  de  cette  famille  sur  le  continu.  Partant  d'une  de  ces  appli- 


(')  On  pourrait  raisonner  de  inèine  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables, 
mais  les  théorèmes  de  M.  Cantor  et  ceux  qui  précèdent  nous  permettent  de  nous 
occuper  uniquement  des  fonctions  d'une  seule  vaiiahle;  c'est  ce  qui  sera  fait 
dans  la  suite;  je  supposerai  même  qu'il  s'agit  de  fonctions  déiinies  dans  (o,  1). 

(^)   Page  21  3.   Voir  aussi  la  note  de  la  page  176. 
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cations  et  remarquant  qu'une  fonction  de  classe  a  est  définie  par  une 
suite  dénombrable  convergente  de  fonctions  de  classe  inférieure  à  a, 
on  en  déduira  facilement  une  application  particulière  des  fonctions  de 
classe  a  au  plus  sur  le  continu.  Du  théorème  de  Cantor  il  résulte  alors 
qu'on  peut  iiommei'  une  foiirli.on  qui  n'est  ni  de  la  classe  a,  ni 
d'une  classe  inférieure  (  '  ). 

Nous  ne  pouvons  pas  conclure  de  là  l'existence  de  fonctions  de  toute 
classe,  car  nous  ne  savons  pas  si  la  fonction  ainsi  définie  est  représen- 
table analytiquement  et  de  classe  supérieure  à  a  ou  si  elle  n'est  pas 
représentable  analytiquement.  Nous  allons  voir  qu'on  peut  arriver  à 
nommer  une  fonction  représentable  analytiquement  et  de  classe  supé- 
rieure à  a. 

Je  démontre  d'abord  une  propriété  simple  des  symboles  de  classe.  Si 
l'on  a  des  symboles  de  classe  a,,  a^,  ...  décroissants,  le  nombre  de 
ces  symboles  est  certainement  fini.  Supposons,  en  effet,  qu'on  puisse 
avoir  une  suite  de  symboles  décroissants  a,,  a,,  ...,  et  considérons 
l'ensemble  des  symboles  de  classe  inférieurs  à  tous  les  oc,,  cet  en- 
semble E  est  nécessairement  dénombrable  puisqu'il  ne  contient  c[uc 
des  symboles  inférieurs  à  «,,  donc  il  existe  un  symbole  p  (jui  est  le 
premier  venant  après  tous  ceux  de  \\.  [3  ne  faisant  pas  partie  de  E  est 
égal  ou  supérieur  à  l'un  des  a,.  11  ne  peut  être  supérieur  à  l'un  des  a, 
puisque  tous  les  symboles  inférieurs  à  [ii  font  partie  de  E;  donc  p  égale 
l'un  des  a;  si  jî  =  a,,  la  suite  ne  contient  que  /symboles,  le  théorème 
est  donc  démontré  (-}. 

Supposons  domié  un  synd^olc  de  classe  a.  (lela  ^eut  diic  (pion  a, 
|)ar  un  procédé  quelconque,  di'iini  les  syndiolcs  de  classe  inférieure  à  a. 
Rangeons  ces  symboles,  (|iii  sont  en  nombreyZ/^/ ou  dénombrable^  en 
suite  simplement  infinie  a,,  a^,  . . .,  le  même  symbole  pouvant  l'cvenir 


(')  Celle  ajj|)liialioii  jjarliiiiliéie  des  jjiopriéli's  dus  l'ainilles  de  foiiclioiis  dé(i- 
nies  par  des  conditions  dénonil)rables,  que  M.  lioi'el  a  données  dans  son  Livre 
cité,  availélé  faite  par  M.  Horel  lui-inôme,  qui  m'a  roiimiiiniqiu'  son  raisonne- 
ment, analogue  à  celui  du  te\le. 

(')  Dans  ce  théorème  il  s'agit,  bien  enteiiflu,  de  symboles  ordonnés  de  ma- 
nière qu'après  chaque  symbole  il  y  ait  un  premier  symbole  déterminé  el  cpie 
l'c-nsemble  ail  un  premier  symbole;  ce  théorème  ne  veut  pas  dire  qu'avant 
cliaque  classe  il  n'y  a  111111(1  nombre  lini  de  classes. 


SUR    LES    FONCTIONS    REPRÉSENTABLES    ANALYTIQUEMENT.  2O9 

plusieurs  fois  (').  Soit/une  fonction  de  classe  a,  on  peut  considérer  / 
comme  la  limite  d'une  suite  convergente  /,, /a,  ....  Si  a  est  de  pre- 
mière espèce,  je  supposerai  que  toutes  ces  fonctions  sont  de  classe 
a  —  I  ;  si  a  est  de  seconde  espèce,  je  supposerai  que  f„  est  de  classe  a^^^, 
a^_  étant  a,  et  a^^  étant  le  premier  des  symboles  a,„_,^.l,  a,,,  ,+2,  •  ■  -,  qui 
surpasse  a^___^  (-). 

Je  peux  considérer/,,  comme  la  limite  d'une  suite  convergente /„^,, 
/n,2,  • . ..  Si  a,.^  est  de  première  espèce,  je  supposerai  que  toutes  ces 
fonctions  sont  de  la  classe  a,.  —  i  ;  si  a,.^  est  de  seconde  espèce,  je  sup- 
poserai que  /„^,  est  de  la  classe  a,.^  ,  a,.^^  étant  le  premier  des  sym- 
boles a,,  a-o,  . . .,  inférieur  à  a,,  et  a,,^  étant  le  premier  des  symboles 
*r„  _,+i)  °'t„  ,_,^>i  •  •  ■?  qui  surpasse  a,.__  _^  sans  égaler  a,.__. 

Les  fonctions /"n^p  seront  supposées  définies  comme  limites  de  fonc- 
tions /"«^^  dont  les  classes  seront  fixées  par  le  même  procédé,  et  ainsi 
de  suite.  Nous  pourrions  toujours  déduire,  d'une  fonction  à  A"  indices, 
des  fonctions  à  A -l-  i  indices  ayant  les  k  premiers  indices  communs 
avec  la  fonction  primitive;  nous  serons  arrêtés  cependant  quand  nous 
arriverons  à  une  fonction  de  classe  o.  Considérons  une  suite  de  fonc- 
tions déduites  les  unes  des  autresy,,,  fn,p-i  fn.p,q^  ■■•'•,  les  classes  corres- 
pondantes, qui  sont  inférieures  à  a,  vont  en  décroissant,  donc  la  suite 
ne  comprend  qu'un  nombre  fini  de  fonctions.  Toutes  les  fonctions  que 
nous  définissons  ont  donc  un  nombre  fini  d'indices;  elles  forment, 
par  suite,  un  ensemble  dénombrable.  Il  faut  remarquer  que  tout  cor- 
tège d'indices  ne  correspond  pas  à  une  fonction;  mais,  un  cortège 
d'indices  étant  donné,  nous  savons  reconnaître  s'il  correspond  à  une 
fonction  et,  si  oui,  quelle  est  la  classe  de  celte  fonction. 

En  particulier,  nous  savons  reconnaître  quels  cortèges  d'indices  cor- 
respondent aux  fonctions  de  classe  o.  D'après  la  façon  dont  les  classes 

(')  Si  l'on  voit  une  diflicullé  dans  le  fait  ijuo  je  n'indique  pas  dune  façon 
générale  la  loi  de  fornialion  de  la  suite  a,,  «3,  ...,  et  je  ne  puis  l'indiquer 
puisque  je  ne  sais  pas  noniiner  le  symbole  a  le  plus  g(''néral,  on  |)onna  consi- 
dérer que  ce  qui  suit  n'est  applicable  ([u'aux  symboles  a  qu'on  aura  nommés 
d'une  façon  spéciale  :  en  nommant  la  loi   suivant  laquelle  est  formée  la  suite  a,, 

«2, 

('■')  Tout  cela  suppose  pour  un  instant  l'existence  elleclive  des  classes  infé- 
rieures à  a  4-1,  et  même  1'ex.islence  de  fonctions  boinées  appartenant  à  ces 
classes. 

Journ.  de  Math.   (()•  sene),  loiiit  I.  —  Fuse;.  U,  igoj.  37 
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ont  été  définies,  si  /, ,,,  où  I  est  un  certain  cortège  d'indices,  est  de 
classe  o,  la  suite  _/,;, /,,,  .  .  .  est  une  suite  convergente  de  fonctions 
de  classe  o;  or  une  telle  suite  pouvant  toujours  être  remplacée  par  une 
suite,  convergeant  vers  la  même  limite,  formée  de  polynômes  dont  le 
pieme  ggj  jg  degré  jt>  et  à  coefficients  inférieurs  à  2'',  je  peux  supposer 
que  y,  est  un  polynôme  de  degré  p  et  à  coefficients  inférieurs  à  •2''.  Je 
poserai  donc 

les  a  seront  compris  entre  o  et  i.  Il  suffit  évidemment  de  se  donner 
ces  a  et  leurs  indices  pour  que  la  fonction/  soit  déterminée. 

Je  vais  définir  les  nombres  a  comme  fonctions  d'un  paramètre  /, 
pour  cela  je  range  d'abord  en  suite  simplement  infinie  les  cortèges 
d'indices  correspondant  aux  a.  Par  exemple,  j'adopte  le  procédé  sui- 
vant :  la  suite  l  (n,  p.  ...,  t)  sera  placée  avant  la  suite  I,(«i,  p,,  ...,-,) 
sila  sommera  -h  p  -1-  ...+  /est  inférieure  à  la  somme  //,  +  p, -h ...+  :■,, 
ou  si,  ces  deux  sommes  étant  égales  et  les  indices  de  I  étant  égaux  à 
ceux  de  même  rang  dans  I,  jusqu'au  p"'"'*  rang,  le(yr;  -+-  i)" '"^indice  de  I 
est  inférieur  au  (p  -+-  i  )"'""^indice  de  l,  ('  ').  Soit  l,,  L,  ...  cette  suite  de 
cortège  d'indices. 

Je  suppose  que  /,  compris  entre  o  et  i,  peul  être  écrit  sous  la  forme 

tous  les  0  étant  égaux  à  o  ou  ■>..  Alors/  fail  partie  d'un  cerlain  enscinhlc 


parfait  Z.  Je  prends 


2  a, 

: 

2 

Os.. 

2 

»3 

2» 

0,.. 
■î- 

-h.. 
+  . . 

■                 2" 
'  ■                 ■?." 

-h.  .  ., 
-1-..  ., 

■;>.a, 

'1 

,= 

^   + 

0,,,,^,. 

^+. 

"i/'-'iS'i+n 

-1-..., 

■>.- 

Soil  /  une  valeur  ni'  l'aisaii(   pas  parlie  de  /.  l'uis([U('  /  esl  parfait, 


(')   Pour  faire  celle  C()ni|);irals(iii  011  ajoulera.  ^i  cela  esl  nocessaii  e.  un  ecrliiin 
ii()nil)re  de  zéros  à  la  suite  des  indices  de  I  ou  de  I,. 
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t  fait  partie  d'un  intervalle  (/„,  /,)  dont  les  extrémités  appartiennent 
à  Z  et  dont  aucun  autre  point  ne  fait  partie  de  Z.  Soient  rt," ,  al  les  va- 
leurs de  0|   correspondant  à  /„  et  t^  ;  dans  (/„,  /,)  je  prends 


ti — fil 


On  verra  facilement  que  les  a^  ainsi  définies  sont  des  fonctions 
continues  de  /  ('  ). 

A  partir  de  ces  a,  comme  coefficients,  on  peut  former  par  les  éga- 
lités telles  que  (i  )  des  polynômes  en  a-',  je  continuerai  à  les  désigner  par 
les  mêmes  symboles  /que  précédemment,  mais  j'indiquerai  qu'il  s'agit 
maintenant  de  fonctions  de  deux  varial)les  /,  x.  Ainsi,  si  /,  désignait 
un  polynôme  en  x^  f\{l-,  x-)  désignera  une  fonction  continue  en  (/,  x). 
A  partir  de  ces  fonctions  continues  /,(/,  x),  comme  auparavant  à 
partir  des  fonctions  continues  y,,  par  des  passages  à  la  limite  nous 
formerons  des  expressions  /",  (/,  x)  ayant  de  moins  en  moins  d'indices 
et  correspondant  aux  fonctions  /'j.  Nous  arriverons  ainsi  en  particulier 
à  une  expression  y" (/, ./;)  correspondant  kf.  Les  expressions  /,,{i,  x), 
f\t,  x)  n'auront,  en  général,  aucun  sens,  car  les  passages  à  la  limite 
qu'indiquent  ces  expressions  ne  s'ap[)li(pient  plus  nécessairement  à  des 
suites  convergentes;  mais,  cpicUe  que  soit  la  fonction/"  de  classe  a,  ou 
même  de  classe  inférieure  à  a,  il  existe  une  infinité  de  valeurs  de  t,  et 
même  une  infinité  de  valeurs  de  i  faisant  partie  de  Z,  telles  que /"(<,  x) 
soitidenticjue,  quel  que  soit  x-,  àf. 

Nous  pouvons  donc  applitpier  le  procédé  de  M.  Cantor  aux  fonctions 
f{t,  x);  posons  o{x)  =  o,  sauf  quand  /(x,  x)  a  un  sens  et  est  égal 
à  o,  auquel  cas  nous  prendrons  cp(x-)  =  i .  11  est  évident  que  (^(x)  est 
représentable  analytiquement  et  n'est  pas  de  classe  égale  ou  infé- 
rieure à  a.  Donc  il  existe  des  fonctions  de  toute  classe;  c'est-à-dire 
qu'il  y  a  contradiction  à  admettre  à  la  fois  les  axiomes  ordinaires  de 
l'analyse  plus  cette  propriété  :  toute  suite  conv-ergente  de  fonctions 
des  classes  égales  ou  inférieures  à  a  a  [lour  limite  une  fonctinn  de 
classe  égale  ou  inférieure  à  a,  [luisquc  alors  cp(.4\)  serait  certainruicnl 

(')  On  pourra  consulter  sur  ce  point  la  page  44  fie  mes  Leçons  sur  L'intégra- 
lioii.  I^es  considérations  du  lexle  dcfinisseni  en  somme  une  couibe  remplissant 
tout  un  (lotiiaine  de  l'espace  à  une  infinué  déiionibraMe  de  diniensions. 
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de  classe  égale  ou  inférieure  à  a.  Mais  on  peut  aller  plus  loin.  Cher- 
chons la  classe  de  o{x). 

Cette  classe  est  supérieure  à  a.  D'autre  part,  si  /',  est  de  classe  o, 
/,(/,  x)  est  de  classe  o;  de  là  on  déduil  que,  si  _/".,  est  de  classe  ^, 
fi  {t,  x)  est  au  plus  de  classe  {3  ;  donc  f{t,  x)  est  au  plus  de  classe  a, 
donc  f{x,  x)  est  au  plus  de  classe  a  (').  Les  deux  ensembles 

K  [f{x,  X)  ^  o]  =  E|  ^C.)  =  oj,     E[/(.r,  x)  =  o-\^  Ef  cp(x')  =  .], 

étant  respectivement  O  et  F  de  classe  a  au  plus,  sont  F  de  classe  a  + 1 
au  plus;  o{x)  est  au  plus  de  classe  a  -+-  i.  Donc  '^{x)  est  de  classe 
a  4   1. 

Soient  p  un  symbole  de  classe  quelconque  dji!,,  po,  ...  les  symboles 
inférieurs  rangés  en  suite  simplement  infinie.  Si  '^  est  de  première 
espèce,  barrons  dans  la  suite  le  symbole  j3  —  i  et  opérons  sur  la  suite 
restante  comme  sur  la  suite  a,,  a^,  . .  .,  cela  nous  donnera  une  fonction 
o(.r)  de  classe  [3.  Si  [5  est  de  seconde  espèce,  barrons  dans  la  suite 
des  p,  tous  ceux  qui  sont  de  seconde  espèce,  et  soit  y,,  Yjj  •  •  •  la  nou- 
velle suite.  Soil  Y,  un  symbole  quelconque  de  celle  suite,  barrons  tous 
ceux  des  y^  qui  sont  égaux  ou  supérieurs  à  y,;  cela  donne  une  suite  o,, 
©2,  ...  (-)  à  partir  de  la(|uelle,  opérant  comme  sur  a,,  a^,  ...,  nous  ob- 
tiendrons une  l'onction  9(^)  de  classe  y,-;  je  représente  celte  fonction 

par  Ç',(./).  Je  pose  alors  9(j;)  =  o  si  x .—  -  quel  que  soil  l'entier  /  et, 

pour  ^-|  <C  ■'■  <  — '  tPC^")  —  îK'-^'"*^  ~  ')•  Il  est  alors  évident  que  ç>(./;) 
est  de  classe  Ji.  Nous  (uons  donc  noninic  une  fonction  de  classe 
donnée  p,  je  l'appelle  9p(j?)  (^). 

Pour  nommer  mainlenant  une  fonriion  éeiia|)panl  à  loiit  mode  de 
représentation  analyliijiii'  il  nous  sullira  d'établir  uik'  certaine  corres- 
{)ondance  entre  les  syml)()les  de  classe  et  les  points  d'un  segmenl.  .l'iu- 
diijue  d'abord  un  raisonnemeni  vague  d'où  l'on  est  peut-être  en  droit 
de  conclure  qu'il  existe  des  fonctions  non  représentables  analytique- 

(')  Ici  il  esl  fait  usage  de  la  classilîcalion  des  fondions  i  partout  ili'liiiics, 

niais  cela  n'entraîne  aucune  difficnllé  (voir  p.  i64)- 

(')  Si  cette  suite  était  finie  et  s'écrivait  8,,  Oj,  .  .  . ,  o,,,  un  l,i  iiniplacciait  par 
la  suite  infinie  o,,  o,,  ...  8^,  8,,  8,,  .  .  . ,  8,,  o,,  8, 

('')  Celte  fonction  n'est  déterniiiii'e  (]no  lorsqu  on  cominîl    la  suite  (i,,  }Jj,  .... 
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ment.  Le  raisonnement  de  M.  Cantor  montre  que  l'ensemble  des 
fonctions  a  une  puissance  supérieure  à  celle  du  continu,  montrons 
donc  que  rensemblc  E  des  fondions  représenlables  analytiquement 
n'a  pas  une  puissance  supérieure  au  continu.  Cela  est  vrai  de  l'en- 
semble Eo(  des  fonctions  de  classe  a  au  plus,  puisque  celles-ci  dé- 
pendent de  l'infinité  dénombrable  des  constantes  a,  .  L'ensemble  E 
est  la  somme  des  E^;  d'un  théorème  de  M.  Cantor  (')  il  résulte  que,  si 
l'ensemble  des  a  n'a  pas  une  puissance  supérieure  au  continu,  E  n'a 
pas  une  puissance  supérieure  au  continu.  Raisonnons  ainsi  :  au  sym- 
bole i  faisons  correspondre  un  point/,  ;  au  symbole  2,  un  point  /.. ;  ...• 
au  symbole  co,  un  point  /„;  ...  ;  au  syuibole  a,  uu  point  /„,  et  ainsi 
de  suite.  Nous  ne  serons  jamais  arrêté,  car,  jusqu'à  a,  nous  n'avons 
employé  qu'une  infinité  dénombrable  de  points  /„,  donc  il  reste  des 
points  et  nous  pourrons  isoler  l'un  d'eux  tr,+  ^.  De  là  nous  concluons 
que  l'ensemble  des  symboles  a  une  puissance  au  plus  égale  à  celle  du 
continu;  il  existe  des  fonctions  non  représentables  analytiquement. 

Mais,  si  l'on  se  reporte  à  ce  cjue  j'ai  dit  sur  le  théorème  de  Cantor, 
et  si  l'on  remarque  que  nous  avons  prétendu  démontrer  l'existence 
d'une  application  de  l'ensemble  des  symboles  sur  le  continu,  sans  en 
nommer  aucune,  on  aura  peut-être  quelque  doute  sur  la  valeur  du 
raisonnement  précédent.  On  doit  même  se  demander,  à  mon  avis,  s'il 
a  un  sens  quelconque  et  s'il  est  légitime  de  parler  d'un  nomlue  infini 
d'opérations  ou  de  choix  sans  les  déterminer  en  donnant  la  loi  suivant 
laquelle  ils  sont  faits.  .Je  reprends  donc  la  queslion. 

Je  suppose  les  nombres  rationnels  compris  entre  o  el  i  rangés  dans 
un  certain  ordre  que  je  ne  précise  pas,  mais  que  je  suppose  précisé; 
soit  ^1,  ^2,  .  .  .  la  suite  considérée.  Je  prends  une  valeur  de  l  comprise 
entre  o  et  1  et  je  l'écris  dans  le  système  de  numération  de  base  2,  en 
eiîiployant  seulement,  lorsque  cela  est  possible,  un  nombre  fini  de  fois 
le  cliillre  i  ;  l'expression  de  t  est  bien  déterminée  dès  que  /  est  donnée 

Oi         0.,    • 

t  =  -  +  --,  ^  ... . 

2  2' 

Barrons  dans  la  suite  ;,,  -2)  •  •  •  l'Ji'^  't's  z,  qui  correspondent  aux 


(')   AcUi  inallifinalivd,  I.  II.  —  iioiini.,  Leço/is  sur  la  ihvoiic  dca  Jonctions, 
p.  iG  et  I  7. 
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indices  i  des  chiffres  0,  qui  sont  nuls  ;  soient  z\ ,  z'.,,  ...  les  ::  conservés. 
Il  se  peut,  et  il  en  sera  toujours  ainsi  si  les  z'  sont  en  nombre  fini,  qu'on 
puisse  trouver  un  symbole  de  classe  a  jouissant  de  la  propriété  sui- 
vante :  on  peut  établir  une  correspondance  entre  les  :;'  et  tous  les 
symboles  ^  inférieurs  à  a  de  manière  qu'à  un  z'  corresponde  un  seul  p, 
et  inversement,  et  que,  si  à  ^  et  (3,  correspondent  z'C^)  et  ^'((3,),  on 
ait  s'(P)  "^  -"  (Pi)  si  P  ^^^  P'iis  petit  que  j3,.  Alors  a  sera  dit  le  symbole 
correspondant  à  t.  De  plus,  à  tout  symbole  p(p<C  a)  correspond  un 
entier  «bien  déterminé,  l'indice  du  z  correspondant;  si  donc  on  range 
les  j3  en  leur  donnant  comme  rang  ces  entiers  ion  aura  une  suite  a,, 
a.,,  .  .  .  formée  des  symboles  inférieurs  à  a  ('  ).  A  la  valeur  de  l  consi- 
déré nous  pouvons,  par  suite,  faire  correspondre  une  fonction  <^a(^) 
de  classe  a;  il  suffît  d'employer  le  procédé  précédemment  indiqué; 
cette  fonction  Oa(-Jc),  qui  n'est  pas  déterminée  dès  que  a  est  donné, 
mais  cpii  l'est  dès  que  /  est  donné,  si  k  i  correspond  un  symbole  a,  je 
l'appellerai  ç(/,  x).  Si  à  /  ne  correspond  pas  de  symbole  a,  je  poserai 
!p(f,  a;)  =  o. 

Je  dis  que  la  fonclion  ç(/,  .x')  échappe  à  toute  représentation  ana- 
lytique ;  cqXa  sera  évidemment  démontré  quand  il  sera  prouvé  que  tout 
symbole  a  correspond  à  une  valeur  /,  de  sorte  que,  quel  que  soit  a,  il 
existe  une  valeur  de  t  telle  que  cp(/,  x),  en  tant  que  fonction  de  x,  est 
de  classe  a.  Je  vais  examiner  seulement  le  cas  le  plus  difficile  a>a), 
dans  lequel  chaque  a  correspond  à  une  infinité  non  dénond)rable 
de  valeurs  de  /. 

Soient  a  un  syml)ole  et  a,,  a^,  ...  les  symboles  inférieurs  à  a,  pris 
chacun  une  seule  fois,  et  langés  eu  suite  simplement  infinie.  Je  j)i'ends 
arbitraircineni  une  série  convergente  de  somme  inférieure  à  o,')  et  dont 
les  termes  £,,  £j,  ...  sont  positifs.  Soit  [i  un  symbole  inférieur  à  a,  il 
a  un  certain  rang  /  dans  la  suite  a,,  a^,,  . . .;  à  [:i  je  fais  corres[)()ndre  £,-. 
Soit  Spla  somme,  inférieure  à  o,,)  —  £,,  de  tous  les  £  (jui  eoircspondent 


(')  .l'admets  dans  loiil  ceci  que,  t  élanl  donné,  a,  s'il  existe,  est  déterminé  et 
i|iit;  hi  correspondance  entre  les  fi  et  les  z'  ne  peut  être  établie  que  d'une  façon. 
La  dcinonstration  de  ces  faits  est  immédiate,  je  ne  la  donne  pas  pour  abréger. 
On  pourra  consulter  sur  ce  point  le  Mémoire  de  M.  Cantor  Sur  les  JondeinenU 
de  l((  lliéorie  des  eitsenibles  liaii.sjinis  (ti'aduction  de  I'".  Marotte,  l'aris,  ller- 
riiaiiii,  iH9<))  on  la  Note  qui  termine  mes  Leçons  sur  rinléi; rdiion  el  la  reeiiciciic 
(tes  Jo/iiliiiiis  priinitivas. 
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à  des  symboles  inférieurs  à  p,  posons  /jj  =  aSp-i-s,-,  4=  2Sb-i-2£,-; 
soil  enfin  y^  celui  des  nombres  rationnels  compris  entre  /p  et  /'^  qui, 
écrit  sous  forme  irréductible,  fournit  pour  la  somme  de  ses  deux  termes 
le  résultat  le  plus  petit  possible.  La  suite  desjKp  forme  une  suite  telle 
que  z\,  z',,  ....  Dans  la  suite  des  :;',  jp  occupe  le  /''""^  l'aug,  dans  la 
suite  des  ;  il  occupe  le  rang-  I  (!>/').  Je  pose 

/=--)-4+-.-+~+.-., 

Il-  'V 

en  convenant  de  prendre  (i^=  i  si  K  est  l'un  des  rangs  I  correspon- 
dant aux  p<aetlO;i=o  dans  le  cas  contraire.  Il  est  évident  alors 
qu'à  cette  valeur  de  t  correspond  a;  il  reste  cependant  à  démontrer 
que  l'expression  choisie  pour  /  n'est  pas  l'une  de  celles  exclues;  c'est- 
à-dire  que  tous  les  0  d'indice  assez  grand  ne  sont  pas  égaux  à  i.  S'il 
en  était  ainsi  l'ensemble  des  )p  ne  différerait  de  celui  des  :;/,  que  parla 
su^jpression  d'un  nombre  fini  de  termes,  or  cela  est  impossible  puisque 
tous  les  nombres  rationnels  compris  entre  j',  et  jk^  ne  font  pas  partie 
desjp. 

La  fonction  (p(/,  x)  non  représentable  analytiquement  nous  fournira 
nui^ni  de  fonctions  d'une  ixiriabie  non  rcprésentables  analytiqui'- 
nicnt  que  nous  le  voudrons;  il  suffira,  d'après  le  théorème  XIX,  de 
considérer  la  fonction  d'une  variable  définie  par  cp(/,  .rjsur  une  courbe 
remplissant  le  domaine  o ^ / 5 1 ,  o'Sx"^\ . 

Ainsi  on  peut  nommer  des  fonctions  non  leprésentables  analy- 
tiquement, aussi  ne  faudrait-il  pas  confondre  l'étude  qui  vient  d'être 
entreprise  avec  celle  des  fondions  qiion  peut  nommer,  étude  qu'il 
.serait  intéressant  d'aborder. 

J'ajoute  quehjues  remarques  qui  se  déduisent  immédiatement  des 
considérations  précédentes. 

On  a  vu  qu'à  tout  symbole  a  on  pouvait  faire  correspondre  une 
infinité  de  valeurs  /(o  <;  /  <  i)  et  qu'une  valeur  /  correspondait  à  un 
symbole  au  plus;  on  peut  traduire  cela  en  disant  que  X cnscni.hlc  des 
symboles  (ou  des  nombres  Iransfinis)  a  au  plus  la  puissance  du 
continu,  propriété  qui,  comme  je  l'ai  dit,  ne  me  parait  [)as  rigoureu- 
sement démontrée  par  les  raisonnements  que  j'ai  rappelés. 

Soit '];(/)  l'une  dcss  fonctions  non  représentabies  analytiipiement  que 
nous  avons  appris  à  former;  elle  ne  prend  que  les  valeurs  o  ou  i ,  donc 
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les  deux  ensembles  E['v}/.(^)  :=  o],  E['|'(/)  =  i]  sont  tous  deux  non 
mesurables  B.  Ainsi,  nous  savons  nommer  des  ensembles  non  mesu- 
rables B. 

Soit  E  un  ensemble  non  mesurable  B  formé  de  valeurs  de  j:'  com- 
prises entre  o  et  i .  Je  puis  toujours  écrire 

.«  =  -  +  -i  + . . .  +  ^  + . . . , 

2  3-  2" 

où  les  0  sont  égaux  à  o  ou  i;  lorsque  cela  sera  possible  de  deux  ma- 
nières, je  prendrai  celle  qui  n'emploie  qu'un  nombre  fini  de  fois  le 
chiffre  i .  Je  pose 

26,         2  6,  ae„ 

La  correspondance  entre  x  et  /  est  exprimable  analytiquement,  donc, 
à  tout  ensemble  de  valeurs  de  x  (ou  de  /)  mesurable  B,  elle  fait  corres- 
pondre un  ensemble  en  t  (ou  x)  mesurable  B;  par  suite  à  E  corres- 
pond un  ensemble  E,  non  mesurable  B.  Or,  cet  ensemble  étant  formé 
de  points  de  l'ensemble  Z  de  la  page  210,  lequel  est  mesurable  B  et  de 
mesure  nulle,  E,  est  mesurable  et  de  mesure  nulle  (').  Donc,  nous 
savons  nommer  un  ensemble  mesurable  qui  nest  pas  mesurable  B. 

Mais  la  question  beaucoup  plus  intéressante  :  peut-on  nommer  un 
ensemble  non  mesurable?  reste  entière  (-). 


(')  Une  fonction  bornée  nulle  partout,  sauf  aux  points  de  E,,  est  intégrable 
au  sens  de  Riemann  et  cependant  échappe  à  tout  mode  de  représentation  ana- 
lytique. 

(^)  lin  corrigeant  les  épreuves,  je  signale  deux  Ouvrages  relatifs  aux  ques- 
tions traitées  ici  et  qui  sont  parus  depuis  l'époque  où  je  rédigeais  ce  Mémoire 
(mai  1904).  Ce  sont  les  Leçons  sur  les  fonctions  discontinues  de  M.  René  Baire, 
et  les  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles  et  les  dcvelo/>penicnls  en 
séries  de  //o/ynonies  de  M.  Emile  HorcI  (tous  deux  chez  Gauthi<M-\  illars,  l'aris, 
igoD). 

Dans  la  note  111  de  ce  dernier  Ouvrage  se  trouve  le  laisonnejiicnl  donl  je  par- 
lais dans  la  note  i  de  la  page  208.  Dans  la  note  II  du  même  Ouvrage  j'ai  démontré 
le  théorème  XV  par  les  méthodes  du  texte;  dans  quelques  pages  publiées  dans  le 
llullelin  de  la  Société  niatliénialique  de  1904  j'ai  repris  cette  démonstration 
sous  une  autre  forme. 
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Mémoire  .sur-  les  Jonncs  (nuidra tuiiic.s,  suivant  un 
module  premier  p,  invariantes  par  une  substilulion 
linéaire    donnée; 

Pau  m.  Camille  JORDAN. 


Introduction. 

1.  Dans  un  précédent  Mémoire  {Journai  de  Lioinillc,  1888)  nous 
avons  indiqué  les  conditions  nécessaires  et  suflisaiitcs  pour  qulune 
substitution  linéaire  S  étant  donnée,  il  existe  des  foruies  (jiiadratiques 
(de  discriminant  non  nul)  que  S  n'altère  pas. 

Nous  avons  en  outre  montré  que  ces  formes  invariantes  (p  appar- 
tiennent à  un  type  unique,  car  ou  peut  les  transformer  les  unes  dans 
les  autres  par  des  substitutions  linéaires  qui  n'altèrent  pas  l'expression 
de  S. 

Si  les  coefficients  de  la  substitution  et  <le  la  forme,  au  lieu  délredes 
quantités  quclcoucjues,  sont  des  entiers  réduits  à  leur  reste  suixaul  un 
module  [U'enuer  /J,  on  pourra  se  poser  un  problème  analogue  au  pré- 
cédent, mais  de  nature  aritluuéti({ue.  Il  se  résout  à  l'aide  des  mêmes 
principes;  il  est  toutefois  plus  compliqué  et  les  résultats  sont  sensi- 
blement dill'érents. 

Avant  de  l'aborder,  il  conviendra  de  rappeler  brièvement  (pielques 
résultats  connus  dont  nous  aurons  à  faire  usage.  Nous  les  empruntons 
en  partie  à  notre  Traite  des  Subulilulions,  eu  partie  au  bel  Ouvrage 

Journ.  Ue  Math.  (0"  sciie),  tome  I.  —   l'asc.  IM,  iijo;).  28 
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dans  lequel  M.  Dickson  a  récemment  élargi  et  complété,  sur  plusieurs 
points  essentiels,  Tétude  des  groupes  linéaires  ('). 

2.  Deux  entiers  congrus  suivant  le  module  p  seronl  considérés 
comme  égaux  pour  a])réger  le  langage.  Deux  substitutions  linéaires 
(ou  deux  formes)  seront  regardées  comme  identiques  si  tous  leurs 
coefficients  sont  égaux. 

Elles  seront  dites  équivalentes  (ou  du  même  type),  si  Ion  peut 
passer  de  lune  à  l'autre  par  une  transformation  linéaire  opérée  sur 
les  variables.  Si  la  substitution  transformante  a[)partient  à  un  sous- 
groupe  r  du  groupe  linéaire,  elles  seront  dites  ('quivalentes  dans  ce 
sous-givupe. 

ô.  Les  substitutions  linéaires  de  déterminant  $0  moAp  entre  n 
variables  x',,...,x„  dérivent  toutes  de  la  combinaison  des  substi- 
tutions fondamentales  suivantes,  ijui  n'altèrent  cbacune  qu'une 
variable 

\Xi    Xxil, 

\Xi       Xi+X,,\. 

Leur  nombre  JU','  ost  donné  jiar  la  fornuile 


1 

Si  les  coeflicienls,  au  lieu  d'être  réels,  sont  des  entiers  coniplcves 
formés  a\('c  nue  racine  (rnnc  congrueuce  irr(''iin(lil)lc  de  degié  v,  on 
devra,  dans  la  iDiinnli'  piéc  r-(lcnl(>,  l'iianger  p  en  y>'';  on  ania  ainsi 


X 


i> 


p    '   IK/)"^-!). 


(')    I)1(;KSii\,  l.iiK'iir  Oimiji^.    IVnIjncr,  Li;ij)/.l:;,   njiii. 
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4.    Une  siibslilulion  liiirain- 

'  I-  =  r ,  . . . ,  /< 
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S  = 


X; 


wa,7,..x'^  I 


A- 


I , 


// 


peul  être  [-amenée  par  un  cliangemenl  de  variables  à  une  expression 
canonique  que  nous  allons  indiquer. 
Formons  la  coui^riience  caractéristique 


E^o  (modp), 


«n  — 

? 

a,. 

(lu, 

a,, 

a,,  -p     .. 

a.,„ 

a  ni 


a„ 


et  décomposons  A  en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module  p. 
Soient  P  l'un  de  ces  facteurs,  v  son  degré,  u.  son  ordre  de  multiplicité. 
La  congruence  P^o  modyj  admettra  v  racines  conjuguées, 


P' 


?■■'-'■ 


Parmi  les  nouvelles  variables  qui  donnent  à  S  sa  forme  canonique, 
il  y  en  aura  précisément  [i.v  correspondant  au  facteur  P. 

Ce  système  de  [xv  variables  se  partage  en  v  classes  correspondant 
aux  diverses  racines  conjuguées.  Les  (/.  variables  r',  x" ,  ...  de  la  pre- 
mière classe  C„  (correspondant  à  la  racine  p)  seront  de  la  forme 


:c'=x;  +  pX;  +  ...  +  p^-<x:_ 


(i=i,  ...,(-<.), 


«les  X  étant  des  fonctions  linéaires  réelles  des  variables  primitives. 
Elles  forment  une  ou  plusieurs  séries  .y,,  a.,,  ....  La  substitution  S 
remplace  les  variables  x„,  .<;,,  ...,  ,/•,„  de  Tune  de  ces  séries  respec- 
tivement par 


p-ï'o)        p('^)  +  ••''0)) 


;(./;„ 


.)• 


Les  [j.  variables  de  la  classe  (  ]„  peuvent  donc  être  représentées  par  le 
symbole  x-",  l'indice  supérieur  a  variant  d'une  série  à  l'autre,  et  Tin- 
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dice  i  représentant  le  l'ang  qu'occupe  la  varial^le  considérée  dans  la 
série  s  a- 

Les  variables  de  la  classe  C,.  qui  correspond  à  la  racine  p''  ont  des 
expressions  qui  se  déduisent  des  précédentes  en  y  remplaçant  p  par  sa 
conjuguée  p'''.  Les  altérations  que  S  leur  fait  subir  sont  de  mèuie 
conjuguées  des  altérations  cju'clle  fait  éprouver  aux  variables  corres- 
pondantes de  la  classe  C,,.  Elles  se  partagent  donc  en  séries,  .s-*,  .ç*,  . . . 
respectivement  conjuguées  des  séries  s^,  s.^,  . . .. 

o.  Si  Ton  exécute  sur  les  variables  de  ia  classe  C„  une  substitution 
linéaire  cpielconque  T„  dont  les  coeflicicnts  soient  des  entiers  com- 
plexes formés  avec  p  et  si  l'on  effectue  en  même  temps  sur  chacune  des 
séries  conjuguées  la  substitution  conjuguée  Ty;,  l'opération  résultante 

T  =   T„...T;,... 

sera  ime  substitution  réelle. 

Celles  de  ces  substitutions  qui  transforment  S  en  elle-même  forment 
un  groupe  F  qui  peut  être  construit  comme  il  suit  : 

1°  Groupons  les  séries  .v,,  ^^j  •  •  •  de  la  classe  C„  en  sous-classes,  en 
réunissant  celles  qui  contiennent  le  mèuie  nombre  m  4-1  de  variables; 
soit 

(*'o'  •  •  •  '  •'^111)1       ('^(U  •  •  •  '  ^111)1        •  •  •  1       V'^'o'  •  ■  •  '  ■''/«/ 

une  de  ces  sous-classes  contenant  /  séries. 

Opérons  simultanément  sur  les  //* -|- 1  systèmes  de  variables  cogré- 
dientes 

une  menu.'  substitution  linéaire  quelconque 
\x-\x",  . .  .,x'  a,x'  -h  />,x"  -h  .. .  +  a..x'  -+-  h.,x"  -h  . .  .4-  a,x'  -h  h,.r"  -h- . . .  \ 

En  prenant  |)()ur  T„  celte  oix'iatiou,  T  sera  Furie  des  substitutions 
du  groupr  r. 

2"  Ou  l'ii  olilidulia  une  autre  en  prenant  pour  1\,  la  substitution 

•*;«>  ■''«;!'  •  •  •  '  •*'/«    /'  •■•)•■*-()  'm^^  '^•*'/->  -^/«-i  T^  '^•';-i)  •  •  •  i  ■'' m-r    "^  '^■'  o'  •  '  '  '    *  0  I' 
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OÙ  lest  une  indéterminée  el  .v'^  rmio  quelcomiiie  des  variables  de  C,, 
dont  le  rang-  /■  est  <  m. 

Réciproquement  toutes  les  substitutions  de  T  résulteront  de  la  com- 
binaison des  deux  sortes  de  substitutions  ci-dessus. 

6.  Les  formes  quadratiques  <P  à  n  variables  dont  le  discriminant  D 
n'est  pas  congru  à  o  modp  appartiennent,  si  p  est  impair,  à  deux  types 
différents,  correspondant  aux  deux  valeurs  ±  i  du  caractère  quadra- 

ticjue 


La  forme  $  peut  en  eflét  se  réduire  à  la  suivante  : 


a:;  4- a;^ -F... -h  .v^, +  «.'•', 


où  le  nomljre  a  est  arbitrairement  choisi  parmi  ceux  qui  satisfont  à  la 
relation 

Il   est  d'ailleurs  évident  que   le   caractère  (  — j  est  un    invariant, 

qu'aucun  changement  de  variables  ne  peut  altérer. 
Le  nombre  0^(D,  c)  des  solutions  de  la  congruence 


$  ^  c         (  mod  p  ) 


est  égal,  si  n  =  2w  +  i ,  à 


et  SI  «  =  2m,  a 


^i"'7)("^]' 


SI         c;;o 


<"' 


Ces  formules  nous  serviront  à  (h'Icrmincr  le  signe  du  caractère  (  —  j 


c^o. 
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lorsque  <I>  est  exprimée  de  telle  sorte  que  le  calcul  de  sou  discrimiuaut 
olTre  quelque  difficulté. 

Si  p  =  2,  il  n'existera  de  forme  (iuadrali(]ue  de  discriminant  impair 
que  si  n  est  un  nombre  pair  im.  On  aura  dans  ce  dernier  cas  deux 
types  de  formes,  correspondant  aux  deux  valeurs  du  caractère  inva- 

riant  (i). 

Si  f  j^  j  =  -)-  I,  (l>  sera  réductible  à  une  somme  de  rectangles 

771 

Si  (  j- j  =  —  I,  elle  sera  réductible  à  la  forme 

m 


Le  nombre  i2i;,„(D,  c)  des  solutions  de  la  congruence  <ï>^c  sera 
donné  par  les  formules 


"L(D,'0=^""     '+2"'-'(-l)"'(^î^)  si  C=0, 

_  2^'«-<  _  2'"  -  '  (  —  1  )'"  (^'\         si  C  =  I . 

7.  l^es  sui)slituli(;ns  liiu'aires  qui  laissent  invariable  une  forme  (|ua- 
drati(jue  donnée  <1>  (de  discriminant  ^o  modp)  forment  un  groupe  G, 
dit  groupe  de  la  forme  *I). 

A  deux  formes  équivalentes  t]),  <!>'  correspondent  deux  groupes  G, 
G'  trausformal)les  l'un  dans  Taulre  par  ime  suiislilulion  linéaire  et 
appartenant  par  suite  au  même  type. 

Si  II!  liomliir  //  des  \ariablesest  |iair,  ou  aura  anisi  deux  l\j)i'sde 
groupes  répondant  aux  deux  Upcsdc  foiiiics*l>. 

Si  //  esl  inqiair  (  d  m'i  p  Impair  ),  ces  deux  l\  pes  se  confoudeni  l'u  un 
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seul,  car  toule  subsliliitioii  (jui  laisse  iiivariaiUe  une  forme  «I»  de  discri- 
minant D  laissera  aussi  iiivarianle  la  l'orme  a(p  de  discriminant  «"D, 
laquelle  est  d'un  autre  type  que  <li,  si  a  est  un  non  résidu  de  p. 

L'ordre  0,';(D)  du  groupe  G  qui  laisse  invariante  une  forme  $  de 
discriminant  D  s'obtient  aisément,  si  p  est  impair,  par  la  formule 
récurrente 

o;;(D)  =  r2;;(D,c)(K_,(:>.c-D), 

où  (■  est  un  enlier  quekon(jue  ;;  o  mod  p. 
On  trouve  ainsi,  si  /i  est  impair  —  ■>.///  -+-  i, 


cl,  si  n  =  >.m, 


/--(f  )'"(')]  n(/'--o. 


Sip  =  2,  auquel  cas  /^  est  toujours  pair  =  un,  on  aura 


«I  - 1 


■I). 


Le  nombre  iiS.;;(D  )  des  formes  distinctes  é(pii\al(Mifes  à  <l>  s'obtient 
évidemment  en  divisant  le  nombre  total  -A,;;  des  substitutions  linéaires 
par  le  nombre  0;;([))  de  celles  (pii  laissent  <[>  invariante.  Un  aura 
par  suite,  si  p  est  impair, 


< ^^)  =  l,P '"'lï  (/''''-') 


//"  + 


n^p'''-'~o 


et,  si  p  =  2, 
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8.  Les  formes  bilinéaires  yauclios 

_2  Cm-  "^'z-  -^i-  (  C/A-  =  —  Ca/  ) 

à  dru\  séries  de  variables  cogrédieiiles 

.    .  V  V 

X,,        •■■)        •^«1  ^1'        •••)        -^« 

n'ont  leur   détoriiiinanl    dilTérent  de  zéro   que   si   /<  esl  un  nombre 
pair  lin.  Elles  sont  toutes  équivalentes  à  une  même  forme  type 

m 

1 

L'ordre  cof,',,,  du  groupe  forme  par  les  substitutions  cpii  laissent  inva- 
riante Tune  d'elles  est  donné  par  la  formule 


•lin 


et  le  nombif  £f'„^  des  formes  distinctes  du  système  sera 

/y"""-"JJ(/;"-'-i). 


, /'      "- "  1  m 


1 


9.  (>es  préliminaires  [)0sés,  nous  donncrous,  dans  les  trois  pre- 
miéi'i's  Seclious  de  ce  Mémoire,  la  soluliou  di's  (picstions  suivantes  : 

i"  Une  substilulimi  S(mod />)  •'■l.nil  dnuné<',  (|uclli's  soûl  li's  eoudi- 
lions  nécessair<'s  et  sulllsanlcs  pour  (piil  existe  des  formes  cpiadra- 
liques  <l>(mod/j),  de  discriminant .  o(^inod/>),  cpie  S  laisse  invariantes? 

2"  (Quelle  esl  l'expression  générale  de  ces  formes  invariantes? 

3°  A  (juels  types  simples  pcul-ou  les  n'iluirc  par  les  cliauL;ements 
de  variables  (|ui  u'allèreut  pas  l'expression  de  S? 

l\°  Quel  esl  le  nofui)re  de  ces  types? 

.')•'  Oucl  esl  lr  uombi'e  des  formes  iiivariaules  <lislincli's  réductibles 
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(1°  (^uflcsl  pDiirclianin  (I"oii\  le  sigiip  du  carncl(''i'0([ua(li'ali(]ue  f  —  ] 

Nous  établissons  on  partimlier  les  théorcmcs  suivants  : 

Théorème  I.  —  Les  conditions  nécessaires  el  suffisantes  jmiir 
V existence  de  formes  invariantes  (p  sont  les  suivantes  : 

i"  A  chaque  racine  p  de  la  congr-uence  caractéristique  de  S, 
autre  que  ±  i  mod/),  est  associée  une  racine  p''  de  la.  même  con- 
gruence,  réciproque  de  p; 

2°  Les  deux  classes  C,  C'  correspondant  à  ces  deux  racines  con- 
tiennent le  même  nombre  de  variables,  dont  la  répartition  en  séries 
est  identique  dans  les  deux  classes  ; 

3"  Si  la  congruence  caractéristiciue  admet  une  racine  égale 
à  ±  I  motl/),  la  classe  correspondante  G  sera  dite  singulière.  Grou- 
pons ses  séries  en.  sous-classes,  en  réunissant  ensemble  celles  oit  le 
nombre  des  variables  est  le  même. 

Si  p  est  impair,  chaque  sous-classe  dont  les  séries  contiennent  un 
nombre  pair  de  variables  sej-a  formée  d'un  nombre  pair  de  sé/ies. 

Sip  =  2,  chaque  sous-classe  dont  les  séries  contiennent  un  nombre 
impair  de  variables  sera  formée  d'un  nombre  pair  de  séries. 

TiiÉORÈiME  II.  —  Les  formes  invariantes  <T>  appartiennent  toutes  au 
même  type,  si  la  congruence  caractéi-isticjue  de  S  n'a  pas  de  racine 
égale  à  ±1  \noàp. 

Si  elle  admet  de  semblables  racines,  p  étant  impair,  le  nombre 
des  types  distincts  sera  2^,  Ji  désignant  le  nombre  des  sous-classes 
contenues  dans  les  classes  singulières  et  dont  les  séries  sont  for- 
mées d'un  nombre  impair  de  variables. 

Si,  p  étant  égal  à  2,  la  congruence  caractéristique  admet  la 
racine  i,  soient,  dans  la  classe  singulière,  k  le  nombre  total  des 
sous-classes,  k'  celui  des  sous-classes  formées  d'un  mnidire  pair 
de  séries,  contenant  chacune  un  nombre  pair  de  variables  :  le 
nombre  des  types  distincts  sera  2*^*'3*'. 

Pour  la  soliilion  des  aulies  questions  posées  ci-dessus,  ([uil  seiail 
plus  difficile  (!<■  résumer,  nous  renverrons  à  la  suite  du  Mémoire. 

Jouni.  de  Math.  (6"  scric),  tonie  T.  —  F'iisc.  III,   i()o5.  2() 
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10.    La  quatrième  Section  a  pour  oljjct  la  (juesliou  suivante  : 
Le  groupe  G  des  substitutions  linéaires  qui  laissent  invariante  une 
forme  quadratique  à  2  «  variables  réductible  à  une  somme  de  rectangles 

1 

est  dérivé,  comme  on  sait,  des  substitutions  fondamentales  suivantes 


"■'  ' 


Mrt  =  I  *•/,  7a         *V h-  't'A)  Ja  +  J,|  • 
Si  la  forme  *b  est  du  second  tvpe 

n 

1 

les  substitutions  fondamentales  seront  les  suivantes 

L,, 

M,v,         (f>i,A>i), 

•N  =  k-.,  r.  /.,  •'■.  +y<l 

Une  suijslitulion  de  G  sera  dite  paire  ou  impaire  suivant  que,  dans 
son  expression  en  produit  de  sul)stilutions  fondamentales,  le  nombre 
des  facteurs  de  l'espèce  L  est  pair  ou  impair. 

Nous  avons  établi  autrefois  par  des  considéralions  indirectes  que  les 
subslilulions  paires  de;  C^i  forment  un  sous-grou])e  in\ariant  F  d'ordre 
moitié  moindre.  Mais  ncnis  avions  inutilement  cherché  à  étai)lir  un 
caractère,  plus  simple  que  la  délinitiou  prccédenle,  etcpii  permette  de 
discerner  les  substitutions  ])aires.  M.  Dickson  a  i(''iissi  à  cundiler  (('Ue 
lacune  dans  le  bel  Ouviage  au(juel  nous  avons  déjà  ien\  oyé.  il  v  donne, 
au  n"  20."),  Texpi-ession  d'un  invariant  dont  la  parité  on  rim[)arilé  sert 
à  ji\er  le  genre  d'une  subslilulion  (pielcoiupie  de  (  î. 

C]c  crili'iium   siip[iosc,   pour  <'"lre  appliijui',   (pie   hi    Inriiii'  i|>  a   été 
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réduite  pii-alahlomont  à  rnii  des  deu\  lypes  normaux 
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2  ■'■'■■•>''" 


•ï-'T 


,.'7T 


/,  >  A- 


Nous  montrerons  f[U('  Ton  peut  se  dispenser  de  cette  opération,  en 
assignant  un  nouveau  critérium  très  simple  et  complètement  indépen- 
dant de  la  forme  $  que  Ton  considère.  11  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —  Soit  S  une  subsliliidon  linéaire  qui  laisse  invar ianlc 
une  forme  quadratique  (pmodj.  Elle  sera  paire  ou  impaire,  sui- 
vant que  dans  sa  forme  eanoni(iue  le  nombre  des  séries  formées 
par  les  varial/le.s  est  paii-  ou.  impair. 


Analyse. 
11.    Supposons  la  substitution  S  ramenée  à  sa  forme  canonique 


s  = 


Soient 


}\ 


.,   X 
-,  Ja 


n 


?    ■'-'o  ;     •  ■  ■■>    p   (  •'';"  +   >'^'(-i  ,)  )     •  •  • 
Pi.Vin     •••,     p,(r/c4- Ja-,),     ... 


•^0  —  \-''o!  ■'' n   •  ■  •■>  -''mh  ■''I  —  \}oi  Yn  ■  ■  •?  J'm/'       •  •  • 

les  diverses  séries  entre  Ies(pielles  se  n'^partissent  les  variables;  p,  p,,  ... 
les  multiplicateurs  correspondants. 

Soit  <l>  une  forme  invariante  :  elle  sera  une  somme  de  formes  par- 
tielles, les  unes  B^i^  l)iliuéaires  par  rapport  à  deuv  séries  différentes 
Sa,  s^]  les  autres  i}^  (piadraliques  par  ra{)port  aux  variables  d'une 
seule  série  .v^.  (lliacune  de  ces  foiines  |)artielles  (bni'a  èli-e  iu\arianle 
séparément. 

Soil  d'ailleurs  a■l^,^^|,  un  terme  (pielconcpie  île  Tune  de  ces  formes 
partielles,  telle  (pie  I!,,,.  Nous  dirons  (pic  .X',-,  j'/,  sont  des  variables  de 
rauj;'  i  et  A  respecli\cmenl  cl  (pie  le  Ici' me  a  .f  jV/^  est  de  rai  il;  /  -(-  k. 
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La  .sul)slituli()n  S  le  liaiisfoiiiu'  en 

pp,a('./V+.r,_,)(jA  +  >'A   ,), 

soiiiiiio  do  quaLre  Icrnics  dont  le  premier  esl  pc,iix,y,^]  les  deux  sai- 
vauls  pp,  ax',_|j'y(.,  pp,  «•'■,. V/,_|  sonl  de  vnni:;  i -h  k  —  i  et  le  dernier 
so,ax',_,_}^A— ,  de  rang  i  -+-  /,  —  2.  (Si  /  ou  k  élail  égal  à  zéro,  ceux  de 
ces  termes  où  figureraient  des  variables  à  indice  négatif  siuit  à  sup- 
piinier.) 

11  résulte  évidemment  de  là  que,  dans  la  transformée  1},||  + AB,,, 
de  B„|  par  S,  l'ensemble  des  termes  de  rang  maximum  s'ol)tiendra  eu 
multipliant  par  pp^  l'ensemble  des  termes  de  rang  maximum  dans  B„|. 

Pour  que  ces  deux  fonues  soient  égales  il  est  donc  nécessaire,  ou 
que  B„|  soit  identiquement  nul,  ou  qu'on  ait  pp,j=si. 

Mais  le  discriminant  de  $  serait  nul  si  les  variables  d'une  série,  telle 
<]ue  -s'o,  disparaissaient  de  sou  expression.  11  faut  doue  cpill  y  ait  au 
moins  une  série  (didérente  ou  non  de  *„)  doni  le  multiplicateur  soit 
égal  à  p-'. 

11  peut  y  avoir  plusieurs  séries  Sg,  s,,  ...  correspondant  au  même 
uudtipiicateur  p;  elles  formeront  une  classe  C;  les  séries  au  multipli- 
cateur p  '  formei'ont  une  classe  C  associée  à  la  précédente;  et  $  sera 
lie  la  Idi'uie 

et  =  [CC]  +  w, 

\('A'.'  I  (lésiguaul  une  forme  ])ilinéain;  par  rapport  aux  \aiiablcs  de  C 
cl  i\r  (  ]'  et  W  ne  les  contenant  plus. 

I"  Si  pr^;p~',  d'où  p^^:àz  1  (  inod/j)  (ces  deuv  hypothèses  se  con- 
fondent si  p  =: -a),  la  classe  (,'  se  confoml  avec  la  classe  (  ",,  et  l'on 
aura 

I  (  .  I  (■•l;iiil  (|ii;i(hallipii'  pai-  rappori  aii\  \arial)lrs  dr  (  1,  cl  T  ne  K'S 
conlenant  plus; 

■'."  Si  p  n'est  pas  égal  à  p  ',  les  classes  Cet  il'  soûl  dillV'rcnles  el  Ton 
aura 

<!•  :.    I  < '.(7  I  H- 'I'', 
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[CC'  I  élaiil  Inlinéaire  ])ai'  ra])|i()rl  au\  variables  de  C  et  de  C  et  <I>'  ne 
les  contenant  plus. 

Dans  ce  cas  p  pourra  ne  pas  être  réel,  mais  racine  cFune  congruence 
irréductible  de  degré  >  i;  C  fera  alors  partie  d'un  système  S  de 
classes  conjuguées 

L,      (  -I,      . . . ,      ( ./., 

avant  pour  multiplicateurs  respectifs 

p,     j.^,      ...,      /  ,      

Si  û~'  fait  partie  de  cette  suite,  soit  pour  fixer  les  idées 

pP"=p-',  d'où  p/'"+'=i. 


Les  classes 


C,     (^1,      . . . ,     C^. 


auront  respectivement  pour  associées  les  classes 

L'Y)        '-'v+D        ■  •  •  1        '-^v+A- 

et  C,  aura  poiu'  associée  C.,^.  Mais  cette  associée  est  (J.  Donc  §  con- 
tient 2V  classes  distinctes,  et  l'on  aura 

(D  =  [cc;j  + 1 c, c,^, j  +. . .  +  [(_;.,(:,,  . j  +  u-  =  [.sj  +  w, 

[s]  ne  conlenant  cpie  les  variables  du  système  s  et  W  les  autres 
variables. 

D'ailleurs  la  forme  <!'  l'taul  ic'i'llc  ne  doit  pas  changiM-  si  l'on  y  rem- 
place p  par  p''.  Donc  ^1'  a  ses  coefficients  léels;  d'auli'e  [larl,  [)ar  ce 
changement,  les  formes  partielles  [CC^J,  [^iCv+ij,  ...  devront  se 
transformer  chacune  dans  la  suivante;  elles  sont  donc  conjuguées; 
enfin  la  dei'uièrc  |  C^  (("iv-ij  devra  se  changer  dans  la  première;  ce 
(pii  ri'vieiil  à  (bre  ipie  |<^(>v]  ne  doit  pas  être  altérée  par  le  change- 
inciil  (le  p  en  p'".  Cette  coud  il  ion  iniplnpie  une  cerlaiue  rcsirici  it>n  pi  un- 
ies coefficients  de  cctie  forme  bilinéaiie.  En  oulrr  leui'  (liHiTininant 
ne  doit  pas  être  nul. 

3"  Supposons  enfin  (pie  (7  nr.  fasse  [las  partie  de  la  suite  des  conju- 
guées de  C.  Soit  V  le  nombre  de  celles-ci.  Elles  auront  respectivement 
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pour  associées  les  conjuguées  de  (_y, 

lesquelles  fonneronl  un  syslème  s'  associé  à  S  et  <!>  sera  de  la  forme 

CD  =  I  CC]  +  f  C,  C,  I  +. . .+  [CC:  I  +  M-, 

[CC],  [C,  c, ],  . . .  étant  des  fonctions  jjiiinéaires  conjuguées  et  ^I'  ne 
contenant  plus  les  variables  de  s  ni  de  s'. 

Les  formes  partielles  [CC]  +- [C,  C,  | +. .  .-f- [C^^'v]  constituent 
])ar  leur  réunion  une  forme  réelle  [SrS'J  hiiinéairc  par  rapport  aux 
variables  des  deux  systèmes  associés  -S  et  -s'.  Dans  chacun  de  ces  sys- 
tèmes les  variables  complexes  peuvent  être  remplac(''espar  les  varialjles 
réelles  dont  elles  dépend<^nt. 

On  rcmarcjuera  que  le  déterminant  de  la  forme  liilinc'alre  [(_X7], 
entrant  en  facteur  dans  le  discriminant  de  <l),  ne  doit  pas  être  nul.  Il 
faut  pour  cela  que  les  classes  associées  C,  C  contiennent  le  même 
nombre  ij.  de  variables.  Il  en  était  évidemment  de  même  dans  le  cas 
])récédent  où  Ton  supposait  ces  deux  classes  conjug'uées. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  une  première  condition  nécessaire  pour 
qu'il  existe  des  formes  $  (de  détermiiuint  non  nul)  invariantes  parla 
substitution  S.  C'est  qu'à  chaque  racine  p  de  sa  congruencecaractéris- 
ti<|ue,  autre  que  ±  r,  corresponde  une  racine  associée  p~'  du  même 
ordre  de  multiplicité;  autrement  dit  : 

La  congriiciice  caracicrisliiiiic  de  S  doit  être  fccipioi/uc 

Il  résulte  d'ailleurs  de  l'analyse  précédente  que,  si  l'on  joint  à  chacpie 
classe  ses  conjuguées  et  leurs  associées  pour  les  réunir  en  une  même 
fami.lli',  toute  forme  invariante  <l>  sei'a  une  sonimc  de  formes  |)ar- 
lielles  •!>,,  <D.,  ...  coulcuaul  cliaruue  les  variables  d'une  seule  famille. 
Chacune  de  ces  formes  pai'tielles  sera  : 

i"  Ou  une  fonction  biliui'aire 


par  ja|)|)ort  aux  variables  de  (li'ii\  sNslèmes  associés; 


(1 
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a"  Ou  une  foiiclion 

|-,]  =  [C(:.|  +  |(:,(:v^,]+...+  |(V,c.v-,] 

des  variables  d'un  seul  systcnic  contenant  un  nombre  pair  2V  de  séries 
associées  deux  à  deux  ; 

3°  Ou  enfin  une  fonction  \C]  quadratique  par  rapport  aux  variables 
d'une  série  au  multiplicateur  ±  i,  laquelle  sera  associée  à  elle-même. 

La  substitution  S  de  son  côté  est  le  produit  de  suljstitutions  par- 
tielles S,,  So,  ...  effectuées  chacune  sur  les  variables  d'une  seule 
famille.  11  en  est  de  même  des  substitutions  qui  la  transforment  en 
elle-même. 

La  détermination  des  formes  $  invariantes  par  la  substitution  S 
revient  donc  à  celle  des  formes  partielles  <P,,  tp,,  ...  respectivement 
invariantes  par  les  substitutions  partielles  S,,  So,  .... 

Pour  les  réduire  à  des  formes  types,  il  faudra  réduire  séparément 
ces  formes  partielles. 

Le  nombre  des  formes  distinctes  réductibles  à  chaque  type  sera  le 
produit  des  nombres  de  formes  distinctes  pour  '!>,,  pour  $2,  etc. 

Enfin,  le  caractère  quadratique  du  discriminant  D  de  la  forme  $  est 
le  produit  des  caractères  des  discriminants  des  formes  partielles  4',, 

Les  problèmes  que  nous  nous  sommes  posés  se  trouvent  ainsi  réduits 
au  cas  où  les  variables  ne  forment  qu'une  seule  famille. 
Trois  cas  seront  à  considérer  : 


L 

12.   Supposons  d'al)ord  qu'il  existe  deux  systèmes  associés   mais 
différents  S,  s'. 


V— 1 


La  forme 

est  une  somme  de  v  formes  bilinéaires  complexes  [C(.]'  |,  [(",(",  |,  •  •  •  , 
conjuguées  lesunesdes  autres,  et  in\arianles  séparément.  11  suffira  de 
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déterminer  Texpression  de  Tune  d'elles  [CC'].  Celle  de  <l\  s'obtiendra 
en  y  ajoutant  ses  conjuguées. 

Soient  s,,  s.,,  ...  les  séries  qui  constiluenl  la  classe  C;  .s,,  -f!,,  ... 
celles  qui  constituent  la  classe  C;  on  aura  êvideininent 

icc]=2:r7-?i' 

«.? 

[ajij  désignant  l'ensemble  des  termes  de  ]  CC  |  qui  conlienuent  les 
produits  des  variables  de  s^  par  celles  de  .Vp.  Chacune  de  ces  formes 
partielles  doit  évidemment  être  invariante.  Il  suffira  donc  de  construire 
l'une  d'elles  [a,3]. 


Soient 


•^0'  "^15  •  •  •  '  '"a 


les  variables  de  la  série  .ç^, 


celles  de  la  série  .s'^. 
Soit  enfin 

l'un  (pielconque  des  termes  de  la  forme  [  a[B]  ;  il  aura  pour  rang  /  +  k. 
En  lui  appliquant  la  substitution  S  il  sera  cliangé  en 

Son   accroisscmcnl    A/    se    eouq^osera  de    trois    termes,   dont   deux, 

de  rang  i,  -h  /i  —  '2. 

La  forme  |  a[i]  étani  invariante,  son  accroissement  lolal  A|  a3  |  —  Zlf 
(levia  être  ideiiticpiemeul  md. 

(^ela  posé,  considérons  ceux  (]i-s  Irinics  de  |  xfi  |  doul  If  lang  est  le 
1)1  II  s  élcvi';  soii  /'ce  maxiiinini.  l/i'iiscmbir  t\i-  ci>s  termes  sera 

Cor^ri*  ■+-  c,,r^,x'yf.  ,+...+  r,.„x':.yl 

COn  dovra  toutefois  considérer  a  priori  coiiinie  mils  Ions  ceux  des  coef- 
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Hcients  c  qui  multiplieraient  soit  des  variables  x  d'indice  >  /»„,  soil 
des  variables  j  d'indice  >w^,  puis(ju'il  n'evistc  pas  de  semblables 
variables.) 

Les  termes  de  rang  le  plus  élevé  dans  ^[ajî]  seront  de  rang  /■  —  i  el 
exclusivement  fournis  par  les  termes  de  rang  /•  écrits  ci-dessus.  Leur 
ensemble  est  le  suivant  : 

Il  doit  être  identiquement  nul;  les  cocflicienls  c  sont  donc  égaux  el  de 
signes  alternatifs.  Mais  ils  ne  peuvent  être  tous  nuls,  puis(ju'on  admet 
l'existence  dans  [ap]  de  termes  de  rang  /•.  Donc  aucun  d'eux  ne  le 
sera. 

On  en  conclut  que/-  ne  peut  surpasser  le  plus  petit  des  deux  nombres 
ni^,  my,  car  s'il  était  >  m„_,  par  exemple,  la  variable  x,  étant  inexis- 
tante, c,„  serait  nul. 

L'ensemble  des  termes  de  rang  maximum  sera  donc 

a*'^  étant  un  entier  complexe  constant. 

On  voit  par  là  que  la  forme  [a^J,  si  elle  n'est  pas  identiquement 
nulle,  contient  nécessairement  les  variables  .r^,  y^  au  moins  dans  ses 
termes  de  rang  maximum.  Elle  sera  donc  complètement  déterminée 
par  la  connaissance  de  ceux  de  ses  termes  qui  contiennent  x^  en  fac- 
teur. L'ensemble  de  ces  termes  sera  de  la  forme 

r 

r  variant  depuis  o  jusqu'au  plus  petit  des  deux  nombres  w^,  m^. 
Or  on  vérilie  aisément  que  la  forme 

Ur  =  xlyl  -  ,r^  jt ,  +  (■^•?  +  .<  )yl,  +  ... 
où  b-  multiplicateur  de  .<  se  réduit  à  jf,  est  invariante.  Kn  effet,  par 

Juurn.  de  Math    ((i-  sciie),  lume  I.  —  l'asc.  III,   lyo.i.  3o 
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la  substitution  S,  le  coefficient  du  tonne  en  yf._f^  se  trouve  accru  de 

([uanlilé  identiquement  nulle,  car,  en  remplaçant  les  indices  des»"  par 
des  exposants,  elle  prend  la  forme  symbolique 

(—  i)*  (i  +  .r'/-'  +  (- 1  /-'  ^'(i  +  x^y--  +  (- 1/-  '  (i  +  x'^y--  =  o. 

La  forme  la  plus  générale  des  fonctions  [a^]  invariantes  sera  donc 
ri  celle  des  fonctions  [CC]  invariantes  sera 

a.  |S    7- 

les  a  étant  des  entiers  complexes  arbitraires  assujettis  à  la  seule  restric- 
tion que  le  déterminant  de  la  forme  bilinéaire  [CC'J  ne  soit  pas  nul. 

13.  Nous  allons  montrer  que  toutes  les  formes  invariantes  ainsi 
obtenues  peuvent  être  ramenées  à  un  type  unique  par  les  substitutions 
du  groupe  F  (formé  des  sul)stilutions  écbangealjlos  à  S),  et  du.  même 
coup  nous  déterminerons  leur  nom  lire. 

(  liinlinuons  à  désigner  par  ,s',,  s.,,  ...,  s^,  ...  les  séries  f[ui  consti- 
luciil  la  classe  (];  et  soient 


les  variables  eu  iioniine  iii^-h  i  de  la  série  .v,. 

Soient  de  même  s\,  . . . ,  s'^,  ...  les  séries  de  la  classe  C  et 


les  variables  de  la  série  si. 


MÉMOIRE    SUR    LES    FORMES    QUADRATIQUES.  2^5 

On  peut  admettre  que  les  séries  aient  été  ordonnées  de  telle  sorte 
qu'on  ait 


et 


Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 


///  ^  =  //l.,^:  .  . 

. .  =  III  i  =  in^ 

mais 

m^  <^  m 

si 

a>/, 

m\  =  m[,  =  .. 

. .  =  ///)  ^  ///', 

mais 

m'(i  <;  m' 

si 

f}>/' 

On  aura  nécessairement 

m  =  fil',  1  =  /'. 

Supposons  en  effet  m'élit';  [CC]  ne  contenant  aucun  terme  de 
rang  >  m'  ne  pourrait  contenir  aucune  des  varialjles  ./;,„,  . .  . ,  a;',,  et 
son  déterminant  serait  nul.  "" 

Si  m  était  <  m',  on  n'aurait  qu'à  permuter  les  x  et  les  y  dans  ce 
raisonnement. 

Soit  donc  m  =  m';  [CC]  pourra  contenir  des  termes  de  rang  m, 
mais  seulement  dans  celles  des  formes  partielles  [a^],  où  a^/,  j3</'; 
et  dans  celles-ci  x'„^,  .  .  .  ,  .r',,  ne  figurent  que  multipliées  par  les 
variables  y'^,  . . . ,  j^Jj.  Si  donc  /  était  >  /',  les  dérivées  de  [(  1(7  |  par 
rapport  aux  /  variables  a;',„,  . . . ,  x^,  ne  dépendant  que  de  /'  variables 
ne  seraient  pas  linéairement  distinctes,  et  le  déterminant  serait 
encore  nul.  (De  même  si  /  était  <C /',  les  dérivées  par  rapport  aux 
/'  variables  jk„,,  . . . ,  jk/„  ne  seraient  pas  distinctes.) 

li.  Cela  posé,  les  termes  de  [CC]  qui  contiennent  les  /variables  j'iJ, 

(^  =  I ,  . . . ,  /)  seront  ceux  de  la  forme  binaire 

a  =^  I,  ...,  / 


V      aS     a      a  /    a  =:  I  ,  .  .  .  ,  / 


Il  faudra,  pour  que  les  dérivées  par  rapport  à  ces  variables  soient 
linéairement  distinctes,  que  le  déterminant  de  celle  forme  ne  soil 
pas  nul. 
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Il  existe  (n°  5)  xf,,  systèmes  de  valeurs  des  entiers  complexes  a*f 
qui  satisfont  à  cette  condition. 

Nous  allons  véi'ilier  que  tous  ces  systèmes  de  valeurs  sont  également 
admissibles. 

Le  groupe  F  contient  une  substitution  T  qui  remplace  les  va- 
riables v','„,  ....  r,',  respectivement  par 

sans  altérer  les  variables  x  (n°  o). 

l'.n  transformant  [CC]  par  T~',  on  réduira  o  à  la  forme  plus  simple 

?  =  '^<rl  (a=i,...,/). 

a 

tii.  Après  cette  première  opération,  les  termes  en  x\,  ...,  .i-[  que 
contient  [CC]  seront  de  la  forme 

<f.^'™  +  ?.|+---  +  ''-o[.)i+9/l. 

cp,,  . . . ,  '^i  étant  des  fonctions  linéaires  de  celles  des  variables  y  dont 
le  rang  est  <<  m,  lesquelles  sont  en  nombre  i;:  —  /  si  [x  est  le  nombre 
des  variables  de  la  classe  C  Leurs  coefficients,  au  nondire  de 
l\ij.  —  /),  pourront  prendre  chacun  //  valeurs,  soit  en  tout  p'''^v—') 
systèmes  de  valeurs  également  admissibles. 

(  )n  pourra  en  ellet,  (jucls  (jue  soient  ces  coefficients,  les  faire  dispa- 
raître successivement  en  commençant  par  ceux  dont  le  rang  est  le  plus 
élevé,  en  opérant  sur  [C('/|  les  sul)stituli()us  de  T. 

Soit  en  eflét  c)''^  un  des  ternies  de  cp,  dont  le  rang  /-soit  maximum; 
il  sera   <^m.  Donc  1'  conlieiil  une  subslitulioii    T  ([ui  remplace  _y^„, 

:>'',„-,>  •••'  yl„^r  P'T'  .v;„-c'j^  y',„  ,-o'f_,,  ...,  .y',.,.r- (^}i  sans 
altérer  ni  les  autres  vaiiables  _/  ni  les  variables  .r.  Par  cette  sui)Sti- 
tiiliou  on  fera  disparaître  de  cp,  le  terme  c^'jî.  Ou  pourra,  à  la  vérité, 
en  introduire  d'autres,  tant  dans  o,  que  dans  cjt.,,  ...,  O/,  mais  tous 
seront  de  rang  moiii^  ('Icm'  (pic  cchii  iiuoii  a  délniil. 

I']ii  répétant  cettr  léchidioii,  on  Icra  dispaiaitn'  Inlalcmciil  les  loue- 
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lions  ç-,  de  manière  à  réduire  ceux  des  termes  de  [CC]  qui  con- 
liennent  x\,  ...,  x[  en  facteur  à 

On  aura  par  suite,  à  ce  moment  de  la  réduction, 

l  <'<>'!  =/.,/« +/.2m+  •  •  •  -^/am+'^y, 

^'  étant  une  forme  invariante  qui  ne  contient  plus  x[^,  . . . ,  r^,  ni,  par 
suite,  aucune  des  variables  des  séries  s,,  . . . ,  s^. 
Les  termes  en  /,',,  ...,  yl  dans 

sont 

et  dans  W  ils  seront  de  la  forme 

o,,   ...,  z>,  étant  des  fonctions  linéaires  des  a' =  u. —  /(/// -t- i)  va- 
riables X  qui  appartiennent  aux  séries  s,+,^ 

Leurs  cocfflcienls  seront  susceptibles  de  p'".v--'("'+'»  systèmes  de 
valeurs  également  admissibles.  On  pourra,  en  effet,  quels  que  soient 
ces  coefficients,  les  faire  disparaître  progressivement  par  le  même 
procédé  que  tout  à  l'iieure,  en  altérant  les  x  de  la  même  manière  que 
nous  l'avions  fait  pour  les_y. 

1(».  Reste  à  réduire  la  fonction  XTqui,  à  l'heure  actuelle,  ne  contient 
plus  ni  les  variables  des  séries  s,,  ...,*/,  ni  celles  des  séries  s\,  . . . ,  s'^. 
C'est  un  problème  tout  semblable  à  celui  de  la  réduction  de  |<.C'|, 
mais  le  nombre  des  variables  est  diminué.  Soient  .V/^.,,  ...,  .sv^^  les 
séries  les  plus  longues  parmi  celles  qui  restent  dans  la  classe  C; 
///-t-i  le  noiiduc  des  variables  de  cliacune  d'elles  :  on  verra  que  (7 
doit   contenir  aussi   /'  séries  .sy^,,   ...,   v^,,    de   w '+ i    variables,   el 
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que  W  peut  se  réduire  à  la  forme 

^'  ne  contenant  plus  les  variables  des  séries 

^1+11      •••)     ^/+/ 'i         •^/+i»      •••'     *"/+/• 

P<jursuivant  cette  réduction  on  voit  que  [CC'J  peut  se  réduire  à  la 
forme  parfaitement  définie 


2i^fkkm  -+-  Zufl 


kkni 


I 


et  nous  trouvons  cette  nouvelle  condition  pour  l'existence  de  formes 
invariantes  parla  substitution  S. 

Dans  deux  classes  associées  C,  G'  les  séries  entre  lesquelles  se 
réparlissent  les  variables  doi^'ent  être  en  inènie  nombre  et  de  même 
longueur. 

Cette  nouvelle  condition,  dont  nous  venons  d'établir  la  nécessité  en 
sujjposant  que  les  deux  classes  associées  C,  C  appartiennent  à  des 
systèmes  différents,  est  satisfaite  d'elle-même  dans  les  deux  cas  qui 
nous  restent  à  examiner,  à  savoir  ceux  où  les  séries  C,  C  sont  conju- 
guées ou  coïncidentes. 

17.  Soient,  d'ailleurs,  0(m,  /;  ni,  /';  ...)  le  nombre  des  formes 
invariantes  [GC'j  ;  0(m',  /';  . . .)  celui  des  formes  invariantes  de  l'es- 
pèce W\,  il  résulte  évidemment  de  notre  analyse  cpi'on  aura  la  formule 
récurrente 

IS.  Il  reste  enliu  à  déteriuini'r  le  caractère  des  foi'm(!s  [SS|  ([ue 
nous  venons  de  construire  et  de  réduire.  1^  i  cliose  ne  |)r(''senle  aucune 
diriiiulté;  fai|SS|  csl  biliui'-aire   j)ar  ra[)port  aux  vai'iables  ./•  el    à 
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leurs  conjuguées  en  nombre  [xv  d'une  part,  aux  variables  j^  et  à  leurs 
conjuguées  d'autre  part.  Elle  restera  bilinéaire  si  l'on  remplace  les 
deux  systèmes  de  variables  complexes  par  les  variables  réelles  X,,  . . ., 
X,j.v;  ^,,  ..  .,  "^  [XV  dont  elles  dépendent.  Par  un  cliangement  de  va- 
riables qui  n'altère  pas  son  caractère  on  la  ramènera  à  la  forme 


(i.V 


2Xa.Y„ 


dont  le  discriminant  est(—  i)'^"'. 
On  aura  donc,  si  p  est  impair, 


et,  si/>=  2, 


II. 


19.  Supposons  maintenant  qu'il  existe  un  système  S  formé  de 
2v  classes,  C,  C,,  .  ..,  C^v-i  associées  deux  à  deux.  La  forme  corres- 
pondante [S]  sera  encore  ici  la  somme  de  v  formes  partielles  conju- 

[cc.]  +  [c,c,^,]+...-^[a_.c,._,j, 

et  il  suffira  de  construire  la  première. 

Soient  s^,  s.^^  ...  les  séries  qui  constituent  C;  .s',,  s'.,,  . . .  les  séries 
conjuguées  contenues  dansC, ;  et  désignons  par  x*,  j^*,  ...,a;*  les 
variables  de  s^^  par_y*,  . .  -,  yl,^  les  variables  correspondantes  de  s'^. 

On  verra  comme  dans  le  cas  discuté  précédemment  ([ue  [CC^I  est 
une  somme  de  formes  partielles  contenant  respectivement  les  produits 
des  variables  d'une  des  séries  de  C,  telle  que  .s'»,  par  celle  d'une  des 
séries  de  C^,  telle  que-Vj^.  (lliacuno  de  ces  fonctions  partielles  [aJB  |  sera 
séparément  invariante. 

La  fonction  [ap|  ne  peut  rontctiir  aucun  leiiiic  de  rang  su|irri('nr 
au  plus  petit  des  deux  nombres  ///,,,  wr^,  el  l'ensemble  des  termes  de 


24o 
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rang  /-maximum  sera  ici  encore  de  la  forme 

On  pourrait  en  conclure  cjue  [a[il]  peut  être  mis  sous  la  forme 

r 

Mais  les  formes  invariantes  élémentaires  f^a,^  n'étant  pas  symé- 
triques par  rapport  aux  variables  x,  y,  la  condition  que  [C(iv]  no  soit 
pas  altérée  par  le  changement  de  p  en  p^'  s'exprimerait  par  des  rela- 
, lions  linéaires  assez  complexes  entre  les  coefficients  r/"^.  Il  est  donc 
préférable  de  substituer  aux  /j.^,,  de  nouvelles  fonctions  élémentaires 
qui  échappent  à  ce  défaut. 


F, 


3t      S  :t  S  a  ''■1 

nj  II  II     ly  //4  1      '        'H    -ij  11^1 


20.   Soil  d'abord  r  pair  =  2«.  Considérons  la  fonction 

/,,.,•»     Y^-b^x"-    y^     -^b.r^     v'^     — ...1 


■J,^  .■^- 


ap,2" 


.îl_ 


/^ 


vf* 


^/       ,.«        y?  _  

-  fii'^  v'^     x-"  — 
"n  y  «  n-*^»        


l'ar  le  changement  de  p  en  p'",  cpù  permute  les  x  avec  les^^,  elle  se 
change  en  Fpa.a/i-  Cherchons  à  déterminer  les  coefficients  b,  r,  ...  de 
telle  sorte  qu'elle  soil  invariante  par  la  substitution  S. 

Soil  A  raccroissemenl  qu'elle  éprouve  \y,\v  cette  subslilulion.  Les 
lermesde  rang  ?.«  —  i  s'y  détruisent  d'eux-mêmes,  l'our  amuiier  ceux 
de  rang  in  —  i  on  aura  les  équations  de  condition 


i  -b^-  b'^  =  o, 


—  I  -  A„  -hb,  ï=o, 
-J-br:  +  b'C^O, 


I  -t-  ^1  —  b.,  sso, 
1  -)-/''■  -  A^fs^o, 
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La  première  de  ces  congruences  admet  p^  racines  qui  sont  des  poly- 
nômes en  p,  car  b''^  +  //„—!  est  un  diviseur  de  h^^' —  ^o-  Prenons  pour 
b^  l'une  d'elles  choisie  arbitrairement.  Les  autres  relations  de  la  pre- 


mière ligne  donneront  généralement 


ffk  =  IJk  ,-hi~...=  l>o-^  A-, 


et  celles  de  la  seconde  ligne,  conjuguées  des  précédentes,  seront  satis- 
faites en  même  temps. 

Pour  annuler  les  termes  de  rang  -i/i  —  3,  on  aura  les  relations 


—  b^-+-  €„-. 


d'où 


b,  +  r„   —  r,  ^o, 


y' 


-b,  - 

-  A';  — 


+  r..  :^o, 


:/y„4-  A 


■bu^k  +  \)b„ 


/,(/,  -hi) 


On  trouvera  de  même 


di 


o,; 


(/.■  +  !)(/.   +2) 


/,-(A-+i)(/.-t-2) 
^73  ' 


etc. 


21 .  Supposons  maintenant  i-  =^  in  —  i .  La  congruence  e''" -t-  c  r  ;  n 
admettra  comme  racines  des  polynômes  en  p,  car  son  premier  membre 
divise  e^"—  (;.  Soit  e  l'une  d'elles  choisie  à  volonté  et  formons  l'ex- 


jression 


ap,2n-l 


-yl-.<+yU<..-  ■■■-  (-  0"-'jt<,-, 


-b'::yi^„xi+br. 


1  JKh    .l'^-nrl 


/  «-2y    0        2H- 


Par  le  changement  de  p  en  p''',  elle  se  transforme  en  l''qa.2«-i-  LUe 
sera  d'ailleurs  iuvariauLe  par  la  suhslitulion  S  si  Ion  y  délerniine  les 

Journ.  de   Uath.  (li' iéiic),  lomc  I.  —  l'"iisc.  Ul,  igoô.  J  ' 
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coefficients  A,  r,  ...  pm  les  lolalions 

I  —  li„     -   o,  —  [  —  //„  -H  />,    -  (), 

—  A„-H  r„._z;o,  A, -|-r„—  (-,^0, 


tl  i)ù  l  on  lire 


"a  ^^^  ('„  -i-  .  .  .  H-  /'a-  —  ^ 1 


22.  L'expression  la  plus  jL^i'nérale  de  la  fonction   invariante  [y.[B| 
|iie  nous  cherchons  sera  évidemment 


[ap]  =  2;«fF„,„ 


les  a  étant  des  entiers  comple.vcs  constants;  et  celle  de  [CC>^J  sera,  par 
suite, 

Dailleuis,    le    changement   de    p    en    p'''  dans   cette   expression    la 
transforme  en 

(lomme  elle  ddii  rester  imarialtle,  on  aura  les  telalions  de  condition 

(i)  («^«/'ssaf. 

lùi  j)articulicr,  si  ["i  =  y.,  ou  \oit  (jiie  les  coei'licii'nls  de  la  forme  [aaj 
sont  assujettis  à  la  relation 

(2)  (««*)/":-<". 

('eux  des  formes  |  aji  |  où  [ï  <!  s'  sont  déterminés  complètement  par 
les  relations  précédentes  en  fonction  de  ceux  des. formes  on  Jï  >  a;  ces 
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derniers  restent  indéterminés,  à  la  seule  condition  que  le  discriminant 
de  [CC,,]  ne  soit  pas  nul. 

25.  L'expression  de  [CC,]  étant  ainsi  déterminée,  proposons-nous 
de  la  réduire  à  une  forme  normale  en  la  transformant  par  les  substitu- 
tions de  r,  et  de  déterminer  du  même  coup  le  nombre  des  formes 
distinctes  de  discriminant  non  nul,  comprises  sous  cette  expression 
générale. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que,  parmi  les  séries  s, ,  .s\,  . . .,  il  y 
ait  /,  à  savoir  ^,,  . . .,  s^,  qui  contiennent  m  -+- 1  variables,  les  autres 
séries  S/^, ,  . . .  étant  moins  longues. 

Les  variables  de  rang  maximum,  x[,^,  . . .,  x-'„;  j^„,  . . .,  y[^  ne  figu- 
reront dans  [CC,,]  que  dans  les  termes  de  la  forme  bilinéaire 

le  coefficient  A  ayant  une  valeur  constante,  égale  à  (—  i)"  si  />/  —  -m, 
et  à  (—  i)"  ' ."  si  m  =  2.n  —  i. 

D'ailleurs,  les  dérivées  de  [CC^J  par  rapport  à  y',,^,  . . .,  y'„  devant 
être  linéairement  distinctes,  le  déterminant  des  coefficients  r/J^f  ne  sera 
pas  nul.  En  particulier,  les  coefficients  de  la  première  ligne,  a'J,  .  .  ., 
rt','  ne  seront  pas  nuls  à  la  fois. 

Si  le  coefficient  a'„'  est  nul,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  aH 
ne  le  soit  pas.  Transformons  [CC^]  par  la  sid)sliuiti(>n  'J'  (|ui  remplace 

et  leurs  v'""™"  conjuguées 

y,>n  y"n.  -, ,    •  •  •     par     >-:„  +  >''•>;,„   /■;„  ,  +  V'y[ 


///  - 1  ' 


Le  coefficient  «,'„'  sera  remplacé  dans  la  transformée  par  un  nou- 
veau coefficient 

(pii  ne  |)Ourra  s'aïuiiilrr' (pic  poiii- y^"'-t-  i  val<'urs  d(>  A.  ("elle  iiidéler- 
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minée  étant  susceptible  de  p-'  valeurs  distinctes  pourra  être  choisie  de 
telle  sorte  ([ue  le  premier  coeflicient  ne  s'annule  pas. 

Supposons  donc  «,'„'< c*-  Opérons  la  substitution  T  qui  multiplie 
^'m,  ^L-, ,  ■■■  par  >M  et  leurs  conjuguées  y'„„  y„,_, ,  . . .  par  A/";  le  pre- 
mier coefficient  deviendra 

A"--' ai: 

et  pourra  être  rendu  égal  à  l'unité;  car,  en  vertu  de  la  relation  (a),  on 
aura  («,!,,')'''"'  =  i  et,  par  suite,  la  congruence 

AZ-'-^'a;,;  - 1  =  0 

aura  /*'+  1  racines,  car  son  premier  membre  divise 

(IP'-^' ai;')P'-'  -  I  =  AP'-'-'  -  I . 

Le  premier  coefficient  a'J  étant  ainsi  réduit  à  l'unité,  on  fera  dispa- 
raître les  autres  coefficients  a,'„",  ...  de  la  première  ligne  par  la  substi- 
tution T  qui  remplace 

•^■«o     <-,'      •••      par       •<« -0™---M       <,-,-^'^>L-, -•••, 


Les  coefficients  11^,  . . .  de  la  première  colonne,  liés  aux  précédents 
par  la  relation  (i),  disparaîtront  en  même  temps. 

.Par  des  opérations  analogues,  on  réduira  le  second  coeffiicient  dia- 
gonal a'J  à  l'unité,  et  les  autres  coefficients  de  la  seconde  ligne  et  de 
la  seconde  colonne  à  zéro,  et  ainsi  de  suite.  l*'inalement,  0  se  trouvera 
réduit  à  la  forme  canoiiique 

iii.  Le  nomi)re  âV/,,  des  fonctions  distinctes  o  r(''(hulibles  à  celte 
forme  type  s'obtiendra  évidemment  en  divisant  le  nombre  total  .l,J'jv 
des  sub->liliilions  dr  la   fcuine 


(A) 


j;\  x",    ...,      '•,.!•'  +r/,x"  -h...,     c^.v'  -\-  (l.^.v    -t-.... 
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par  le  nombre   N^,^  de  celles  de  ces  siibstilutioiis  qui  transforment 
l'expression  canonique  ci-dessus  en  elle-même. 

Cliorchons  à  déterminer  ce  dernier  nombre. 

Les  coefficients  c,  «?,  ...  devront  satisfaire  aux  relations  suivantes  : 

c';+'  H-cf+'  -^-...^-cp'  =1, 
,  c,  cl'';  -H  c;"f/,  +  c,  d':  + . .  .E^  o, 


Déterminons  d'abord  le  nombre  M^^  des  solutions  de  la  première 
de  ces  congruences. 

On  peut  y  satisfaire  de  M/_,  .,  manières  en  posant 


<+'+... +  cp'  =  i,  c,  =  o. 

On  aura  d'autre  part 

manières  de  déterminer  c.,  . . .,  o,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

A  chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  correspondront  p'  -f-  i  valeurs 
de  f,  qui  seront  des  polynômes  en  p;  car  la  congruence  proposée, 
élevée  à  la  puissance /^\  donnera,  en  remarquant  que  c.f'ESiCo,   ..., 

cr=  Cl, 

et,  par  suite, 

cr^P'^c',-"',  ou  .f.^r,. 

On  a  donc  la  formule  récurrente 

D'ailleurs 
et,  par  suite, 

M3,v  =  p''^  +  />^ 
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ot  généralement 


2o.  Ce  premier  point  établi,  supposons  qu'on  ait  assig;né  à  r,,  ...,  c^ 
Tun  quelconque  des  M/  ^  sysièmes  de  valeurs  précédents.  11  existera 
des  substitutions  de  l'espèce  (4)  où  les  c  ont  ce  système  de  valeurs. 
Elles  seront  toutes  le  produit  de  Tune  d'elles,  T,,  par  des  substitutions 
de  la  forme 


U 


x\    X",    X"       X'  +  d^  X"  -\-  C  I  X'"  +  . . . ,       fl.yf"   -h  e.,  x"  + . . . ,      ... 


La  substitution  T,  transforme  o  en  une  fonction  o.  où  le  coefficient 
du  terme  en  x\y\^^  n'a  ])as  cliangé.  On  peut  déterminer  une  substi- 
tution U,  de  la  forme 


U, 


x'      x'  +  <l ^.l"  -\-  i',x"' 

y  y + '^'i'y + '''î'y 


qui  transforme  !p,  en  une  nouvelle  fonction  o.,  ne  contenanl  plus  de 
tei-mes  en  x\,yi,,  x[yi,  et  jjar  suite  se  réduisant  à  la  forme 

W  ne  coutcHiinl    plus  les  varial)les  x',  y'.   (  )n  peul  déterminer  une 
substitutiiiii  I  j  (le  la  lonuc 


u,= 


x",    x'",    ...      f/.,  x"  -h  c^  x"'+  .  .  .  , 

y.  y\  ■■■   d':y+<y+--: 

qui  ramène  ^F'  à  sa  forme  normale 


A^i-'-y-^  (-')'"  <-7:i- 


La  snbsliluliiin    1,1    ,1  ^  traiisfurmc  ainsi  s  en  elle-même;  et  les 
sub^lilutions  de  la  forme  T,  U  qui  jouissent  de  cette  propriété  seront 
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le  |irot!uit  de  cette  substitution  particulière  par  une  nouvelle  substi- 
tution U'  de  la  forme  U  qui  transforme  o  en  elle-même. 

Or,  pour  que  cette  substitution  opérée  sur  ç  n'y  introduise  aucun 
terme  en  x'^y]^^,  ^'„y,'„,  ■  •  •  »  il  faut  évidemment  que  les  coefficients  c/,, 
t',,  ...  soient  nuls  :  U'  se  réduira  donc  à  la  forme 

X",    x"\     .  .  .       f/.,   x"-+-  I'.,  x"'-i-  .  .  .  , 

y",  y'",  . . .      ./fV"  +  ^'f>"'-^  . . . ,      . . 

et  les  coefficients  rf,,  c,,  ...  devront  être  choisis  de  telle  sorte  que 
cette  substitution  n'altère  pas  la  forme 

2 

Le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  qu'on  peut  leur  assigner  sera 
donc  N/_,  .,. 

Nous  obtenons  donc  la  formule  récurrente 

et  par  suite 


26.   La  forme  cp  étant  ainsi  réduite,  les  tei'mes  de  rani;  maximum 
dans  la  fonction  [CC^j  seront  les  suivants  : 


^y\\<yi 


■  +  (--')"''<rol  (a  =  1,2,...,/). 


D'ailleurs  [(.(IJ  |>i"ul  conlciiir  des  Iciinos  de  la  forme 

c<7f,  où  a</,  [i>a,  /•<///. 
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Le  nombre  de  ces  termes  possibles  sera 

/[a  —  (m  +  i)/]  -I-        ~'    m  =  -\-i^  —  ni  —  {m  4-  2)/], 

et  le  coefficient  de  chacun  d'eux  sera  susceptible  de  p'"^  valeurs  dis- 
tinctes. Ces 

systèmes  de  valeurs  sont  tous  également  admissibles,  (^ar  nous  allons 
voir  que,  quelle  que  soit  l'hypothèse  adoptée,  on  pourra,  par  des  sub- 
stitutions qui  n'altèrent  pas  l'expression  de  S,  détruire  successive- 
ment tous  ces  coefficients. 

En  effet,  supposons  que  nous  nous  soyons  déjà  débarrassé  de  tous 
ceux  de  ces  termes  dont  le  rang  est  ^  r. 

Nous  ferons  disparaître  à  son  tour  l'un  quelconque  ''■l'^yt  des 
termes  de  rang  /•  sans  rétablir  aucun  des  termes  déjà  détruits  en 
opérant  une  substitution  de  la  forme 


<n    ■ 

<  +  'i^4.    ■ 

••,  <,^ 

,+  A.x-^ 

y  m  '    • 

•  1    y  m  -;î 

r:,  +  A^'>f,  • 

■  ^  yl- 

r+'^^'yl 

Cette  opération  accroîtra  cp  de  certains  termes  tous  de  rang  <^  /•, 
sauf  une  partie  de  ceux  qui  proviennent  des  termes  de  rang  ni  écrits 
ci-dessus.  Parmi  les  nouveaux  termes  de  rang  /•  ainsi  introduits,  deux 
seulement 

A  A''"./-;^  yf     et     (  -  I )'"-'•  A  l x^y"^, 

provenant  respectivement  des  deux  termes 

A.<r:     et     (~iy"-'Ax-l,.y% 

contiendront  une  variable  x  avec  l'indice  zéro;  le  second  n'est  pas  de 
ceux  que  nous  (cherchons  à  faiie  dispai'aître;  el  le  jiremicr  viendra 
détruire  le  terme  ex*  j'^  si  l'on  détermine  A  par  la  condition 

A>/'4-c       o,  (l'on  \e^{-  A-'r)P\ 

Après  celli'  immimIIc  icduclion,  (■<'lles  des  Inuilions  hilinéaircs  par- 
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tielles  [a[3],  où  a  3=  i ,  . . . ,  /,  el  [i>  a  ne  conlenaiU  plus  la  variable  x", 
seront  identiquement  nulles.  Les  fonctions  conjuguées  [[ia]  auront 
disparu  en  même  temps,  de  sorte  cjue  l'expression  de  [CCv]  sera 
réduite  à 

fCC,]=V|aa|+F, 


W  étant  une  nouvelle  fonction  où  ne  figurent  plus  les  variables  x',  . . . , 


^•';y, 


y 


27.  Achevons  la  réduction  de  la  fonction  partielle  [aaj.  Elle  est 
de  la  forme 

/■ 

et  le  premier  coefficient  a*f  a  déjà  été  réduit  à  l'unité.  Chacun  des 

autres,  en  nombre  m,  satisfaisant  à  la  relation  (aj'*)'''^^"*,  sera  sus- 
ceptible de  p'  valeurs  distinctes,  et  comme  nous  avons  /  fonctions  |  aa], 
nous  pourrons  faire  en  tout  p''"'  hypothèses  sur  les  valeurs  de  leurs 
coefficients.  Elles  sont  également  admissibles,  car  nous  allons  montrer 
qu'en  toute  hy])Othèse  on  pourra,  en  opérant  sur  [CC^]  une  substi- 
Uition  convenable  de  Fespèce  T,  rendre  nuls  successivement  tous  les 
coefficients  a^.^,  où  r<^ni. 

Supposons,  en  eii'et,  que  nous  ayons  déjà  réussi  à  annuler  les  coef- 
ficients o*^,,  . . . ,  a*",  de  telle  sorte  que  [aa]  se  réduise  à  la  forme 

'  aa///    >^  ^'■/'         aar    t^  .... 

Pour  détruire  le  coefficient  «""  opérons  la  substitution 


y: 


y 


yl  +  ''^'"y^ 


y: 


A.f 


A  étant  indéterminée. 

L'accroissement  A  de  ['Z2'|  seia  une 


liinni'  iiivariaulc  doiil 


aucun  terme  ne  sera  de  rang  ~p-  /•;  il  sera  doiic  de  la  loi  nie 

'''/•  '  oa/-  "I"  '■'/  — I  '   aa./— I  +  .  .  . 
Joiirii.  de  Matlt.   (  li*  scrit^),  loinc   1.  —   I'\isi'.  III,   içju.j. 
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et  la  nkliicliou  deiiiandée  sera  oblenue  si  A,  =^  —  n^^-  Or  ou  peut  tou- 
jours arri\er  à  ce  résultat. 

i"  En  elVet,  supposons  en  premier  lieu  /)>  pair,  m  ==  2m'  et  /■  pair, 
r  =  ■>/•',  et  comparons  les  coefficients  de  -l'^yr'  dans  a^/^F^^^  et  dans  A. 
Le  premier  sera  égal  à  a"*;  dans  A  nous  aurons  deux  termes  de  ce 
genre,  provenant  de  la  variation  des  deux  termes  (—  ^)"'~''xf..yf„_,.. 
et  ( —  i)"''"'^r*<',^,_,  ■  La  somme  de  leurs  coefficients  est 

(—])'"'-''(  A'" +X)- 
On  aura  donc  à  déterminer  A  par  la  congruence 

(  —  I  )'"'-' '  (  A/"  -4-  A  )  +  af''  =  n . 

2"  Si  //i  =  2///'  —  I  el  /•  :=  2/-',  le  terme  en  -rf.^yf..  dans  A  proviendra 
de  la  A aiialiou  des  deux  termes 

et  ruii  aura  la  congruence 

(-  I )'"'-'', '(A''"-  7.)  -)-  rt^"  =  o. 

3"  Si  /•  ^^  2/''—  I,  ou  comparera  les  coefficients  des  deux  termes 
en  a-*_,_y".  Dans  o"FœaA?  i'  sera  égal  à  ea**;  et,  dans  A,  le  terme  cor- 
respondant proviendra  de  la  variation  des  deux  termes  en  x"  ,jv*_,._^, 
cl  en  y"  •t;!!,_,.,  et  aura  pour  coefficient,  si  m  =  2///, 

(_  ,y"'-''-«  I  y-^(^_  ,  )'"'  ''X, 

cl,  si.///=  2///'  —  1 , 

f.(-  ,)"'■-'' A/'- -t-  r(—  1  )'"'-'' A. 

On  aura  donc  dans  le  jinMnii'r  cas  la  congruence 
(  -  I  )'"'   '  '-^  '  (  A'"  -+-  A  )  +  r'a;'"  =  o , 
cl  ilan-'  le  M'cunil  ci'lli'-ci  : 

(  -  1  /"'    ' '  r  (^  A'"  -I-  A  )  -f-  (■«,"        o. 
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Or,  chacune  des  quatre  congruences  ci-dessus  aduicl  pour  racines 
des  entiers  complexes  formés  avec  p.  V.n  elFel,  considérons  la  der- 
nière, par  exemple;  élevons-la  à  la  puisssance  p';  il  viendra,  en  tenant 
compte  des  l'elations  e'"^^—  c,  a^'^a, 

( -  I )'"'- '■'"  '  r  (l/""  -f-  IP' )  -  raf"  =  o, 

et,  en  ajoutant  cette  équation  à  la  primitive  et  supprimant  un  facteur 
commun, 

A'^"—  A  =  o. 

On  t)pérera  de  même  sur  chacune  des  Irois  autres  congruences. 
28.   Il  est  donc  établi  que  [CCvJ  peut  se  réduire  à  la  forme 

[CC.]=2F-"'  +  '^' 
1 

W  étant  une  nouvelle  forme  ne  contenant  plus  les  variables  des 
séries  s,,  . .  . ,  S/,  ni  leurs  conjuguées.  On  la  réduira  de  uiénie;  et  si  C 
contient  /'  séries  à  i?i'  -+■  i  variables,  /"  séries  à  ///"-h  i  \ariables,  etc., 
on  trouvera  finalement 


[  cCv^  -=  21 1'^»«  '" + 2  ^''pp'"'  +  2  ^^ 


i+i-       1+1+/" 


l  +  l  +  i 


expression  réduite  entièrement  déterminée.  Toutes  les  formes  [GCvJ 
sont  donc  équivalentes  dans  le  groupe  F. 

Leur  nombre  résulte  d'ailleurs  inunédiatement  de  Tanalyse  précé- 
dente. Kn  le  désignant  par  0(ni,  l;  m',  /' ;  . . .)  et  appelant  de  même 
0{ni',  /';  . . .)  celui  des  formes  invariantes  de  l'espèce  W,  on  aura  la 
formule  récurrente  : 

0(m,  /;  m',  /';  . . .;  =  (O/;,,//''-!^    i"'-*--)''J  (  )(/y/',  /  ;  ...). 
2Î).    Il  nous  reste  à  délcrniiner  le  cai'aetère  quadratiipn'  de  la  forme 
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que  nous  venons  d'apprendre  à  construire.  En  désignant  par  V'^^,„, 
l'aam  les  expressions  qui  se  déduisent  de  F^^,„  par  le  changement  de  p 
en  p'',  p''\  . . . ,  l'expression 

s^ra  une  forme  invariante  réelle  où  ne  figure  qu'une  série  de  variables 
de  chacune  des  classes  conjuguées,  [.s]  étant  une  somme  de  formes  de 
ce  genre,  son  caractère  sera  le  produit  de  leurs  caractères. 

(Cherchons  donc  le  caractère  de  la  forme  partielle  ^^. 

Soit  y  renseml)le  des  termes  de  rang  /n  que  contient  la  forme  Faam- 
On  pourrait  évidemment  transformer  F^am  en  y  en  opérant  sur  les 
variables  y  une  substitution  de  la  forme 


y  ut- 1 


y,, 

y' 


V 

J  n 
-J  II 


'  '".Il         J   0 
'^m  -  I  .  (I  ^  0 


dont  le  déterminant  est  l'unité.  Opérant  une  transformation  analogue 
sur  les  formes  conjuguées,  on  voit  que  la  forme  '^^  a  le  même  discri- 
minant que  la  forme 


?  =  Y  +  T'  ■ 


7 


,V-1 


obtenue  en  ajoutant  à  y  ses  diverses  conjuguées  y', 


est  également  réelle. 


laq 


uc 


lie 


30.   Supposons  d'abord  ///  impair,  m  —  ■m  —  i.  En  posant 

y,  ^.e{-\y\xl_^  _, yl^,  - y^ _ ,  _, ^•*., , ] , 


on  ania 
et  par  suite 


—  ^   \ki 


I     ^        1 


-f-  y"  ' 


=  2 1  Ta  +  Ti  +  •  •  •  +  yr  '  I  =  2  ?A- 

Il  0 

(lliactiiKj  (1rs  rmiiK's  pailicllrs  ç*/,.  l'sl  réelle  cl  a  |>niir  (lisciiiniiiaiil 
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l'unité.  Elle  est,  en  eflet,  bilinéaire  par  rapport  à  a7"_,_^  et  ses  conju- 
guées d'une  part  (jK^_,_^.  étant  la  v'"""  de  ces  conjuguées),  à  x'^,^^  et  ses 
conjuguées  d'autre  part.  Or  on  a 

les  X,  Y  étant  des  variables  réelles.  En  substituant  aux  variables 
complexes  qui  figurent  dans  o^  leurs  expressions  en  fonctions  des  X 
et  des  Y,  les  imaginaires  disparaîtront  et  ç-^t  restera  bilinéaire.  Par  un 
changement  de  variables  opéré  sur  les  Y  on  pourra  la  transformer 
dans  la  forme  équivalente 

X„Y„  +  ...-+-X,,.,Y,„,,. 

Or,  le  discriminant  de  celte  dernière  est  (—  1)^"=  -f-  [ . 

31.  Si  m  est  pair,  /ii  =  2/i,  nous  poserons 

et  nous  aurons 


^ny,n 


d'où 


Iv. 


•2[TA-t-T;,+---i- 


Les  formes  partielles  y* -)- YÂ  +  .  . .  sont  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent de  discriminant  1.  Mais  il  reste  à  déterminer  le  caractère  du 
discriminant  de  la  forme 


En  remplaçant  oc^^  et  ses  conjuguées  par  leurs  expressions 
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nous  obtiendrions  une  forme  réelle  ^*(X„,  X,,  . . .  )  dont  on  pourra 
reconnaître  le  type  en  cherchant  le  nombre  des  solutions  de  la  con- 
gruence 

W  =^  o         (modp). 

Or,   si  nous  donnons  à  Xj,,   ...,   X^.,-,  des  valeurs  réelles  quel- 
conques, le  A'''""*  conjugué  de 

sera 

X,.  +  X,p'"+...  +  X,._.p<— ""■^(X„^X,c4-...)'"^«r. 

En  particulier,  son  v''™'  conjugué  yl  sera  (■■fj^)'''- 
Donc  X„,  ...,  Xov-i  devront  être  choisis  de  telle  sorte  que  Fenlier 
complexe  x-'  satisfasse  à  la  relation 

(]elle-ci  peut  se  décomposer  en  deux  autres 


_/)■'- 


o. 


En  élevanl  la  première  à  la  [)uissance //'  et  remarquant  que 
on  trouve  que  r  doit  satisfaire  à  la  relation 


T.P 


{{éciproquemcnl,  à  cha(|ue  solution  ;  de  cette  congruence  corres- 
[)ondent  //'  -+-  i  valeurs  de  x",  sauf  à  la  solution  ;;  =  o  à  la(|uelle  cor- 
respond la  valeur  Miii(pic  .r*^o. 

Reste  à  trouver  les  solutions  de  la  seconde  congiuence.  Soit  /  une 
raciiir  (riiiic  coiigiiiciiee  urédiictihle  de  degré  v 

(5)  /"-f- A,/"-'4-..  =  0. 
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Les  racines  de  la  congruence  :;''  .  -^  z  aiiroiiL  pour  forme  générale 


a,  /■  +  . .  +  (7,,_|  ?"-'', 


les  a  étant  des  entiers  réels.  Les  quantités  conjuguées  r'',  z'''  s'en  dé- 
duiront eu  remplaçant  dans  cette  expression  la  racine  /  par  ses  con- 
juguées. La  congruence 

r-t-r''-h...-f---''""~o 
devient  donc 

(G)  «-^oH-  «i-s'i  -t-  a.s.,-\- . .  .-H  û!v._,.'?,,_,HEîo, 

Hj^  désignant  la  somme  des  puissances  A'""'"  des  racines  de  la  con- 
gruence (5).  La  congruence  (6)  ne  peut  être  identiquement  satisfaite, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  a,  car  la  relation  ^F^o  serait  alors 
satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  X,  ce  qui  esl  inadmis- 
sible. Donc  elle  déterminera  un  des  v  nombres  a  en  fonction  des 
autres,  qui  resteront  arl)itraires.  On  aura  donc  pour  r  p""'  solutions 
parmi  les(juelles  la  solution  :;  =  o. 

Le  nombre  des  valeurs  correspondantes  de  .r"  sera 

(/j^"'  -  I  )  (//  +  i)  +  I  =  p'^~'  -  p"  +  /;•'-' . 

Or,  si  D  est  le  discriminant  de  la  forme  •},  ce  même  nombre  est  dé- 
terminé (n"  6)  par  la  formule 

P"''~'  ^  {p'  -  P'")['~-)'  (^jy         «'  /^  est  impair; 
2"-<  _  a-'-'C-i^l'ij,         ûp  =  ï. 

La  comparaison  de  ces  foiiiiules  donne  la  relation 

7  =  2. 


(i)  =  (-.)-.  Si/. 
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52.  A  chaque  série  de  la  classe  C  qui  contieut  un  nombre  impair 
de  variables  correspond  dans  l'expression  réduite  [S]  une  forme  [)ar- 
tielle  de  ce  genre.  Or  le  nombre  des  séries  à  un  nombre  impair  de  va- 
riables est  évidemment  de  même  parité  que  le  nombre  total  ij.  des  va- 
riables de  la  classe.  Le  caractère  quadratique  de  [SJ  sera  donc 


—  j    <         SI  /j  est  impair; 


m. 


55.  Soit  enfin  C  une  classe  dont  le  multiplicateur  p  soit  égal  à  ±  i 
(mod^).  Elle  sera  sa  propre  associée. 

Soient  encore  .9,,  s.,,  ...  les  séries  qui  forment  la  classe  C;  Xg,  ...,  x,„ 

et 

les  variables  en  nombre  ni^-h  i  de  la  série  s^;  soient  enfin,  comme  pré- 
cédemment, 

/??  I  ^ . . .  =:  /II/  =  /il ,  ni/+t  =  •  •  ■  ^  "'/+/•  =  /''  <C  //' ,  .... 

La  foinie  invariante  [C]  que  nous  nous  proposons  de  construire 
aura  pour  expression 

I  y/ù  I  l'Iaiil  nue  fonction  bilim'ain'  drs  xariahlcs  de  deux  séries  dill'é- 
renlQS  .9^,  .Sa,  cl  [aaj  uni'  forme  ipiadralKiiic  |iar  rajiporl  ;ui\  \arialiles 
(rnuc  seule  série  s^. 

<  lliannie  des  fonctions  fap|,  1 2«a  |  dcMa  cire  nnananlc  s(''|)aiéMUMit. 

(  )n  liijiivera,  comme  dans  le  premier  tas,  i'evpi-ession  |;érHi'ale  tles 
foiiiies  I  y/i  I 

les  r/  T'ianl  des  constantes  n'^elli-s.  car  ;  esl  ici  réel. 
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34.   Passons  à  la  considération  des  formes  quadratiques. 

Le  rang  r  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  [xa]  sei-a  un  nombre 
pair  et  ne  pourra  surpassa-  n/^  si  p  est  impair,  m^  -h  i  si  p  =  2. 

Supposons,  en  eflet,  /■  impair  =  2«  -+-  i .  L'ensemble  des  termes  de 
rang /•  dans  [aa]  sera 

(en   supposant  idenlicjuement  nuls   les  coefficienls  de  ceux  de  ces 
termes  où  figureraient  des  variables  d'indice  >  '"a)- 

]^a  substitution  S  transforme  [aa]  en  [aa]  -t-  A,  A  devant  être  iden- 
tiquement nul.  Or  les  termes  de  rang  maximum  dans  A  proviennent 
exclusivement  des  termes  de  rant;- /■  écrits  ci-dessus  :  ils  sont  les  sui- 
vants  : 

(a„  4-  a,  ).r^.rj„  -h  (a,  -h  o.)x-^x*„_. ,+...+  a„x^^x^^ 


et  ne  pourraient  disparaître  qu'en  supposant  nuls  tous  les  coefficients  a. 
Soit  r  pair  =  an.  Les  termes  de  rang  maximum  seront  dans  [aa  | 

«o«„  +  a<x>t„-,  +  •  •  •+  ««« 
et  dans  A 

(a„  -h  «,).<j;^„_,  -h  (a,  +  f/j)^^^,,  ..  +  («„_,  +  2r/„)x,^  ,.r;;. 

Pour  qu'ils  disparaissent,  il  faut  qu'on  ait 

2a„=—rt„_,  =  rt„_, =...=  (-  i)V/„. 

Donc,  si  p  est  impair,  aucun  des  coefficienls  a  ne  scia  nul,  car  tous 
le  seraient.  D'ailleurs,  si  2/1  était  >■/«„,  la  variable  ./;■"„  ne  figurant 
pas  dans  s^,,  il  faudrait  poser  a„  =  o;  donc  /•  =:  2 n^ nic- 
hes termes  de  rang  maximum  dans  [aa]  seront,  par  suite  (si  jj  est 
impair), 

On  voit  par  là  (|U('  la  fnniic  |aa|,  si  elle  n'csl  pas  identiquemcnl 
iiulli',  cunlicnlau  iikiIus  un  terme  où  .r*  est  tiiulll|ili(''  jiar  uik^  autre 
variable  ./;^„  de  rang  pair. 

Jouiii.  de  Math.  (U"  *érie),  tome  I.  —   Fasc.  III,  i;)o5.  JJ 
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Si  p  =  2,  les  relations  précédentes  donneront 

«o^^a,^. .  .ïEEEa„_,Eso         (niod  2), 
L't  les  termes  de  rang  maximum  an  se  réduiront  à  un  seul 

Passons,  dans  ce  cas,  à  la  considération  des  termes  do  rang  -m  —  v 
contenus  dans  [aa],  à  savoir 

boxlxl,_,  +  b, a;^r*„  ,-+-...-+-  b„__,xl_^xl. 

Dans  A  les  termes  de  rang  2«  —  -a  dériveront  exclusivement  de  ces 
termes  et  du  terme  a^x'^^x'^^  et  seront  les  suivants  : 

{b,  +  b,  )«„_,  +  {b,  +  ^,)a;>^„__3  +  . . .+  (  V,  ^  «„)<-.<-,- 

Pour  qu'ils  s'annulent,  il  faut  poser 

bo  =  b,=...^b„_,  =  a„         (moda), 

de  sorte  que  l'ensemble  des  termes  de  rang  2«  ou  2n  —  1  dans  [axj 

sera 

an[xf,x^,  +  a-^,  <  +  x^,^.^^^,  + . . .  +  xlxl,^,]. 

I  )  ailleurs,  r  =  2«</«a+  i ,  sans  quoi  le  terme  en  x-f^„  ,  ne  pourrait 
exister. 

55.  Cela  posé,  il  est  facile  de  construire  une  forme  invariante  par- 
ticulière Ga„,  telle  (pie  parmi  ses  termes  de  rang  maximum  figure  le 
carré  x^^xf^  avec  le  coefficient  i.  Si  p  est  impair,  on  pourra  prendre 

G.„  •=  x^xf,  -  2  <,,  .r,r  ,  -h . .  .  +  ( -  I  ;«  2 xl„ < 

(/»•  .>  o,  k  ■+-  A'    //), 
et,  si  /?  =  2, 

,    A(/.-.)    , 


'H-l-A 


-'«-.A  +  ^< 
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Pour  vérifier  rinvariance  de  ces  formes,  il  suffit  de  remarquer  ((ue 
dans  raccroissement  1  que  leur  fait  subir  la  substitution  S,  un  terme 
enx'^xf  peut  provenir  de  trois  termes  de  Ga„;ceux  en  xf^^xf.,  en 
•3??^,"^.  ou  en  x°^^.xf.,,  et  son  coefficient  sera  la  somme  de  leurs  coefli- 
cients;  or  on  constate  sans  peine  que  cette  somme  est  nulle,  quels  que 
soient  «et  k. 

On  aura  évidemment 

[aa]  =  a„G<,„-!- R, 

R  étant  une  nouvelle  forme  invariante  de  rang  moindre  qu'on  pourra 
réduire  de  même.  On  aura  ainsi  finalement  l'expression  générale  des 
fonctions  [aaj,  à  savoir 

[aa]  =2«rG„„, 

n 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  n  qui  ne  surpassent 
pas  i(//?a  +  l). 

On  aura  donc,  pour  l'expression  générale  de  la  forme  [G], 

les  a  étant  des  entiers  réels. 

36.  Il  reste  à  réduire  les  fonctions  que  cette  expression  représente 
à  leurs  formes  types,  et  à  déterminer  leur  nombre. 

Nous  avons  supposé  que  les  séries  les  plus  longues  .s,.  . . .,  -S/  étaient 
au  nombre  de  /  et  contenaient  chacune  m  -\-  i  variables. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  où  p  est  impair. 

II  se  subdivise  en  deux  autres  suivant  ([ue  m  est  pair  ou  impair. 

57.  Premier  cas  :  p  impair,  m  ^=  in.  —  (Considérons  les  termes 
de  [aa]  (jui  contiennent  les  carrés  et  les  rectangles  des  variables  x"„,  ..., 
.r,'.  Ils  constituent  une  forme  <juadrati(jue  ^  que  nous  réduirons  toul 
d'al)ord  pai'  une  substitution  de  la  forme 

I  x\  x",  . .  ..     a,x'  -h  ùf  x"  H- . .  . ,  a.,x'  -+-  b.^ x" -f- ...... .   | . 
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On  la  ramène  à  une  forme  écjuivalente 

■...+  2^\)xy„ 

qui  présente  deux  types  distincts  suivant  que  (  —  j  est  égal  à  i  ou  à  —  i . 

Le  nombre  Dbf  (D)  des  formes  distinctes  o  réductibles  à  chacun  de  ces 
types  a  été  indiqué  au  n"  7. 

ÎSous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  le  discriminant  D  de  o  serait 
nul;  mais  cette  hypothèse  est  à  rejeter;  car  cp  pourrait  alors  être  trans- 
formé en  une  autre  forme  où  Tune  des  variables,  x',par  exemple,  aurait 
disparu. 

Mais  il  résulte  de  l'expression  des  fondions  /,  G  que,  si  .r',^  figu- 
rait dans  la  forme  [aa],  x\^  devrait  y  iigurer  aussi  au  moins  dans  les 
termes  de  rang  2/1.  Donc  [aa]  ne  contiendra  pas  j:',„,  cl  son  discrimi- 
nant sera  nul. 

38.  A  cet  instant  de  la  réduction,  les  seuls  termes  du  rang  maximum 
qui  contiennent  les  variables  x[^,  . . .,  x\,„  sont  les  suivants  : 

à'.,  ^  étant  égal  à  i  si  /  >>  1 .  à  2'])  si  /  =  i . 

Mais  [aaj  peut  encore  contenir  des  termes  où  x\  soit  multiplié  par 
quehpi'une  des  u.  —  / —  2«  variables  de  rang  <^:in  et  qui  n'apjiar- 
licuMeiil  pas  à  la  série  5,.  Ces  termes  peuvent  être  détruits  aisénienl 
quels  que  .soient  leurs  coefficients  (dont  chacun  est  susceptible  de 
p  valeurs  distinctes). 

Soit  en  elTet  cx'^x^  \\\\\  de  ces  ternies.  En  opérant  la  sul)slitulioM 

le  coeflicient  c  sera  changé  en  2a^yA-|-  c,  et  s'annulera  par  un  choix 
convenable  de  l'indéterminée  \.  La  substitution  aura  pu  iniroduire 
d'autro  Icinies  en  .'„,  mais  Inu'  rang  sera  <^  /'.  lui  ré|)étanl  la  réduc- 
tion on  feia  disparaître  tous  les  termes  en  question,  eu  conuuençant 
|iar  rv\\\  dnni  le  rang  nsl  le  plus  élevé. 
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39.  A  ce  moment,  dans  l'expression  générale  de  [C]  tous  ceux  des 
coefficients  a!f  où  a  =  i,  P>a  ont  déjà  disparu,  de  sorte  que  les  varia- 
bles a-;,,  . . .,  .r',„  ne  figureront  plus  rpie  dans  la  fonction  partielle 

[ii]=l«;'G„.. 

Les  carrés  des  variables  x\,,  x„_^,  ...,  .r„  figurent  dans  cette  expres- 
sion avec  les  coefficients 

<',      <',,      <•„      ••-,     <•• 

Le  premier  de  ces  coefficients  est  déjà  égal  à  l'unité.  Les  autres  sont 
susceptibles  de  />"  systèmes  de  valeurs  également  acceptables,  car  on 
peut  les  faire  disparaître  à  volonté. 

Eirectuons  en  cfTet  la  substitution 

T  =  I x;,    . . . ,  x'„_.,^       xl,  +  \x'.,^,    ...,  x'^^  +  \x'^  \. 

Le  terme  en  x'^'  dans  la  fonction  transformée  aura  pour  coefficient 
(—  i)"^*2À  -h  a{'  et  s'annulera  par  un  choix  convenable  de  X,  les  termes 
de  rang  plus  élevé  n'étant  pas  modifiés.  On  pourra  donc  annuler  pro- 
gressivement tous  les  coefficients  en  question  en  commençant  par  ceux 
dont  le  rang  est  le  plus  élevé. 

40.  La  partie  de  [C]  qui  contient  les  variables x^^,  . . .,  .rl„  est  ainsi 
réduite  à  G,„.  On  réduira  de  même  celle  qui  contient  les  variables 
x"„,  ...,  xl„  à  G.,,,  etc.;  enfin  celle  qui  contient  les  variables  x[  à 
2''DG/„;  et  Ton  aura  à  ce  moment 

[C]  =  G,„  +  G,„-^. . .+  VDG,„-^  T, 

W  étant  une  forme  invariante  qui  ne  contient  plus  les  variables  des 
/  premières  séries  et  qui  restera  à  réduire. 

Le  nombre  0(/,  ■An:  /',  m',  . . .)  des  formes  distinctes  [C]  réduc- 
tibles à  la  forme  ci-dessus  sera  d'ailleurs  égal  à  celui  0(7',  m',  . . .)  des 
formes  distinctes  de  l'espèce  W,  multiplié  par  i(l,f  (D)  et  par  le  nombre 
des  valeurs  dont  sont  susceptibles  les  coefficients  arbitraires  qu'on  a  [)u 
faire  disparaître  dans  les  dernières  phases  de  la  réduction,  à  savoir 


plA_/-2«„«        IX-^     I)      J,,        „  _  /|(i_«,_. 
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On  a  ainsi  la  formule  suivante 


;  I  [1  —  «  )  ■ 


O^/.  2//:  /',  m';  ...)  =  'it!,;'(D)/)  '     0(/',  m';  ...)• 

41.  Deuxième  cas  :  p  impair,  m  impair  =^  211  —  i .  —  Les 
formes  G,  où  le  rang  maximum  dos  termes  est  pair  et^  m,  ne  pourront 
contenir  les  variables  a;^„,  ...,  x\,^.  La  partie  de  [C]  qui  les  contient 
sera  la  forme  hilinéaire 

r  ^  '  III  -^  0  -^  m  ) 

a.  fi 

dont  le  déterminant  n'est  pas  nul.  Il  est  d'ailleurs  gauche,  en  vertu  des 
relations 

<f^(-')"'«!!r^-«l!r- 

Donc  /  sera  nécessairement  un  nombre  pair. 
Ecrivons  donc  2/  au  lieu  de  /. 

L'expression  de  o  pourra  représenter  (n°8)  sj^  formes  distinctes, 
mais  toutes  réductibles  à  la  forme  type  unique 

i2.  Après  cette  première  réduction,  les  termes  de  rang  maximum 
dans  JCJ  seront  les  suivants  : 

Mais  [C  J  pourra  contenir  encore  :  i"  des  termes  contenant  les  carrés 
de  celles  des  variables  a?"  où  a^  2/,  p  <[  «;  2"  des  termes  en  .x*x-^  où 
a     ■>.  /,  ^i  >  a  et  p  <  2//  —  i . 

Le  nomlirr  loial  des  termes  de  ce  genre  est  évidemment 

2/2/*  -1-  .'>./(a  —  f\ln) 

"11(1.1  —   l)    ,  ,  ,  .  ,  N  /  X  1 

H —:^ -'(2/«  —  I)  =  /[^pi  —  (2/i  +  i)(2/  —  i)|, 
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et  leurs  coefficients  seront  susceptibles  chacun  de  p  valeurs  distinctes. 
Mais,  quelque  hypothèse  que  Ton  fasse  sur  les  valeurs  initiales  rie  ces 
coefficients,  il  sera  aisé  de  les  annuler  successivement. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  déjà  fait  disparaître  de  [C]  tous  les 
termes  de  rcspèce  considérée  dont  le  rang  est  >  /•,  et  aussi  tous  ceux 
de  rang  r  où  a  <  aA"  —  i.  Nous  pourrons  faire  disparaître  ceux  dont  le 
rang  est  /•  et  où  a  =  2/.-  —  i  ou  2k. 

1°  En  effet,  si[C]  contient  un  terme  ca;^'  'xf,  appliquons  la  sub- 
stitution 


m-r 


[C]  se  trouvera  accru  de  termes  tous  de  rang  <  /•,  sauf  ceux  prove- 
nant de  l'accroissement  des  termes  de  rang  m,  lesquels  seront  de  rang  r. 
Parmi  ceux-ci,  un  seul  -  cxf-'xf  (provenant  du  terme xf^'x-,;*)  sera 
de  l'espèce  considérée,  et  viendra  détruire  celui  dont  nous  avons  sup- 
posé l'existence. 

2'^  Si  r  est  un  nombre  pair  2p,  et  que  [CJ  contienne  un  terme 


c^p      J^"p      , 


on  appliquera  la  substitution 

T  =  Kf,   ...,   xl,       a;;f— (-.)Pc.r;^-',    ...,  0:^,  -  (- ,)Pc.<-' |. 

Les  termes  dont  elle  accroît  [C]  seront  de  rang  < /■,  sauf  ceux 
fournis  par  les  termes  de  rang  m,  lesquels  seront  de  rang  /■.  [Jn  seul 
de  ces  derniers, 

-cx;'-'x;'-' 

[provenant  du  terme  (—  ^fx^'' xfjLp]  sera  de  l'espèce  considérée,  et 
détruira  celui  dont  nous  avons  supposé  l'existence. 

3°  Pour  détruire  ensuite  successivement  les  termes  de  l'espèce 
considérée  dont  le  rang  est  égal  à  /•  et  où  a  =  2/i,  on  emploiera  avec 
le  même  succès  les  substitutions 

I       2A-(  2A-1  2A-I  fi  2/,-(  ,.,,.81 
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OU,  si  /■  ^  2  I, 


\X 


'     •■•1-^m-r  ''m  >^  'J    ^'^r    '     •••'     -^  w-r  V  V    '- '^  0    I 


45.  A  ce  moment  la  fonction  [aa]  (si  0.^2!)  ne  contenant  plus  le 
carré  d'aucune  des  variables  x^.  sera  identiquement  nulle. 

Les  fonctions  [a[3]  oùa  =  i,...,2/etp>-(z  sont  également  nulles 
comme  ne  contenant  pas  la  variable  x*,  à  moins  qu'on  n''ait  à  la  fois 
a  =  2  A'  —  I ,  [3  =  2  A- . 

Enfin  la  fonction  [2A  —  1 ,  2A]  ne  contenant  ■Z'I''"'  que  dans  le  ternie 

•^■f~'^'«-  (  se  réduira  à  /2a.-,,2A.2«-i 
On  aura  donc 

1 

W  étant  une  nouvelle  fonction  invariante  qui  ne   contient   plus   les 
variables  des  2/  premières  séries. 

Le  nombre  0(2«  —  i,  2/;  m',  /';  ..  .)  des  fonctions  dislinctcs  [C] 
sera  lié  à  celui  0(/it',  /  ;  . . .)  des  fonctions  distinctes  de  l'espèce  ^l'par 
la  formule 

0(2/;  -  I,  2/,  m',  n',  ...)  =  £^,/;'(=i^-'-»-'>(='-"iO(w',  /',  ...). 

4i.  La  léduction  de  la  forme  [C]  est  ainsi  ramenée,  dans  le  cas  de 
m  =  2//  —  1  comme  dans  celui  de  m  =  2«,  à  la  réduction  d'une  nou- 
velle forme  W  ne  contenant  plus  qu'une  partie  des  variables  primi- 
tives. En  lui  appliquant  les  mêmes  procédés  de  réduction,  on  ramè- 
nera finalement  [CJ  à  une  somme  de  fonctions  partielles  u'ayanl 
aucune  variable  commune  et  dont  les  unes,  de  l'espèce  /,  seront  bili- 
néaircs  |)ar  rap[)ort  au\  variables  de  deux  séries,  contenant  chacune 
un  nii"'nii'  u<)mi)r(;  ()air  d(.'  variables;  les  autres  de  l'espèce  G  conle- 
iiaiil  li'^  variables  d'une  seule  série  en  nombre  iuq)air. 

Si  donc  on  grou|)i;  les  séries  en  sous-classes  en  réunissant  enseudde 
celles  de  même  longueur,  chacune  des  sous-classes  où  le  nombre  des 
iHiriatdes  est  pair  devra  contenir  un  nombre  pair  de  séries.  (iClte 
coikIiI  mil  est    ni'crssaire   pour  rcMslrncc   de  foi'mes  in\ariaiiles  |(^|. 

\),\\\>  l'expression  réduite  de  |(]|   iigiirc.  d'ailliMiis,   pour  clwKpic 
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sous-classc  à  un  nombre  impair  dv  variables,  un  coefficionl  2'D,  mul- 
tipliant la  dernière  des  fondions  partielles  G  qui  correspondent  à 
celte  sous-classe;  et  D  peut  être  pris  égal  soit  à  l'unité,  soit  à  un  non- 
résidu  quadratique  de  p  cboisi  à  volonté.  Il  existe  donc  -i?  types  de 
formes  [C],  p  désignant  le  nombre  des  sous-classes  où  le  nombre  des 
variables  est  impair. 

4o.  Le  caractère  de  la  forme  [C|  est  le  produit  des  caractères  des 
formes  partielles  qui  la  composent. 

Or  les  formes  bilinéaires  /  peuvent  être  ramenées,  par  un  cliange- 
nient  de  variables,  à  une  somme  de  rectangles 

Le  nombre  de  variables  de  cbaque  sérieétant  pair,  elles  ont  le  carac- 
tère -I-  I . 

Quant  aux  formes  G,  une  transformation  linéaire  opérée  sur  les 
variables  .r„^i,  .  .  .,  x\  les  ramène  immédiatement  à  la  forme  éijuiva- 
lente 

dont  le  discriminant  est  (—  i)"2.  Leur  caractère  est  donc 

Knlin,  le  nombre  des  variables  étant  inq)air  dans  les  InrniesCi,  le 
discriminant  de  2''DG/„  aura  pour  caractère 

Par  suite  la  l'orme  partielle 

G,„-t-.  ..-f-  G/  ,,,,-h  2'DG/„ 
aura  pdur  caraclère 

Juurii.  de  Mdlli.   (  d'  sùrie),  lutne   I.  --    Kasc.   III,    igoô.  ^-\ 
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et  le  caractère  de  [C]  sera 


u(~r{'^)HTym 


7  désignant  le  nombre  des  séries  où  le  nombre  m  ■+-  i  des  variables  est 
de  la  forme  ^n  -+-  i . 

-i(i.  Passons  an  cas  où  />  =  2. 

Ici  encore  nous  aurons  à  séparer  les  deux  cas  :  m  pair,  on 
m  impair. 

TuoisiÈME  CAS  :  /J  =  2,  m  pair  =^  in.  —  Parmi  les  termes  de  rang- 
maximum,  ceux  qui  contiennent  les  variables  x'!,„,  . . .  j;',„  sont  ceux  de 
la  forme  bilinéairo 

'^<^-  (;::;:::::;''  ^<A 

dont  le  déterminant  ne  sera  pas  o  mod2. 

Ce  délei'ininant  est  congru  mod  2  au  discriminant  de  la  f(jrme  (|ua- 
dra  tique 

constituée  par  ceux  des  ternu's  de  rang-  maximum  qui  contienneiil  les 
variables  x\„  ...,  ./•;,. 

Donc  ce  discriminant  I)  n  <'st  pas  o  mod-;*,  et  /  est  nécessaliriiiciil 
pair,  l'écrivons  donc  -j.i  h  la  [)lac<'  di'  /. 

Par  uni- subsliluliou  convciiahlc  (ipi''r(''c  sur  les  .r',  x" ,  .t.,  x'' ,  nous 

pourrons,  sui\aul  le  signe  du  cai'actère  (pia(lrati(pK'  (  .'  j.  ramener  '^ 
à  Tune  ou  à  Faulre  des  deux  formes  normales 


.-r  '^r 


ou 


1- 

1 
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el  le  nombre  des  formes  distinctes  9  réductibles  à  chacun  de  ces  types 
sera  ■e'/D)  (n°  7). 

Les  termes  de  rang  maximum  dans  [C]  seront  dans  le  premier  cas 
(en  remarquant  que  +1^—1  (niods) 

Dans  le  second  cas,  les  deux  termes 

devront  être  ajoutés  aux  précédents. 

47.  A  ce  moment  [CJ  peut  encore  contenir  : 

1°  Les  carrés  de  celles  des  variables  x^  où  «  =  2/,  p  <  /<;  2"  les  pro- 
duits de  celles  des  variables  a;"  où  a  =  2  /  par  des  variables  xf  où  j3  >  a, 
p<2/<. 

Les  termes  de  ce  genre  sont  au  nombre  de 

2//i  -+-  2/[[i.  —  2/(2/^  -h   i)\  +  ^'\~'^  2/1  ^  2/(;,U  —   2//i  —  2I), 

et  cliacun  d'eux  est  susceptible  des  deux  valeurs  o,  1.  Mais,  (juelles 
que  soient  leurs  valeurs,  on  pourra  les  détruire  successivement  par 
les  mêmes  substitutions  qu'au  n°  42. 

Après  leur  disparition,  suivant  que  x;; -1- x;;  ligure  ou  non  dans 
l'expression  réduite  de  o,  [(Jj  sera  ramenée  à  la  l'orme 

ou  à  celle-ci 

W  étant  une  nouvelle  l'onclion  invariante,  ipii  ne  contient  plus  les 
variahics  des  2 /séries  les  plus  longues. 
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Le  nombre  0(2«,  2/;  m',  /';  ...  )  des  formes  distinctes  [C]  sus- 
ceptibles d'être  ramenées  à  Tun  des  deux  types  précédents  sera  lié  au 
nombre  O  {m',  /'  ;  . . .)  des  formes  distinctes  de  rcspèce  W  par  la  for- 
mule récurrente 

0(2«,2/;  m',  /';  . .  .)  =  iil,]XD).2-'i^  -'"- ="0(/»',  /';  ...). 

48.  Quatrième  cas  :  p  =^  2]  m  impair  =  2«  —  i.  —  Les  termes 
de  [C]  où  fîgui'ent  les  variables  .r^„,  .  ..,x'„  constituent  une  forme 
bilinéaire  symétrique 


o=y  Z/^r^r? 


Xu^-t4. 


?: 


de  déterminant  ^o  mod2  et  que  nous  allons  réduire  d'abord. 

Supposons  que  l'un  des  coefficients  diagonaux  du  déterminant,  par 
exemple  />',  soit  e^  i  mod2.  Par  la  substitution 


x'      ^'-ya'i.rP 


on  r-amènera  o  à  la  forme 


o'  ne  conteiiiuil  plus  les  variables  ,c[^,  ./;'„,.  Si  I  1111  de  ses  coefficients  dia- 
gonaux n'est  pas  nul  (  mod  2)  on  la  réduira  de  même.  On  continuera 
ainsi  juscpi'à  ce  qu'on  arrive  à  une  forme  9'  où  tous  les  coefficienls 
diagonau.v  soient  nuls.  Le  déterminant  de  cp'  pourra  être  considéré 
comme  gauche  par  rapport  au  module  2.  I^e  noml)rc  / —  «des  couples 
<le  variables  .z;*,  x'*  que  contient  <p'  sera  donc  pair,  cl  eu  réduisant  ^'  à 
sa  forme  ly[)e  (n"  H)  on  aiu'a  facilement 


(.< 


') 


(u:{rx',„-xi.v'J). 


On  peut,  d'ailleurs,  sup[)osei'  /<^  3.  Considérons,  en  ellet,  la  fiuii 

(mod2  j. 


Il  II        II  m      III 

^u  ^m  +  ^"u  *'/H  "•"  '"^o  ■'^1,1 
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Par  le  changement  de  variables  suivant 

I  x',  X",  x'"  x'  -f-  ./_•"  -f-  j_-"',  X'  -I-  X",    x'  H-  x"'\, 

elle  serait  transformée  dans  la  suivante 

•^ô •*■;„  +  (a-; <,  —  *■>•';„ )         ( mod  2 ) , 

où  l'on  n'a  plus  (ju'un  coefficient  diagonal  au  lieu  de  trois. 

Le  nombre  /  -  /  étant  pair,  et  /<  3,  il  faudra  nécessairement  sup- 
poser i  =  I  SI  /est  impair;  on  n'aura  donc  dans  ce  cas  qu'une  réduite 
unique.  Mais,  si  /est  pair,  on  en  aura  deux,  correspondant  aux  deux 
hypothèses  /  =  o,  /  =  2. 

49.   On  obtiendra  le  nombre  4,  de  formes  distinctes  ?  réductibles  à 

chacun  de  ces  types  en  divisant  le  nombre  totaLl,;  =  -i^TX^-^l'  —  ,) 

des  substitutions  linéaires  à  /  variables  par  le  nombre  i\  des  substilu- 
lions  linéaires  qui  transforment  la  forme  réduite  en  elle-même. 

J"  Soit  d'abord  i=o;l  étant  pair,    remplaçons-le    par    2/.    On 
aura  (n"  8)  N  =  co^;^,  d'où 

2°  Sou  /  =  i;  /est  impair,  remplaçons-le  donc  par   2/4-1.   La 
forme  réduite  sera 

?=«,+2(^f^r'  -.rf^'^^f)  (modo). 

Four  qu'une  substitution 

x'      a, X-'  -h  /*, x" -\-  C| x"  +  .  .  . 
x"     a.,x'  +  b.,x"  +  c.,x"'  +  .  .  , 


n'altère  pas  cette  forme,  il  faut  que  l'on  ait 


b]  -}-  :i  h.,  h   -f- . 
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Des  premières  équations  on  déduit 

et  le  déterminant  de  la  substitution  se  réduira  à 

b.     c 


h.,      r. 


11  ne  doit  pas  être  nul.  On  déduira  donc  des  équations  de  droite 

«^  ^  ^3  =  .  .  .  —  G, 

de  sorte  que  la  substitution  a  laisse  x'  invariable  et  se  réduit  à  la  forme 

x"      b., x"  -H  c^x"  -\-.  .  . 
x'"     b,x"^r,x"'-h.  .. 


KUe  devra  laisser  invariante  la  partie  de  <p  indépendante  des  x' .  On 
aiua  donc,  comme  dans  le  cas  précédent,  N  =  co",^,  et  par  suite 

^2«  ..^/..--^ -(2       -1)1    ^.,1. 

i"  Soit  enfin  /=  2;  /  est  pair,  remplaçoiis-le  par  2/.  La  l'ornie  cano- 
nique de  o  sera 

/-i 

1 

l'ar  la  transformation 

I  x'     x  -+-  x"  I 

n(jus  la  changerons  dans  la  suivante,  ipii  se  prèle  mieux  an  caltui. 


•^O-^/m"^  ■^'O'*''»!"*"  *'o*m  "'"^V^'ô        '^«1     "         ''^m       "^u         )• 
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Clicrchons  à  quelles  conditions  une  substitution 

x'     a,  x'  +  b^  x"  -+-  C|  x'"  H-  .  .  . 
x"     a.,  x'  +  b.,  x"  -f-  c,  x'"  +  .  .  . 
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n'altère  pas  cette  forme. 

On  trouvera  comme  tout  à  l'heure  que  l'on  doit  avoir 


b,  =  c,  = 


D'ailleurs  la  substitution 


x"      X"  +  ^.x' +y^{oL.,^^,:,:- 

x"     x"  -I-  a-^x' 
x'"      x" -\-  Oi^x' 


k+i 


:.A+.^-='-') 


où  les  il—  I  (|uantités  a  sont  arbitraires,  n'altère  pas  la  forme;  les 
autres  substitutions  inaltérantcs  résultent  évidemment  de  celles-ci,  en 
iionibre  2-'-',  combinées  avec  des  substitutions  de  la  forme  plus  simple 


X  ,   X  , 


b.,  x"  4-  C2 ./;'"  + .  .  . ,  b^  x"  4-  c,  x'"  -f- . . . , 


Celles-ci  sont  au  nombre  de  w;^  ,.  On  aura  donc  ici  N  =  2-'-  ■  co;    , 


■:/-  I 


et  par  suite 


2«-  Lit 


^^  =  (2-^  ,)  (2^'-'  -  0^"-^^^  .  -  (2--  I)£J, 


50.   La  réduction  de  la  forme  !p  étant  actuellement  terminée,  ache- 
vons celle  de  [(^J. 

Soit  en  premier  lieu  i  =  o.  Nous  pourrons,  parles  mêmes  procédés 
qu'au   II"  41,   faire  disparaître  de  ç   :    i"  les  carrés  des  variables  x'' 


ou  a 


2/,  p  <  «;  2"  les  produits  x^^xf  où  a  =  2/,  [3  >  a,   p  <  2//  —  1 


Par  là  [C]  sera  réduit  à  la  forme 
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et  l'on  aura  entre  le  nombre  O"  (2/*  —  i ,  2/;  ni\  11  \  . . .)  des  formes  [C] 
rédnclibles  à  ce  type  et  le  nombre  0(/;/,  //;  .  .  .)  des  formes  ^  la 
relation 

0»(2/?  -  I,  2/;  m',  n';  . . .)  =  B:/i''-i''""--'^'^0(m',  /';  .  ..)• 

61.   Soil  i  =  2.  Les  termes  de  [C]  dont  le  rang-  égale  ou  surpasse 
m  =  2/?  —  I  seront  les  suivants 

^ii^'n  +  -^^ii-t  ■■'■'il  "*~  ■^ii-2'^ll+l  +  •  ■   •  +  ■"''211-1^11 

+  -^/l  •*"«  ~*~  *'«-  I  -^'ii  ^~  ■^11  -2  ■^'ii-t  ,  +  •••  +  '''-211-  I  -'"'il 
/ 


Si  [C]  contient  un  terme  en  x",f_,,  on  pourra  le  faire  disparaître  par 
une  substitution  de  la  forme 


On  détruira  de  même,  par  les  procédés  du  n°  42,  tous  les  termes 
de  la  forme  ■f'^x'^^,  où  a ^2/,  [i  >  a  cl  p  <^  211  —  i  et  aussi  les  termes 
quadraticpies  .r*.rp,  où  a  ^2/  et  p  <[  «,  à  rexcepliou  toutefois  du 
terme  eu  J''„'^,.  Car,  par  suite  de  la  présence  dans  |(]|  (bi  terme  x-^;, 
la  substitution 

I     *'«>     •^ll-l>     •   •    •  ■^//'^■'^n     I)     ■^'/l-l  ~'~^'h--2'      •    •    •     I 

n'altère  pas  le  cocfficii'ul  de  ce  liiiuc,  et  les  auhvs  snbstitulions  (pii 
pourraient  le  détruire  feraient  reparaître  (picbpiun  des  autres  termes 
(jue  nous  voulons  supprimer. 

Suivant  (pi'à  la  lin  de  nos  ojiéralions  le  leinie  ./;);'  ,  scia  absent  ou 
iiiin  de  la  fonction  [C],  elle  aura  la  forme  réduite 

M' I  =  <'.„+ <'.„  +  2/./,  ,,./,..«  ,^-»i' 
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OU 


2 

W  ne  contenant  plus  les  variables  des  2/  premières  séries. 

Le  nombre  0-(2«  —  i,  2/;  m',  /';  .  .  .)  des  formes  [C]  réduclil)!es 
à  cliacun  des  deux  types  ci-dessus  sera  évidemment  donné  par  la  for- 
mule 

52.  Soit  enfin  /  =  i.  On  pourra  toujours,  comme  au  n°  41,  faire 
disparaître  successivement  de  [C]  :  1°  les  termes  en  x^x^  où 
a^2/  +  i,  ^  >  a,  p  <  2/2  —  I  ;  2"  et  les  termes  quadratiques  x'^x^ 
où  a^2/  +  i,  p<in,  à  l'exception  toutefois  du  terme  en  x\f_^  dont 
on  ne  peut  disposer.  Suivant  que  ce  terme  existera  ou  non  à  la  fin  de 
la  réduction,  [C]  sera  ramené  à  la  forme 

G,„-f-  G,,,,.,  +  _7^.Aa-.2a+i,2«-i  +  ^V 
1 
ou  à  celle-ci 

/ 

1 

W  ne  contenant  plus  les  variables  des  2/  -1-  i  premières  séries. 

Le  nombre  des  termes  à  coefficients  arbitraires  que  l'on  a  fait 
évanouir  étant  ici  égal  à 

(2/+  i)|"[;.  —  2//(2/-t-  i)|  +  (2//  —  1)        '^'''^    +(2/+  i)/^  -  I 
=  ( 2/  +  I  ) (  a  —  2  ///.  —  //  —  /)  —  I , 

on  aura  pour  le  nombre  (J'(2/i  —  i,  2/ -t-  i  ;  ///',  /;...)  des  formes  |  <  ;  | 
réductibles  à  cliacun  de  ces  types  la  formule 

Journ.  de  Math,  (li"  série),  tome  I.   —  Kasc.  III,   1905.  >55 
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àô.  En  applio  aiit  à  la  forme  W  les  mêmes  procédés  do  réduclion 
(jui  onl  servi  pf  ar  [C],  nous  arriverons  finalement  aux  résultats  sui- 
vants : 

Le  nombre  p  étant  supposé  égal  à  2  et  la  classe  C  sa  propre  associée, 
lironpons  dans  une  même  sous-classe  celles  de  ses  séries  qui  contiennent 
le  même  nombre  de  vaiiablcs. 

1"  Il  ne  peut  exister  de  fonction  invariante  que  si  le  nombre  des 
variables  est  pair  dans  chaque  sous-classe. 

2°  Toute  fonction  invariante  [('.]  peut  être  ramenée  à  une  somme 
de  fonctions  partielles  ne  contenant  chacune  que  les  variables  d'une 
seule  sous-classe. 

Soient  (x-^,  . . . ,  .i-„J,  ...,  (x[,  . . . ,  x^^)  les  variables  d'une  sous- 
classe,  formée  de  /séries,  de  m -i- i  variables  chacune,  et  désignons 
par  /jj^,,,,  G^r  les  expressions  suivantes  : 

A{un  =  <4,.  +  <4i-.  +  «  +  0^2,  -.  +  ••• 

G,,  =  x-^/-  +  <,  x;'  +  x«_,  (x;,,  H-  x;')  + . . . 

+  •<  A-,  «A-  +  /'-^A-,  +  .  .  .  4-  X,^)  -^  .  .  .  . 

La   t'ornie   caiioni(|ue   partielle   correspondant  à  cette  sous-classe 
aura  rime  des  expressions  suivantes  : 
I"  Si  m  =  2/1  (d'où  /  pair), 

y  1  2/«  ~l~  y  3  I  /K  "+~  •  •  •  '^  Jt~\.l,m 

ou 

2°-  Si  ni  ^=  nn  —  \  et  /  iuq)air, 

'^l«"+~/2  3/H+y  45m+  •  •  •~^  J  l     {,l.m 
OU 

(G,„-|-  G,.„    ,)  -+■  fi3,n+  ■  ■  .  +//-,,/,„,'■< 

3"  Si  /«  =  2//  —  I  et  /  pair, 

y  t  :!wi  ~(~  ,/  3  4«i  -+-  •  •  •  +  y  ;-  I  i.m 
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OU 

tj|«H-  'j^n+ysim  4-  .  .  .  +  Jl--\,l.m 

OU  enfin 

Si  donc  on  désigne  par  k  le  nombre  total  des  sous-classcs,  par  A' 
celui  des  sous-classes  où  le  nombre  des  séries  ainsi  que  celui  des 
variables  de  chaque  série  sont  tous  les  deux  pairs,  le  nombre  des 
types  canoniques  distincts  sera  2*^''3*'. 

i>4.  Le  caractère  quadratique  de  chacun  de  ces  types  canoniques 
est  aisé  à  déterminer.  Il  est,  en  effet,  le  produit  des  caractères  des 
formes  partielles  des  espèces 

qui  y  figurent. 

Or,  la  forme  fo.^,n  étant  bilinéaire  par  rapport  à  deux  systèmes 
de  m  -+-  I  variables  est  équivalente  à  une  somme  de  m  -+-  i  rectangles. 
Son  caractère  est  donc  +  i . 

La  forme  Ga„  peut  également  se  transformer  par  le  changement  de 
variables  suivant 


H-l 


a      _,     ™a  —  va 
•^ii+\  ^^  -^11  —  '^ii--ii 


].  ,.a  ,  \-a 


en  une  somme  de  rectangles 

son  caraclèrc  sera  donc  +  i. 

La  forme  (1^,,+  ('a.»  m  se  transforme  de  même  en  posant 

■^«+1  ^^  •''•«  ^^  •*'«  I  —  -*■«  -i 
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en  la  suivante 

formée  de  deux  carrés  et  d'une  somme  de  rectangles.  Son  caractère 
est  donc  —  i . 

Enfin,  dans  la  forme 

les  niultij)licateurs  des  variables  x",  a'",  ...,  ic"_,  ;  x'^,  ...,  a:f,_,  sont 
des  fonctions  linéairement  distinctes  par  rapport  aux  variables  x'?„, 
.r?,,  , ,  . . . ,  x^^,  ;  x"*„,  . . . ,  a:"^,.  Kn  les  prenant  comme  variables  indé- 
pendantes à  la  place  de  ces  dernières  et  les  désignant  par  X",  . . . ,  X,^_,  ; 
X^,  . . . ,  X,^  I  la  forme  deviendra 

ii—i 

'    ^x+-^^-^+<-^2+i;Kx?+4xn. 

Elle  a  pour  caractère  —  i . 

IV. 

lîo.  Soit  enfin  S  une  substitution  linéaire  qui  laisse  invariante  une 
forme  quadratique  (I>;  proposons-nous  de  déterminer  si  elle  est  paire 
ou  impaire  dans  le  groupe  G  correspondant  à  cette  forme. 

1°  Si  Tordre  (j  de  la  substitution  S  est  impair,  S  sera  paire,  car  elle 

est  le  carré  de  la  sul)stilution  S  "    ,  laipiellc  apparlienl  à  (i. 

2"  Si  <1>  est  de  la  forme  ^x^^^^  et  (pie  S  soit  le  [irotluil  de  deux 

substitutions  partielles  Sj.,  S',.  oj)érées  respectivement  sur  les  ./;  et  sur 
lesjK)  S  sera  paire.  (]ar  en  combinant  les  substitutions  foiidanieiilales 
paires  M,v;(n"  10)  ou  peut  oblcnii'  une  sulislitulion  X  (pii  opéic  sui' 
lésa?  la  subsliliiliun  S^.  La  substitution  Si^~'  laissera  ces  variables 
inaltérées;  connue  elle  laisse «1>  invariante,  elle  ne  ])Oiirra  altérer  les  y; 
(loue  elle  se  réduit  à  ruuilé.  Donc  S  =  S,  suljslilulion  paire. 

iHi.  Lkmme.  —  Si  <l>  csf  une  somme  de  fondions  partielles  <!>,, 
<l>.j,  ...  cuntriiant  (1rs  varialiles  di /J'crcntes,  et  si  (î,  est  le  i^roiipe 
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des  substitutions  qui,  aperces  entre  les  variables  f/6'$,,  la  laissent 
invariable,  toute  substitution  de  G,  appartiendra  évidemment  au 
iiroupc  G  ;  de  plus  elle  aura  dans  ce  groupe  la  même  parité  que 
dans  le  groupe  G,. 

Ramenons,  en  effet,  par  un  changement  de  variables,  chacune  des 
deux  formes  $,  et  W  =  *  —  (I),  à  son  expression  normale.  Si  Tune  au 
moins  des  deux  est  du  premier  type  (réductible  à  une  somme  de  rec- 
tangles), (|)  sera  elle-même  ramenée  à  la  forme  normale,  et  les  substi- 
tutions fondamentales  d'où  dérivent  toutes  celles  de  G,  feront  encore 
partie  du  système  des  substitutions  fondamentales  de  G,  de  sorte  (jne 
la  proposition  est  évidente. 

Mais  si  O,  et  W  sont  toutes  deux  du  second  type,  soit,  par  exemple, 

il  faudra,  pour  ramener  «S  à  sa  forme  normale,  opérer  une  nouvelle 
transformation,  par  exemple  la  suivante  : 


■t' ,  —  ,  +  V]  I ,  X.,  —  ?  H-  "1 

*l>  sera  transformé  en 

X,  y,-^x,y,+  '^  x\y.  +  2  <  y"k- 

Cela  pesé.  G,  est  dérivé  (lo)  des  substitutions  fondamentales 

Mm  =  i  x\,  y,      X.  +  X, ,  y\  +  j;  I , 
N    =|?,yi      y],^-f-Y]|, 
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los  subslilutions  L,,,  L,- étant  impaires  et  les  substitutions  M.^.,  N,  P 
paires  dans  le  groupe  G,.  Elles  conserveront  ce  même  caractère  dans 
le  fi^roupe  G;  car,  en  les  rapportant  aux  nouvelles  variables,  Lo  prendra 
la  forme 

cl  sera  une  substitution  fondamentale  impaire  du  groupe  G;  L,,  M,a 
ne  changent  pas  d'expression  et  sont,  la  première  impaire,  la  seconde 
paire  dans  le  groupe  G.  Enfin  les  substitutions  N,  P  étant  d'ordre 
impair  (on  vérifie  immédiatement  que  ?S^  =  P'=  i)  sont  nécessaire- 
ment paires. 

Notre  proposition  étant  établie  pour  les  substitutions  fondamentales 
de  Cl,,  le  sera  pour  toutes  celles  qui  en  dérivent. 

57.  Théorème.  —  Pour  que  la  substitution  S  soit  paire,  il  faut 
ri  il  sujfit  que  les  variables  y  /ori/ie//t  un  nombre  pair  de  séries. 

Soient  -m  le  nombre  des  variables  entre  lesquelles  la  substitution  S 
est  opérée,  /  le  nombre  des  séries  qu'elles  forment.  Nous  pouvons  sup- 
poser la  proposition  établie  pour  les  nombres  2/;',  /',  si  n' <C  n  ou 
//'=:  //,  mais  /'^  /. 

Soit 

c\,  x\,  ...     ax'^,  a(x\  +  ^''„),  ..  , 

S  =     x"„ ,  ./•", ,  . . .     b  .r; ,  b  (  x",  +  xl),  ... 


(Jette  substitution  est  le  produit  de  la  substitution 


S, 


l'il,  .x'i , 


bxl,  bx\. 


doidrc  impair,  par  la  sulistilution 

3J„,  A', , 
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donl  Fordre  est  une  puissance  de  2.  C'iiacune  d'elles  sera  donc  une 
puissance  de  S  et  appartiendra  à  G;  la  substitution  S'  étant  paire,  S 
aura  la  même  parité  que  S";  d'ailleurs,  le  nombre  des  séries  y  est  le 
même.  Il  suffira  donc  d'établir  le  théorème  pour  S". 

La  démonstration  est  donc  ramenée  au  cas  où  toutes  les  séries  ont 
l'unité  pour  multiplicateur. 

08.  Toute  forme  invariante  $  est,  d'ailleurs,  réductible,  ainsi  que 
nous  l'avons  vu,  à  une  somme  de  formes  partielles  $'+$"-{-...  con- 
tenant chacune  les  variables  d'une  seule  sérié,  ou  de  deux  séries  au 
plus.  La  substitution  S  est,  de  son  côté,  le  produit  de  sul)slilulions 
partielles  S',  S",  . . .,  opérées  respectivement  entre  les  variables  de  <I>', 
de  $",  . . .,  et  dont  chacune  laisse  O  invariante. 

Le  théorème  étant  établi  par  hypothèse  pour  S'  et  $',  S"  et  <I>  ',  le 
sera,  en  vertu  du  lemme  précédent,  pour  S'  et  $,  pour  S"  et  $,  ...  et, 
par  suite,  pour  S  =  S' S". . .  et  $. 

11  ne  reste  donc  à  démontrer  le  théorème  que  dans  le  cas  où  S  con- 
tient une  série  ou  deux  au  plus. 

09.  Supposons  d'abord  ({u'il  y  ait  deux  séries,  de  ni  4-  i  variajjles 
chacune,  et  soit 


S  = 


*"u'  ^'O 


Si  $  n'est  pas  réductible  à  une  somme  de  deux  fonctions  par- 
tielles (I)'-4-<I)"  contenant  cliacune  les  variables  d'une  seule  série,  elle 
le  sera  à  l'une  des  deux  expressions  suivantes  : 

OU  (si  m  est  un  nombre  pair  -in) 

i"  Dans  le  premier  cas,  ,/, 2,,,  étant  bilinéaire  par  rapport  aux  ,/;'  et 
aux  x",  une  transformation  opérée  sur  ces  dernières  variables  la  rame- 
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nera  à  une  somme  de  rectanj^les 

et  S  étant  le  produit  de  deux  substitutions  partielles  effectuées  res- 
pectivement sur  les  x'  et  sur  les  X"  sera  paire.  Le  théorème  est  donc 
vérifié. 

2°  Soient,  en  second  lieu, 

et 

^^  •^'u^'211  "*"  •*!  •^■211-1  ~*"   {■^'■2  +  •''l)'^2«-2  +■  •  • 

+  «,  +  ••• 

^'  ne  contenant  plus  les  variables  x„,  x-!,„. 

Changeons  aC,,  en  a:-'l„  +  a'î,  ;  l'expression  de  S  ne  sera  pas  altérée 
par  celte  transformation,  et  $  deviendra 

x'„  \x[,  +  j;;„ + a-;,, ,  +  c,;_,  x„„_„  -+-...+ a-;, ]  -4-  ^', 

.'r„X;  +  U', 
en  posant,  [loui- abréger, 

X„  =  a:;  4-  .<„  -h  a;:„_  ,  +  C^_,  .r;^„  ,+...  +  .r„. 

La  substiluliou  '\  (]ui  rcin|ilaci'  .;•„  par  \„  sans  ald-rrr  les  autres 
variables  x,  n'altère  pas  M'  d  [irruiuic  (■vidcmnicnl  1rs  tli'ux  fonc- 
tions x'g,  X'^.  C'est  donc  une  des  sui)stitulions  qui  laissent  <I>  inva- 
riante; elle  est,  d'ailleurs,  impaire;  car,  si  l'on  prenait  pom*  variable 
nouvelle  X',',  an  lieu  de  .z-,^^,  rlle  sciait  la  snhsiitulion  fondamentale 
impairr  (|iii  laissr  imariaiitr  la  l'onction  jiartlcllc  ./;'^  X",. 

Cela  posé,  pour  \('iilicr  le  tliéorèmc,  il  nous  faut  (''lablir  (pie  la 
substitution  S  (où  le  nondu'e  ties  séries  est  2)  est  paii'C  ou,  ce  (pii  re- 
vient au  même,  (jue  la  substitution  ST  est  impaire. 
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(  )r  oelle  dernière  subsLilulion  remplace 
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•in 


X., 


par 
iiar 


- JH-l' 


■  0' 


ol  <'Mliii  j-j,  par 

=  ^o„^,  +  ^>l„-o +•..+  .<•„_,  +  .r;  +  ,r;„-t-  ./;;„_,. 

Son  délenniiiant  caracléristique  A  est  éviclemmenl  égal  à  ( I  —  p)-«+-o, 
S  désignant  celui  de  la  substitution  partielle 


'■iii'  n 


*■„ 


(Jr  on  a 


I  — 
0 
o 

o 
I 


0 

0 

0 

0 

0 

I 

. .     0 

0 

0 

0 

~  p 

. .     0 

0 

0 

0 

o  o 


{)       o 

I      o 


r 

o  I 


et,  en  développant  suivant  les  coefficients  de  la  dernière  ligne, 

0  =   1  +   Q(l_p)  +    Q(,    _   p^=+.  .  +(,    _   p)«+   (,  _  .)2« 

=  (i  -t-  I  -  p)"  +  (  f  -  p)"es  p«  +  (I  -  p)--'". 
Soit  /i.  =  -^'  fj,  q  étant  impair,  on  aura 

I.es  racines  dislincles  de  0  seront  au  uom])re  de  -iq  +  i,  car  lepoly- 

Journ.  de  Math.  (6»  série),  tome  I.  —   Isim-.  III,  u|o5.  36 
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nome  p''  +  (i  —  p)^*  n'ayant  pas  de  racine  commune  avec  sa  dérivre, 
([ui  se  réduit  à  yp*"'  (mod  2),  a  iq  racines  distinctes. 

A  chacune  de  ces  iq  +  \  racines  de  la  congruence  caractéristi(jue 
correspond  d'ailleurs  une  seule  série  dans  l'expression  canoni(jue 
de  ST,  car  les  premiers  mineurs  de  A  n'ont  pas  de  diviseur  commun. 
L'un  d'eux  est,  en  effet,  égal  à  (i  —  p)-""^-  et  un  autre  est  égal  à  0.  Or 
0  n'admet  pas  la  racine  p  =  r .  Donc  ST,  sous  sa  forme  canonique, 
auia  un  nombre  impair  -j.q  +  i  de  séries  et  sera  impaire. 

60.  Supposons  enfin  que  les  variables  de  S  ne  forment  qu'une  série. 
Elles  seront  en  nombre  pair  2«,  et  l'on  aura,  soit 

soit 

*  =  G, , «+<-'..«-(• 

Supposons  d'abord  «>i.  Eu   changeant  *"',„_,  en  •//,„_, +  x\,,  on 
n'altérera  pas  l'expression  de  S,  et  $  sera  accru  du  terme  .r'„". 
On  aura  alors 

$  =  <(.r;-t-ç)-+-M-, 

M'  ne  contenant  plus  les  variables  .r^,  jcI»-,)  et  ç;  étant  égal,  dans  le 
premier  cas,  à 


■I,  dans  le  second,  à 


+  G',-.4«  ,  +  ■••+-<, 


G,'   ,-i'.«^.  +  ---+-^"; 


G,'. 


IL-, 


l^a  suhstiluliou  T,  qui  riMuplace  .c\^  ]iar  x\^-\-o  sans  allérei'  les 
autres  variables  .r',  rem[)!acera  réci[)roqiiiMui'iil  .r|,  +  o  par  x-,',  ;  elle 
laissera  doue  <[>  invariante  el  sera  impaire. 

H  nous  faut  démoiilr.'r  (pie  S  est  inqtaire  ou,  ce  ([ui  revient  au 
mrine,  (]ue  ST  est  paire. 

<)r,  celte  substitution  renq)lace 
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Cl,  quant  à  x[^,  elle  le  remplace  dans  le  premier  cas  par 

<  +  (■<«-,  +  •'•!„  -.)  +  C:    ,  (^-l,,.,  +  .?•,„..:,)  +  .  .  . 

= •<  +  ^i«-,  +  ^'^^•l„-. +•  •  •+ •<_,• 

Dans  le  second  cas,  on  devra  ajouter  à  cette  expression  les  termes 
(x:„_,  +  4„._0  +  C],_..{x.,„_,  +  a-;„_  J  +. . .  =  a:';„_^,  +  c^-, ■<«  ,+•••• 

Formons  le  déterminant  caractéristique  de  ST.  Il  sera,  dans  le  pre- 
mier cas,  identicjue  au  déterminant  o  du  numéro  précédent.  Il  aura 
iq  racines  distinctes  cl  à  chacune  d'elles  correspond  une  seule  série 
dans  la  forme  canonique  de  ST;  car  les  mineurs  de  o  n'oni  pas  de 
diviseur  commun,  Tun  d'eux  étant  égal  à  l'unité.  Le  nombre  des  séries 
dans  ST  est  donc  piair  et  cette  substitution  sera  paire. 

Dans  le  second  cas,  formons  de  même  le  déterminant  o  caracté- 
ristique de  ST  et  développons-le  suivant  les  éléments  de  la  dernière 
ligne.  On  trouvera 

^  =  f"+('-pr  +  (i-p)n'+C:_,(i -?)  +  (-_, (r-c)^  +  ...| 

I^a  congruence  oe^o  a  ses  in  racines  tontes  distinctes,  car  o  n'a 
aucune  racine  commune  avec  sa  dérivée,  celle-ci  se  réduisant  à 

(i  —  p)-p"'"- (mod  2),     si  «est  pair; 
p""'  (mod  2),  si  n  est  impair. 

Donc  le  nondjre  des  séries  dans  ST  est  pair,  et  cette  subslilution 
sera  paire. 

Soit  enfin  //  =  i ,  on  aura 

o  =  I    ^0,  X^       Xgj  X,  ■+■  Xg    I 

et 

(I)  =  G I  =  x'î  -i-  Xg .-»,  =  x'i  (x,  -h  Xg  ) 
ou 

<I)  =  G ,  -h  G„  =  x;  -t-  x„x,  -+■  x'-g. 
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Dans  le  premier  eas.  posons  x,  -+-  x\  =  y,  ;  il  viendra 
it>  =  .r,,v,,  S  =  I  x,,y,     7,,.r,   |, 

S  sera  une  substitution  fondamentale  impaire. 

Dans  le  second  eas,  S  sera  le  produit  des  deux  substitutions  fonda- 
mentales : 

1j  :=    I    ./"p,  Xf        J7|,  .X'i,    |,  1^   ^=^   I  X^|,  ./.  ,        >r,,  X,  -+-  X„     \ 

dont  la  première  est  impaire  et  la  seconde  paire.  Donc  ici  encore  S  est 
impaire. 


CALCUL    DV     POUVOIR    REIROIDISSANT    DES    COURANTS    FLUIDES.       'iSj 


Calcul  du  pouvoir  refroidissant  des  courants   fluides  ; 
Pau  m.   J.   ROUSSIAESO. 


SoMMAinE  :  §  I.  Objel  et  résultats  de  ce  travail;  vérifications  expérimentales.  — 
§  II.  EchaufTement  permanent  d'un  courant  fluide,  par  un  cylindre  indéfini  dont 
l'axe  lui  est  normal  et  qui  s'y  trouve  immergé.  —  §  III.  Pouvoir  refroidissant  du 
courant,  sur  le  cylindre  :  applications  à  un  plateau  mince,  au  cylindre  circulaire, 
aux  cvlindres  elliptiques,  à  une  armille.  —  §  IV.  EchaufTement,  par  un  corps  de  ré- 
volution, d'un  courant  fluide  l'enveloppant  et  dirigé  suivant  son  axe.  —  §  V.  Pou- 
voir refroidissant  du  courant  fluide  sur  le  corps  de  révolution;  applications  à  la 
sphère,  à  l'ellipsoïde,  au  plateau  circulaire,  à  une  aiguille.  —  §  VI.  Extension  des 
lois  précédentes  à  tout  corps  convexe.  —  §  VII.  Cas  de  l'ellipsoïde  à  axes  iné- 
gaux; application  à  un  disque  et  à  une  aiguille  elliptiques. 


§  I.  —  Objet  et  résultats  de  ce  travail  ;  vérifications  expérimentales. 

1.  L'cqualioii  au.v  dérivées  partielles  régissant  la  propagation  de  la 
clialcnr  dans  les  fluides  a  été  découverte  par  Fourier  en  1 820  et  réduite, 
quelques  années  après,  par  Ostrogradsky  et  Poisson,  à  sa  forme  la  plus 
simple,  presipie  identitpie  à  celle  de  l'équation  usuelle  que  Fourier 
avait  donnée  bicu  antérieurement  pour  les  solides  isotropes  :  elle 
exprime,  en  effet,  que  la  dérivée  0',  par  rapport  au  temps  ^,  de  la  tem- 
pérature 0  d'une  même  particule  fluide  suivie  dans  son  niouvemcnl, 
est,  à  cliatjue  instant,  proportionnelle  au  paramètre  difl'érentiel  i./J, 
dérivée  naturelle,  dans  l'espace,  de  la  température  actuelle  0,  ou 
mesure  de  sa  rapidité  moyenne  d'accroissement  autour  de  la  parti- 
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cule(').Il  n'aurail  pas  été  possible  d'imaginer  une  loi  plus  simple;  et, 
cependant,  son  adjonction  aux  équations  ordinaires  de  lllydrodyna- 
mique,  incomplètes  sans  cela,  paraissait  rendre  tout  à  fait  inabordable 
le  problème  des  mouvements  d'un  fluide.  Aussi,  trois  quarts  de  siècle 
se  sont  écoulés  depuis,  sans  qu'on  en  eût,  du  moins  à  ma  connaissance, 
tiré  aucun  parti,  avant  mon  étude  de  1901,  publiée  dans  le  Tome  II 
des  leçons  sur  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  mise  en  har- 
monie avec  la  Thermodynamique  et  avec  la  Théorie  //lécanique 
de  la  lumière  (p.  1-2  à  iQ'J).  Jusque-là,  géomètres  et  pliysiciens 
s  étaient  contentés,  dans  les  problèmes  dynamicjucs,  d'attribuer  aux 
fluides  une  conductibilité  ou  infinie,  c'est-à-dire  suffisante  pour  main- 
tenir leur  masse  à  une  température  uniforme  donnée,  ou  nulle,  c'est- 
à-dire  propre  i)  empêcher  tout  échange  de  chaleur  entre  particules 
voisines. 

Pour  arriver  à  des  résultats saisissables  en  dehors  de  ces  deux  hypo- 
thèses d'isothermie  et  d'adiahalisme,  il  m'a  l'alln  admettre  les  deux 
suppositions,  ordinairement  réalisées  à  très  peu  près  :  1°  de  la  perma- 
nence de  l'état  physique  en  chaque  point  {j:,y,  z)  et  2°  de  la  conser- 
vation des  volumes  fluides  sauf  dans  les  termes  de  pesanteur,  c'est- 
à-dire  saîis  négliger  les  variations  du  poids  de  l'unité  de  volume  ou  la 
force  ascensionnelle  due  à  léchauflement.  Même  ainsi  simplifiées,  les 
équations  des  courants  de  convection  produits  autour  d'un  corps 
chaud  par  ses  excès  de  te/npératui'e  rcslenl,  il  est  vrai,  inintégrables. 
Car  dans  le  cas  le  moins  complexe  (celui  d'un  mince  plateau  vertical), 
où,  grâce  à  un  commencement  d'intégration,  le  problème  se  ramène 
au  calcul  d'une  seule  fonction  inconnue,  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles dont  dépend  celle-ci  est  du  quatrième  ordre  et  non  Hnéaire. 
Seulement,  pour  toute  forme  du  corps,  ces  équations  oil'rcnt  un  genre 
d'houiiogénéité,  ou  acceptent  des  Irau-formalious  h(>ini)t/i(''/iques{\)(Miv 
ainsi  dire),  qui  expliquent  les  lois  monômes,  si  bien  vérifiées,  de 
Dnlong  et  Petit,  sur  le  rcfioidissenienl  des  corps  au  srin  d'une  almo- 
.splièie  en  repos. 


(')  Oïl  jKMil  voir,  au  sujet  de  ceUe  signifii-ulliui  j;rorMi'li'ii|iic  du  pni  iuiu'lre 
(liHV'reiiticI  A,  des  IVinctions  de  point,  les  11"»  ii!)'  et  00'  de  mon  Cours  d'.inalysu 
uifinilcsintale pour  la  Mi'caniijue  et  la  l'Iiysùjuc  (l.  I,  Coni/)k'mc/i/s.  p.  70"). 
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2.  Mais  il  existe  un  problème  fjlus  simple,  sur  des  courants  rpii  sont 
encore  de  convcclion,  c'esl-à-dire  véhicules  de  chaleur.  C'est  le  pro- 
blème du  refroidissement  d'un  solide  fixe,  au  sein  d'une  masse 
fluide  indéfinie  animée,  dans  son  ensemble,  d'une  lùtesse  uniforme 
et  donnée  V.  Alors,  pourvu  que  la  translation  générale  Vne  soit  pas 
extrêmement  lente,  les  filets  fluides  localement  déviés  par  le  corps,  et 
qui  sillonnent  sa  surface,  se  chauffent  à  son  contact  et  transmettent  de 
la  chaleur  à  leurs  voisins,  sans  modification  appréciable  ni  des  tra- 
jectoires, ni  des  vitesses  d'écoulement,  par  les  variations  modérées  0 
de  température.  L'Hydrodynamique  ordinaire  permet  donc  de  dé- 
terminer à  part  le  mouvement  visible,  du  moins  pour  les  formes  du 
corps  qui  se  prêtent  au  calcul  effectif  des  vitesses  des  filets  (').  Et  il 
ne  reste  ainsi  à  intéi,'rer  que  l'équation  indéfinie  en  0,  dès  lors 
linéaire  ou  du  type  de  celles  que  les  géomètres  savent  aborder. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  a  même  ses  coefficients  cons- 
tants cjuand  le  corps  ne  trouble  pas  le  courant  dans  une  proportion 
sensijjle,  notamment  quand  il  se  réduit  à  un  mince  plateau,  parallèle 
aux  filets  llnides.  L'étude  de  1901  citée  ci-dessus  montre  comment 
elle  s'intègre  alors,  dans  l'hypothèse,  presque  toujours  réalisée,  d'une 
conductibilité  assez  petite  pour  réduire  la  masse  chauffée  à  une  couche 
peu  épaisse,  et  en  admettant  d'ailleurs  une  lenteur  de  refroidissement 
suffisante  pour  que  la  distribution  des  températures,  dans  le  lluide, 
soit  sensiblement,  à  chaque  instant,  celle  qui  subsisterait  d'une  manière 
permanente,  si  l'on  maintenait  indéfiniment  les  températures  actuelles 
de  la  surface  du  solide. 

îiC  présent  Mémoire  fait  voir  d'abord  que  la  même  analyse  s'étend 
aux  courants  heurtant,  perpendiculairement  à  l'axe,  et  enveloppant 
tout  cylindre  de  longueur  indéfinie,  dont  chaque  génératrice  est  main- 
tenue à  une  température  0^  unifoiine  en  ses  divers  points.  Jl  suffit, 
pour  le  reconnaître,  d'introduire  comme  variables,  dans  les  é(jnalions. 


(')  Dans  ce  calcul,  je  ferai  absLraclion  des  inévilables  loiirbillonnemenls  qui, 
lors  des  vitesses  (récoulement  notables,  ne  manquent  jamais  de  se  ])roduiie  à 
ra\al  <lii  corps,  cl  d'y  donnci-  lien  à  des  frottements  spécianx  :  j'admettrai  donc 
riivpollicse  de  la  (liiidité  parfaite,  bien  suffisante  ici  ipiand  les  écoulements  ne 
seront  pas  très  raj)ides. 
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deux  coordonnées  curvilignes  orthogonales  a,  j3,  paramètres  (à  A,  égal 
el  à  Aj  nul)  qui  définissent,  dans  le  plan  normal  aux  génératrices, 
Tun,  a,  la  famille  des  filets  fluides,  l'aljtre,  j3,  les  lignes  d'égal  potentiel. 
Le  choix  de  ces  variables  rend,  en  effet,  tant  l'équation  indéfinie  en  0 
que  les  deux  conditions  relatives,  respectivement,  à  la  surface  du  corps 
el  aux  points  infiniment  éloignés,  identiques  à  ce  cju'elles  sont  pour 
le  cas  du  plateau  mince,  où  a  et  j3  se  réduisent  aux  deux  coordonnées 
rectiUgnes  a;  et^.  Depuis  longtemps,  les  géomètres  connaissaient  une 
particularité  analogue  dans  le  problème  des  températures  stationnaires 
des  cylindres  solides  (')  :  on  voit  qu'elle  subsiste,  sans  changement, 
dans  une  masse  fluide  en  état  de  mouvement  permanent,  composée  de 
couches  cylindricjues  dont  chaque  génératrice  a  une  vitesse  commune, 
perpendiculaire  à  sa  direction  et  dérivée,  sous  la  résistance  d'un  cy- 
lindre solide  immergé  entre  ces  couches,  d'une  translation  uniforme  V 
de  toute  la  masse. 

(^uand  le  corps,  au  lieu  d'être  cylindrique,  est  de  révolution  autour 
d'un  axe  dirigé  suivant  le  courant,  avec  température  Op  pareille  tout 
le  long  de  chaque  cercle  parallèle,  deux  coordonnées  curvilignes  ana- 
logues a,  p,  caractérisant,  dans  le  plan  d'un  méridien  quelconque, 
l'une,  les  filds  fluides,  l'autre,  les  lignes  d'égal  potentiel,  donnent 
encore  aux  équations  du  problème  leur  forme  la  plus  simple,  sans  la 
rendre,  toutefois,  entièrement  indépendante  de  la  figure  du  méridien; 
et,  grâce  à  un  changement  ultérieur  du  païamètre  p,  elles  permettent, 
toujours  en  admettant  (pu;  le  fluide  soit  peu  conducteur,  de  repré- 
senter par  l'intégrale  utilisée  déjà  dans  le  cas  précédent  les  tempéra- 
turcs  0  de  la  couche  peu  épaisse  des  filets  chauflés.  Enfin,  l'adjondion 
d'une  troisième  coordonnée  curviligne  y,  propre  à  distinguer  les  uns 
des  autres  les  filets  fluides  ruisselant  sur  le  corps,  permet  d'étendre 
à  une-  forme  quelconcpie  de  celui-ci  la  même  intégrale,  encore  dans 
l'hypothèse  d'une  faible  épaisseur  de  la  couche  chauffée. 

5.  Le  résultat  praliqui-  intéressant  de  cette  analyse  est  le  calcul  de 
la  qiiiiiililé'  totale  de  chaleur  enlevée  au  c()r[is  par  le  courant  fluide 

(')  Voir,  par  exemple,  les  ii"'  h-hH'  et  hVJ'  de  mon  Cours  d'Analyse  infinUv- 
siiiialf  i»iur  la  Mrcaiiiijitc  cl  la  l'iivsi'jiic  (t.  II,  Coni/'lcmenCs,  p.  lioS'  à^'^*). 
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dans  runité  de  temps,  quanlité  dite  le  Poin-oir  refroidissant  du  coii- 
ranl  sur  le  corps.  Supposant  uniforme  sur  toute  la  surface,  pour  sim- 
pliliei-  et  pour  fixer  les  idées,  Texcès  0„  de  température  par  rapport  à 
Tensemble  de  la  masse  fluide,  j'assimilerai  l'action  réfrigérante  de 
celle-ci  à  l'influence  qu'aurait  une  certaine  cnnductibilité  extérieure 
moyenne  /.■  du  corps,  telle  que  son  produit  par  l'excès  donné  0„  de 
température  et  par  la  surface  totale  du  corps  égalât  précisément  cette 
quantité  de  chaleur.  La  conductibilité  extérieure ytc/àe /i  ainsi  définie, 
caractéristique  la  plus  naturelle,  ce  semble,  du  pouvoir  refroidissant  à 
évaluer,  se  trouve  être  indépendante  de  l'excès  0„  de  teniijérature, 
ainsi  que  de  la  nature  soit  géométrique,  soit  pliysique  de  la  surface, 
mais  proportionnelle  tout  à  la  fois,  pour  chaque  forme  de  celle-ci,  aux 
racines  carrées  de  la  conductibilité  intérieure  K  du  courant,  de  sa  ca- 
pacité calorifique  C  par  unité  de  volume,  de  sa  vitesse  générale  V, 
enfin,  de  l'inverse  du  parcours  moyen  L  des  filets  fluides  sur  le  corps. 
Le  coefficient  de  cette  multiple  proportionnalité  peut  se  calculer 
pour  un  certain  nombre  de  formes  du  corps  et  d'orientations  de  celui-ci 
dans  le  courant.  Il  est,  par  exemple,  -4  =  mo.H/,  pour  un  plateau 

mince  parallèle  au  courant,  (\\=  1,2732  pour  un  cylindre  circu- 
laire indéfini,  ayant  son  axe  perpendiculaire  au  courant,  y  2  =  i,  4 1/12 
pour  la  sphère,  -~  =1,4702  et  ?y/A  =  i,  i^Si  pour  un  disque  et 

une  aiguille,  de  révolution,  à  axes  dirigés  dans  le  sens  du  courant,  etc. 
On  voit  qu'il  grandit,  à  égalité  de  parcours  des  filets  fluides  sur  le 
corps,  avec  la  com-e.rité  de  sa  forme,  sur  le  trajet  de  ces  filets,  soit 
dans  leur  propre  sens,  soit  même  dans  le  sens  perpendiculaire,  et  qu'il 
ne  doit  s'écarter,  par  excès  ou  par  défaut,  de  la  valeur  moyenne  i,3 
environ,  au  plus  ou  guère  plus  que  du  huitième  de  cette  valeur,  dans 
des  cas  extrêmement  variés. 

4.  Otte  théorie,  quoique  supposant  allcinl  un  état  peiuiaiieiit, 
même  calorifi.pie,  du  courant  fluide,  s'ai)pli(pierait  évidemmeni, 
comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  au  refroidissement,  par  le  courant,  d'un 
corps  dont  on  ne  renouvellerait  pas  la  provision  de  chaleur,  pourvu 
([ue  ce  rcfroidissemrnt  fùi  assez  lent,  savoir,  beaucoup  plus  que  ne  le 
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serait  lui-même,  pour  l'excès  actuel  0,,  de  température  supposé  main- 
tenu, l'établissement  très  approclié  de  l'état  permanent  admis.  Or, 
dans  ces  limites,  elle  semble  comporter  des  vérifications  assez  simples. 
Si,  par  exemple,  on  fait  refroidir  dans  un  même  courant  athermaiic, 
en  les  plaçant  assez  loin  l'un  de  l'autre  pour  ne  pas  s'influencer  mutuel- 
lement quant  à  leurs  températures,  un  long  cylindre,  normal  au  cou- 
rant, et  une  sphère,  de  même  nature  et  de  même  rayon  R,  pris,  tous 
les  deux,  à  une  température  actuelle  commime,  leurs  pertes  respec- 
tives de  clialeur  par  unités  de  temps  et  d'aire  devront  être,  actuelle- 

ment,  entre  elles  comme  -  est  à  ya,  d'après  ce  qui  précède.  Or,  leurs 

voknncs  par  unité  d'aire  sont  -;  pour  le  cylindre,  et-»  pour  la  splière, 

c'est-à-dire  entre  eux,  comme  3  est  à  2.  Les  aliaissements  élémentaires 
respectifs  de  température  qui  en  résulteront  seront  donc  proportion- 

nels  aux  deux  quotients  de  -  par  3  et  de  y  2  par  2,  ou  à  -y^  et  --■  Ainsi 

V  -' 
la  vitesse  initiale  de  refroidissement  de  la  sphère  doit  égaler  celle  du 

QwWnàvi'  /indliplice par  j—^.  =  i,66Gi,  soit,  environ,  par  -^,  résultai 

dont  la  constatation  pourrait  faire  Tobjel  d'une  expérience  intéres- 
sante. 

Quand  le  fluide  n'est  pas  alhermane,  que  c'est  de  l'air,  par  exemple, 
les  solides  immergés  y  émettent  en  outre,  dans  l'éther,  conformément 
auxloissoitde  Dulong  et  Petit, soit  plutôt  de  Stefan,  des  fluxdechaleur 
ravonnante,  dont  l'intervention  sur  le  refroidissement  de  ces  corps, 
poui'  l'accélérer,  n'est  pas  négligeable,  sauf  aux  très  basses  temiiéra- 
turcs  absolues.  D'où,  alors,  la  nécessité  d'une  corre'ction  plus  ou  moins 
scns-ihic,  aux  résullals  précédents  ('). 
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î;  II    —  Échanffement  permanent  d'un  courant  fluide,  par  un  cylindre 
indéfini  dont  l'axe  lui  est  normal  et  qui  s'y  trouve  immergé. 

r».  Lorsqu'un  solide,  maintenu  immobile  et  à  des  températures  0,, 
invariables  sur  toute  sa  surface,  se  trouve  irnincrgé  dans  un  courant 


rant.  au  lien  d'être  latéralement  indéfini,  y  fût  toujours  d'assez  faible  épaisseur 
et,  le  plus  souvent,  contenu  dans  un  tube  de  quelques  centimètres  seulement  de 
diamètre  qui  constituait  le  corps  chaud,  néanmoins  ces  deux  lois  de  proportion- 
nalité, du  pouvoir  refroidissant  du  courant  à  l'excès  0,,  de  température  du  corps 
et  à  la  racine  carrée  de  la  vitesse  V,  se  vérifiaient  toutes  les  fols  que  la  distance 
moyenne  du  lluide  à  la  paroi  était  comparable  à  la  longueur  du  tube;  en  sorte 
qu'on  pût  admettre,  tout  au  moins  pour  le  filet  central  ou  axial,  la  conserK-a- 
tion  approchée  de  sa  température  primitive  ou  d'amont,  liypotlièse  essenlitille 
de  notre  analyse. 

En  effet,  un  pareil  tube,  du  moins  quand  il  a  son  rayon  beaucoup  plus  grand 
que  l'épaisseur  de  la  couche  fluide  intérieuie  chauffée  notablement  par  son  con- 
tact, est  assimilable  à  notre  plateau  tangent  au  courant,  et  que  celui-ci  refroidi- 
rait sur   une  de  ses  faces,  en  lui  conférant  la  conductibilité  fictive—^  v/ ^T 

Car  rien  n'est  changé  au  calcul  des  températures  du  fluide  si  l'on  courbe  le 
plateau  en  cylindre,  pourvu  que  les  génératrices  soient  dans  la  direction  du  cou- 
rant et  que  les  rayons  de  courbure  ne  deviennent  pas  comparables,  en  petitesse,  à 
l'épaisseur  de  la  couche  fluide  chauffée.  Il  faut,  toutefois,  faire  abstraction  des 
inégalités  de  vitesse  des  filets  fluides  à  l'ijuérieur,  dues  aux  frottements  et  alors 
plus  grandes  que  dans  un  courant  indéfini. 

Dans  d'autres  tubes,  de  calibres  encore  moindres,  également  expérimentés  par 
Ser,  la  chaleur  emportée  (-lail  proportionnelle  à  une  fonction  de  V  j)lus  rapi- 
dement croissante  que  \l\ .  et  susceplible  même  d'atteindre  la  première  puis- 
sance V  quand  tous  les  filets  fluides,  jusqu'à  l'axe,  finissaient  par  ac(]uérir,  a\anl 
leur  sortie,  la  tempérnlurc  0^  du  tube.  Alors,  en  efl'et,  tout  le  fluide  emportait  sa 
charge  maxima  de  chaleur,  proportionnelle  à  0^,,  et  le  pouvoir  refroidissant  de- 
venait proportionnel  au  débit,  c'esl-à-dire  à  \. 

Enfin,  dans  quelques  observations  de  Ser,  le  courant,  toujours  peu  épais  mais 
relativement  très  large,  circulait  autour  d'un  gros  et  court  tuyau  (qui  était  le 
corps  chaud),  soit  lisse,  soit  fortement  «erce^  ou  entaillé  de  profondes  cannelures 
longitudinales,  par  le  fait  desquelles  sa  surface  se  trouvait  multipliée  respective- 
ment (à  hauteur  constante  du  cylindre)  par  4  et  ])ar  0,6.  Or  ces  accroissements 
relatifs  de  la  surface  ne  multipliaient  guère  le  pouvoir  refroidissant  que  par  leurs 
racines  carrée»  environ.  C'est  bien,  à  peu  près,  ce  qu'indiquent  nos  formules, 
sup|)osé  que  le  trajet  L  des  filets  fluides  sur  les  cylindres  à  nervures  ail  grandi. 
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fluide  permanent  à  zéro,  de  densité  constante,  laléralonient  indolîiii 
et  dont,  loin  du  corps,  la  vitesse  générale  \  a  des  cosinus  directeurs 
donnés  /,  /??,  n,  les  filets  fluides  qui  contournent  ce  corps  prennent,  à 
son  contact,  les  températures  0„  et  les  communiquent  partiellement  à 
leurs  voisins,  de  proche  en  proche.  Les  tenqiératures  0  du  fluide, 
permanentes  en  chaquepoint  (x,  v,  -  )  de  l'espace,  sont  régies,  eu  effet, 
par  l'équation 

CO'=KA,0, 

où  K  est  la  conductibilité  intérieure  du  IJuide,  C  la  chaleur  spécifique 
de  son  unité  de  volume,  enfin,  0'  la  dérivée  de  0  par  rapport  au  temps, 
prise  en  suivant  sur  son  filet  la  particule  qui  passe  actuellement  au 
point  {-l'-iX,  -),  c'est-à-dire  en  multipliant,  par  les  vitesses  a,  r,  w  du 
lluide  suivant  les  .r,  y.,  z,  les  trois  dérivées  de  0  en  x,  y,  z  et  faisant  la 
somme. 

D "ailleurs,  ces  vitesses  u,  r,  ^v,  censées  être  assez  grandes  pour  ne  pas 
se  trouver  sensiblement  influencées  par  réchauffement  0,  sont  les  trois 
dérivées  en  x,  y,  z  d'un  potentiel  V[3,  puisque  les  rotations  moyennes 
de  chaque  particule,  nulles  assez  loin  en  amont  du  corps  où  a,  r,  w 
ont  les  valeurs  constantes  V/,  \ i/i,\ n,  resteut  nulles  pour  elle,  et  dès 
lors,  partout,  à  raison  du  théorème  classique  de  Lagrange-Cauchy. 
Vu,  eu  outre,  la  conservation  des  volumes  fluides,  les  deux  équations 
en  [iJ  et  0,  respectivement,  seront 

.  .  .    rj  cfi   c/0         f/3  d9       d'à  d\)  K    .    f, 

On  y  joindra  les  conditions  évidentes,  relatives  aux  limites,  et  dont  la 
première  exprime  (jue  les  vitesses  d'écoulement  sur  le  corps  lui  sont 

tangentes  : 

1   -    d'i  ^/3  d'i 

f  -     ■      / .  1         f        1  N     W^  -7-  +  ."•  :r  +  ^  :7  =  o, 

(2)  (a  la  surface  du  corps)  "-i'  «J         f'- 

(3)  (pour  v/.f- +y- +  r-  infini)  *",       =^  {l,  m,  11),     0  =  o, 

t-ri  mo>enne.  dans  le  niôiiie  rajiporl  i\ac  la  surface  totale;  car  la  coiuliictlbililé 

■•    •      /  .  ,  •  >  >       o     /kc  V 

liclivc  /.  ne  paraît  pas  s  écarter  beaucoup  île  i,jI/  — j — • 
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OÙ  À,  a,  V  désignent  les  trois  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  corps, 
menée  dans  le  fluide. 

^  «.   Pour  nous  débarrasser  d'abord  de  la  troisième  variable,  :,  choi- 
sissons comme  solide  un  cylindre  de  longueur  indéfinie,  à  tempéra- 
ture 0„  uniforme  le  long  de  cliaciue  génératrice,  et  dont  l'axe,  pris  pour 
celui  des  z,  soit  normal  au  courant;  en  sorte  que  Ton  ait  v,  n  nuls  et. 
par  raison  de  symétrie,  {i,  0  indépendants  de  r.  Le  potentiel  V[3  des 
vitesses  étant  supposé  obtenu  dans  toute  la  partie  du  plan  des  xy  ex- 
térieure au  cylindre,  les  lignes  d'égal  potentiel,  ^  =  const.,  seront,  loin 
du  cylindre,  des  droites  normales  au  courant  général  et  équidistantes 
de  d^.  En  effet,  si  ds  désigne  la   petite  perpendiculaire  menée,  en 
(x,  y),  à  la  ligne  ^,  jusqu\à  la  rencontre  de  la  suivante  j3  +  <:/[3,  le  pa- 
ramètre diflërentiel  Vi,  ,3  du  potentiel,  valeur  de  la  dérivée  ^^^  ou 
V  -^%  prise  le  long  du  chemin  ds,  exprimera,  comme  on  sait,  la  vitesse 
même  du  courant  en  (x,y),  vitesse  qui  est  VZom  du  corps:  on  y  aura 
donc  bien  ds  =  d^^.  Et  il  en  sera  ainsi,  même  pour  les  lignes  d'égal 
potentiel  qui,  prenant  les  plus  fortes  courbures  près  du  cylindre,  s'y 
interrompent  ou  y  aboutissent;  ce  qu'elles  font  en  étant  perpendicu- 
laires aux  filets  fluides  et,  par  suite,  au  contour  même  du  c\  lindre,  où 
glisse  l'un  d'eux. 

Ces  hgnes  p  =  cousL.  interceptées  par  la  section  du  cylindre  oui, 
évidemment,  leur  paramètre  p  compris  entre  un  minimum  ^„  et  un 
maximum  %  définissant  respectivement  la  première  et  la  dernière 
d'entre  elles,  savoir,  les  deux  chez  lesquelles  les  points  d'interruption 
se  rejoignent,  à  l'avant  du  corps,  pour  l'une,  à  l'arrière,  pour  l'autre,  et 
deviennent,  sur  leurs  courbes  respectives,  uu  point  ou  de  rchrous'se- 
ment,ou,  plutôt,  double  (vu  la  continuation  possible  de  ces  courbes  à 
l'intérieur  du  cylindre  par  des  branches  étrangères  à  la  question  phy- 
sique). Les  filets  fluides  constituant  partout  les  trajectoires  orthogo- 
nales aux  lignes  d'égal  potentiel,  celui  d'entre  eux  qui  arrive,  del'amont, 
au  p.vmier  de  ces  points  singuliers  (situé  sur  la  ligne  fIJ,  est  le  seul  qui 
puisse  atteindre  la  section  du  cylindre  et,  par  une  déviation  géométri- 
quement brusque,  mais  dynamiquement  continue  (grâce  à  un  ralen- 
tissement momentané),  contourner  celte  section  :  il  s'y  bifuniue  donc 
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en  deux  branches  qui,  laissant  entre  elles  le  cylindre,  se  rejoignent  au 
second  point  singulier  (où  p  =  (3,),  le  seul  où  elles  puissent  quitter  le 
cylindre,  pour  continuer  ensemble  leur  course  à  l'aval  du  corps.  Je  dis 
que  sa  vitesse  s'atténue  infiniment  aux  deux  points  singuliers;  car  les 
deux  lignes  j3„,  p,,  pour  atteindre  sous  un  angle  sensible  la  section 
droite  du  cylindre,  s'y  éloignent  incomparablement  plus  qu'ailleurs  de 
leurs  voisines  extérieures,  encore  continues;  et,  par  conséquent,  leurs  ■ 
écarts  ds  d'avec  celles-ci  s'y  exagèrent  sans  mesure,  en  rendant  d'au- 

tant  moindre  le  paramètre  différentiel  ^-^>  expression,  partout,  de  la 

vitesse  d'écoulement. 

iXous  appellerons  ce  filet  fluide  le  filet  axial  ou  central.  Les  autres, 
bien  continus,  se  disposeront  de  part  et  d'autre  de  celui-là.  Leur  équa- 
tion sera  a  =  const.,  si  a  est  la  fonction  de  x  et  àa  y  définie  par  la  for- 
mule 

(-1)  '      '^=f[dr  ^^■*"  ~  'di  '^^y)  +  const., 

dont  l'intégrabilité  a  justement  pour  condition,  comme  on  voit,  l'é- 
quation satisfaite  \./^  =  o,  et  c|ui  vérifie  aussi,  identiquement,  la  rela- 
tion 

/  f  I  ■  \  drt  d^        du.  rfjî 

^  ^  dx  dx        dy  dy 

d'orthogonalité  de  la  famille  a  r=  const.  aux  lignes  d'égal  potentiel  V^. 
Nous  déterminerons,  dans  (4),  la  constante  arbitraire,  de  numière  à 
annuler  a  sur  le  filet  central.  Les  valeurs  de  a  positives  définiront  les 
filets  situés  du  côté  du  filet  central  où  x  grandit,  à  partir  de  ce  filet,  là 
où  il  est  dirigé  suivant  les  y  ])ositifs  et  où,  [lar  suite,  la  dérivée  de  j3 
en  X  est  nulle,  mais  la  dérivée  de  p  en^  positive  ;  ce  (jui,  d'après  (4), 
donne  bien  dy.  de  même  signe  que  dx.  Au  contraire,  a  recevra  ses  va- 
leurs négatives,  pour  les  lil-els  situés  de  l'autre  côté  du  filet  central  ou 
conligus  à  sa  seconde  iuanche. 

7.  (Jela  posé,  adoptons  a,  j3  comme  coordonnées  curvilignes,  à  la 
place  des  reclilignes  .r,j.  l)'a[)rès  ( '1),  A.  a  s'annulera  comme  A^Ji,  et 
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les  paramètres  difTcrenlicIs  du  premier  ordre  A,  ol,  A,  ^  auront  une  va- 
leur commune  h.  Or  il  résulte  de  là  que  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (i)  en  0,  et  le  facteur  variable  A  JJ  du  second  membre,  deviendront 
les  deux  produits  respectifs  de  //-  par  la  dérivée  première  de  0  en  [3  et 
par  la  somme  des  deux  dérivées  secondes  directes  de  0  en  a  et  en  [i. 
L'équation  imléfinie  en  0  sera  donc 

(  "^  ^  —  A  f'Jll       '''  "  \ 

^^^  cr^  —  cvV^  "*"  df-j 

Et  comme,  d'autre  part,  si/(p)  et/,  (,3)  sont  les  deux  expressions, 
en  p,  des  températures  O,,  données  respectivement  le  loni;-  des  deux 
branches  du  filet  central,  la  condition  0  =  0„  relalive  à  la  surface  du 
cylindre  devient 

(6)  (pour  a  =  o  et  (3  compris  entre  J^ot'tPi)  ^  =  soit/([3),  soit/,  ([3), 

le  problème  de  calcul  intégral  auquel  on  se  trouve  ramené  est  le 
même  pour  toutes  les  formes  du  cylindre,  ou  identique  à  ce  qu'il 
serait  dans  V hypothèse  simple  a  =  a;,  p  =  JK,  c  est-à-dire  quand  il 
s'agit  d'un  plateau  mince  présentant  sa  tranche  au  courant  et  ne  le 
troublant  pas . 

8.  Dans  la  plupart  des  fluides,  l'extrême  petitesse  de  la  conducti- 
bilité K  maintient  l'annulation  de  G,  à  très  peu  près,  le  long  des  filets 
un  peu  distants  du  corps  ou  dont  le  paramètre  a  n'est  pas  voisin  de 
zéro.  Seul,  le  filet  a  =  o  se  chauffe  par  contact  :  ce  qu'il  fait  dans 
l'intervalle  de  j3  =  [3„  à  ^  =  j3,  ;  et  il  ne  communique  que  lentement  sa 
chaleur  à  ses  voisins.  Donc  les  valeurs  notables  de  0  n'existent,  pour 
ces  fluides,  que  dans  un  clianq)  étroit,  de  j)art  et  d'autre  de  a  =  o,  et 
pour  ^  croissant  depuis  [3„,  environ,  jusqu'à  l'infini.  Elles  sont  même, 
au  voisinage  de  p  =  [îi„,  c'est-à-dire  à  l'avant  du  corps,  là  où  varie  vite 
la  température  du  filet  central,  incomparablement  plus  localisées,  près 
de  a  =  o,  que  sur  les  cotés  du  corps,  ou  surtout  à  son  arrière  et  en  aval, 
où  augmente  peu  à  peu  d'épaisseur  la  mince  couche  des  filets  chaufies. 

Dès  lors,  dans  ce  champ  étroit autpiel  on  [xuit  se  borner,  0  varie  très 
vite  avec  a,  mais  graduellenieni  avec  8.  Donc  le  troisième  ou  dernier 
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terme  de   (5)  s'efface  devant  le  second,  laissant  à  celle  équation  la 
forme  binôme 

de  celle  de  Fourier  pour  réchauffement  d'un  mur.  D'ailleurs,  si  Ton 
appelle  /(p)  les  valeurs  de  0  pour  a  =  o,  ces  valeurs,  nulles 
de  P  =  —  00  à  j3  peu  inférieur  à  j3o,  ne  seront  inconnues  que  dans  une 
étendue  très  restreinte,  à  l'approche  de  la  limite  [i„,  au-dessus  de 
laquelle  elles  deviennent  0„,  c'est-à-dire  la  fonction /(jî)  ou  f,{'^) 
de  (6),  suivant  qu'il  s'agit  de  considérer  les  fdets  correspondant  à 
a  positif  ou  à  a  néj^alif.  Enfin,  pour  |îi>^,,  /(jB),  dont  on  n'aura 
guère  à  s'occuper  dans  ces  régions,  gardera  assez  longtemps  la  valeur 
/(P,),  la  pclitesse  de  K  rendant  lent  le  refroidissement  du  filet  cen- 
tral, une  fois  ce  filet  dètacliè  du  corps. 

L'expression  des  valeurs  sensibles  de  0  sera  donc,  aux  notations  près, 
celle  que  j'ai  donnée  pour  le  cas  d'un  plateau  mince  ('  ),  expression  ré- 
sultant d'une  intégrale,  bien  connue,  de  l'équation  (5  his').  Et  l'on  aura, 
en  y  joignant  l'expression  corrélative  de  la  dérivée  de  0  en  a,  prise  pour 
a  =  0  et,  par  exemple,  du  côté  des  a  positifs  : 


(7) 


I  (S) =-n/^.r«^ -->""• 


S;  III.  —  Pouvoir  refroidissant  du  courant  sur  le  cylindre;  applications 
à  un  plateau  mince,  au  cylindre  circulaire,  aux  cylindres  elliptiques, 
à  une  armille, 

1).    Le  ilux  de  cliaieur,  l"'</.v,  iprémcl,  dans  l'unité  de  lcnq)s  cl  par 
unité  de  longueur  du  cylindre,  la  surface  de  celui-ci  projetée  suivant 

unélcmcuu/i-  du  contour,  aura  l'expression  —  R  (  -^  )  (A,a)(/,v,  égale 

(')    Théorie analyli/iiK'  (le  lu  cIkiIciii-,  mise  en  li<ii-iiiiiinc  avec  lu  'riicriiunly- 
n(imi<iuc  cl  avec  la  Théorie  mécariii/iic  de  la  liiiuière.  I.  II.  y.   i<)i  cl   i<)'-. 


CALCUL    DU    POUVOIR    REtROIDISSANT    DES    COURANTS    FLTIDES.       297 

■d  —  K(-j-]  (A,p)rfsou,enfin,  à  —  K  ^y- j   c^^;  et  la  somme  des  flux 

ainsi  emportés  par  toute  la  branche  des  fdets  bifurques  venue  du  côté 
des  a  positifs  en  sera  l'intégrak',  prise  dep  =  Poàp  =  p,.  Sa  formule 
est  donc 

(8)  ^"'.        '^''° 

Or/(  ^0  —  W-)  n'est  sensible  que  pour  les  valeurs  extrêmement  pe- 
tites de  w;  et/([3,  — w-)  ne  l'est  que  pour  les  valeurs  de  [3,  —  w^  su- 
périeures ou  à  peine  inférieures  à  ^g.  On  peut  donc  supprimer  sous  le 
signe  /  le  terme  — /([5lo  —  w^)  et  réduire  à  VP,  —  (3o  la  limite  supé- 
rieure d'intégration.  Le  second  membre  de  (8),  accru  de  l'expression 
analogue  correspondant  à  la  seconde  branche  des  filets  a  =  o,  donne 
donc  pour  le  pouvoir  refroidissant  du  courant,  chaleur  totale  que  ce 
courant  enlève  au  cylindre  par  unités  de  temps  et  de  longueur,  la 
formule 

/  Pouvoir  refroidissant 


(9)      {       =^\/^  f^^'~''.U(3.~^'-)^f^{^.  -  «=)]  d'-' 


\     =40„^'^(?.-p„), 


où  le  dernier  membre  est  obtenu  dans  l'hypothèse  d'un  excès 

Oo=/(?) 
de  température  constant  sur  tout  le  cylindre. 

10.  Ainsi,  Le  pouvoir  refroidissant  est  proportionnel  aux  racines 
carrées  de  la  conductibilité  intérieure  R  du  courant,  de  sa  capacité 
calorijique  C,  de  sa  vitesse  V,  et  aux  excès  0„  de  température  du  cy- 
lindre, ainsi,  qu'à  la  racine  carrée  de  l'espacement  ^^  —  p^,  loin  du 

Journ.  de  Malh.  (fi*  série),  tome  I.  —  Fasc.  III,   igoS.  •J^ 
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cylindre,  des  deux  swfaccs  d'égal  potentiel  V^  entre  lesquelles  le 
cylindre  se  trouve  compi-is. 

Pour  toutes  les  formes  de  la  section  droite  semblables  et  semblable- 
ment  disposées  par  rapport  au  courant,  les  surfaces  d'égal  potentiel 
sont,  évidemment,  semblables  aussi,  chacune  à  chacune;  et  l'espace- 
ment p,  —  ^j  y  est,  par  suite,  proportionnel  au  contour  de  la  section, 
parcours  total,  sur  cette  section  même,  des  deux  branches  en  lesquelles 
s'est  divisé  le  filet  central.  Nous  appellerons  2L  ce  contour,  ou  L  le 
parcours  moyen  des  filets  sur  le  corps.  Le  pouvoir  refroidissant 
sera  donc,  pour  tous  les  cylindres  de  même  forme,  proportionnel  au 
produit  60  v'KCVL. 

11  est  naturel  de  caractériser  le  pouvoir  refroidissant  en  le  rappor- 
tant, tout  à  la  fois,  à  l'unité  de  surface  du  corps  et  à  l'unité  de  l'excès  ô„ 
de  température  de  cette  surface  sur  le  courant  c:énéral  ;  carie  quotient, 
que  j'appellerai  A",  ainsi  obtenu  sera,  pour  le  corps,  un  coefiîcient 
fictif  de  conductibilité  extérieure  équivalant  à  l'influence  réfrigérante 
du  courant,  savoir,  le  coefficient  qui  donnerait  lieu,  dans  le  vide,  lors 
d'un  excès  pareil  O,,  de  température  du  corps  sur  l'espace  ambiant,  à 
une  sortie  de  chaleur  égalant  précisément  celle  que  provoque  le  courant. 
Comme  la  surface  de  l'unité  de  longueur  du  cylindre  est  2L,  le  quo- 
tient du  dernier  membre  de  (9)  par  2L  0„  conduira,  pour  cette  évalua- 
tion du  pouvoir  réfrigérant  en  conductibilité  extérieure,  à  la  formule 


^.o)  A=Ay 


KCV^^"- 


On  voit  (\uc,  pour  tous  les  cylindres  de  même  forme,  la  conduc- 
tibilité extérieure  fictive,  k,  représentative  du  pouvoir  refroidissant 
d'un  courant  fluide,  sera  proportionnelle  aux  racines  carrées  de  la 
conductibilité  intérieure  du  courant,  de  sa  capacité  calorifique  par 
unité  de  volume,  de  sa  vitesse  générale  et  de  r inverse  du  parcours 
moyen  de  ses  filets  sur  le  corps. 

Celte  dernière  influence  se  conçoit  en  observant,  comme  je  l'ai 
fait  au  Tome  H  (p.  195)  de  mes  leçons  sur  la  Théorie  analytique  de 
laChaleur,  qu'un  faisceau  de  filets  contigu  au  corps  s'est  déjà  chaullV' 
d'autant  plus,  après  un  certain  parcours  sur  lui,  et  reste  d'autant  moins 
apte  à  11-  lefroidir,  (lu'il  l'a  suivi  plus  loiigtem|)S. 
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11.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  d'un  plateau  mince,  présentant 
sa  tranche  au  courant,  ou  qui  ne  dévie  pas  les  fdets  fluides  dans  une 
mesure  sensible.  L'espacement  des  surfaces  d'égal  potentiel  y  est  donc 
le  même  près  du  corps  qu'au  loin  et  la  difTérence  ^,  —  [3„  s'y  réduit  au 
trajet  L  des  fdets  fluides  sur  le  plateau,  c'est-à-dire  à  la  largeur  de  ce- 
lui-ci. On  a  donc 

(11)  (pour  un  plateau  mince)     k  = —=.  \/ — —     ('j. 

yii  V      ^ 

12.  Imaginons  maintenant  que  la  section  droite  soit  le  cercle,  de 
rayon  R,  ayant  pour  équation  jj'+j'-  =  R^,  où  nous  supposerons  la 
coordonnée  jK  prise  suivant  le  sens  du  courant. 

Partant  d'une  fonction  ç  de  a;  et  de  jk  dont  le  paramètre  Aj  dans  le 
plan  des  xy  soit  nul,  nous  essayerons  de  poser 

(12)  y.  =  x-^,     p=y  +  ^  +  const.. 


expressions  qui  vérifient  identiquement  les  conditions 

dt  d'ij         d 

dx  dx         dv  dy 


.    f,  .  .  .    r,         di  d'!i         d  1  d% 

A/^  =  o,     A,a  =  o,     A,a  =  A,!3,  —  4- ;^  ^  =  o , 


(')  La  multiple  proportionnalité  des  flu\  émis  et  aussi,  par  suite,  du  pouvoir 
refroidissant,  à  yKCV,  ne  subsiste  généralement  plus  quand  cesse  d'être  petit  le 

coefficient  ^-rr  de  l'équation  indéfinie  (  5),  coefficient  dont  nous  appellerons  c  l'in- 
verse. Pour  le  reconnaître  sur  un  exemple  particulier,  supposons  le  plateau  indé- 
fini dans  les  doux  sens,  ou  s'étendant  de  j5rr  —  coà  j3  =  -f-cio,  avec  des  tempéra- 
tures 0„  de  la  forme  e"'P,  évanouissantes,  comme  on  l'admet,  aux  grandes  distances 
en  amont,  mais  croissantes  vers  l'aval.  L'équation  (5),  et  les  deux  conditions 
adjointes  Or=0o  (pour  i^o),  0=:o  (pour  %  infini  ),  se  trouvent  alors  satisfaites  par 


la  solution  simple,  exponentielle,  0  =  e'"'  '"  '"  °^  ;  et  le  flux,  — K  (  —  \  - 
émanant  vers  les  a  positifs  de  l'unité  d'aire  du  (ilateau.  vaut  Kd^^cm  —  ni-  ou 
0„  1  /  K.C\ m  l  I  —  -p^,  m  j.  C'est  seulement  quand  le  produit  j=r^  m  est  peiit  vis- 
à-vis  de  l'unité,  que  ce  résultat  peut  être  réduit  à  0„\/KC\ m  et  devient  jiropor- 
tionnel  au\  racines  cairées  des  trois  paramètres  K,  (>.  \  du  courant. 
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dont  les  trois  'dernières  résultent  de  la  première  et  de  Téquation  (4), 
également  vérifiée.  Comme  les  cosinus  directeurs  /,  m,  n  de  la  vi- 
tesse V  seront  o,  i,  o,  les  trois  premières  relations  (3)  se  trouveront 
satisfaites,  si  nous  choisissons  a^  proportionnel  au  logarithme  népérien 
de  la  distance  p  =  ^a7*-)-y'  au  centre,  logarithme  qu'on  sait  avoir 
son  Ao  nul  et  ses  dérivées  partielles  évanouissantes  pour  o  infini.  Après 
quoi,  nous  déterminerons  le  coefficient  de  proportionnalité,  de  manière 
à  vérifier  la  première  condition  (2)  exprimant  la  perpendicularité  des 
lignes  [3  =  const.  au  cercle  de  rayon  R.  Il  viendra  ainsi 

(i3)  y,  —  x(i  —  ^\,     p  z=_y  M  +  —  \  +  const. 

On  voit,  en  remplaçant  p^  par  a?-  + j-,  que  les  filets  et  les  lignes 
d  égal  potentiel  sont  des  courbes  du  troisième  degré,  symétriques, 
les  premières,  par  rapport  à  l'axe  des  x,  les  secondes,  par  rapport  à 
Taxe  desj^'  (');  et  que,  hors  de  la  section  p  =  R,  les  filets  correspon- 
dant aux  petites  valeurs  absolues  de  a  sont  bien,  partout,  soit  à  de 
très  petites  distances  ±  x  àc  l'axe  des  j',  en  s'en  tenant  constamment 
du  côté  où  X  a  le  signe  de  a,  soit  à  de  très  petites  distances  de  la  section 


(')  Les  deux  courbes  singulières  [5„5   ?i   étant  celles  qui  passent  par  les  deu\ 
points  X  =  o,  j  =  ±  R,  leurs  équations  sont 

ou  bien,  en  posant  j'  =  H  ;,  ^y  ^  ±  R(i  -t-  tj  ),  substituant  et  réduisant , 
^"('  —  ^/)=^  1^1'  (1  +  ■'i),  c'est-à-dire  enfin  -  :=  ±  1  /  — — ^• 

L'on  voit  que,  aux  environs  du  point  singulier  (;  =r  o,  t,  ^o),  chacune  d'elles 
ressemble  au  système  des  deu\  droites  rectangulaires  exprimées  par  l'équation 

-  ^±  I,  ou  se  croisant  symétriquement  ])ar  rapport  à  l'axe  des  y.  Les  <leiix  points 

singuliers  sont  donc  doubles  et  non  dt;  rehroussenieiU.  Cette  inclinaison  à  t^h" 
sur  l'axe  des  j  établit  la  tiansition  la  plus  naturelle  possible  entre  la  perpendi- 
cularité, sur  les  j',  des  courbes  Ji,  bien  continues,  entièrement  extérieures  au  cy- 
lindre, et  le  quasi-parallélisme  final  aux  y,  des  courbes  P  voisines  coupées  par  le 
cylindre,  sur  lequel  elles  arrivent  nornialotncnl . 
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p  =  R,  sans  la  couper  non  plus.  Et  le  filet  central  a  =  o  contourne 
bien  le  corps. 

On  voit  aussi  que,  sur  le  cylindre,  où  p  =  R,  la  valeur  de  p  devient 
ay  +  const.  ;  et  que  son  accroissement  total  [3,  —  pj,  entrejK=  —  R 

et  y  =  R,  est  4  R,  c'est-à-dire  le  produit,  par  -,  du  trajet  L  =  irR  des 

filets  sur  le  corps.  La  formule  générale  (lo)  devient 

(l'î)  (pour  un  cylindre  circulaire)     A"  =  'y^T^' 

Le  coefficient  numérique,  ->  de  l'expression  de  k  est  donc,  pour  un  con- 
tour circulaire,  le  carré  de  ce  qu'il  est,  d'après  (i  i),  pour  un  contour 
rectiiignc  (c'est-à-dire  infiniment  aplati);  et  il  égale  l'inverse  du  rap- 
port, ^>   de  la  circonférence,  au  périmètre  du  carré  circonscrit.  Ce 

coefficient,  caractéristique  du  pouvoir  refroidissant  pour  les  diverses 
formes  de  la  section  droite,  grandit  ainsi,  comme  on  pouvait  s'y 
attendre,  avec  la  convexité  de  la  section  sur  le  parcours  L  des  filets 
fluides. 

15.   On  peut  regarder  les  deux  formes  précédentes,  rectiligne  et 
circulaire,  comme  les  deux  cas  extrêmes  d'une  section  elliptique,  dont 

on  donnerait  les  axes  2a,  2b  et  féquation  —  -+-  t?  =  i-  Dans  ce  cas,  il 

y  aura  lieu  de  considérer  les  ellipses  homofocales  de  celle-là  et  qui  lui 
sont  extérieures.  Leur  équation  sera 


a-  -H  X         />-  +  À  ' 

OÙ  X  désigne  un  paramètre,  fonction  déterminée  de  a;  et  de  jk  définie 
par  cette  équation  même,  constant  sur  chacune  de  ces  ellipses,  mais 
croissant  de  zéro  à  l'infini  quand  on  les  construit  de  plus  en  plus  grandes 
autour  de  la  proposée. 

Alors  les  équations  (i),  (:>.)  et  (3)  en  j3  s'intègrent  de  la  même  ma- 
nière, ou  avec  les  mêmes  calculs,  que  pour  l'ellipsoïde  dont  les  homo- 
focaux  auraient  en  plus,  au   premier  membre    de  leur  équation,    le 
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-2 


terme    ,"   .  •  Quel  que  soit  le  nombre  n  (i,  2  ou  3)  des  coordonnées 

X, y,  . . .,  il  existe  n  solutions  analogues,  convenant  aux  cas  respectifs 
de  courants  dirigés  suivant  les  divers  axes,  solutions  de  la  forme  xy, 
ou  y]/,  ...,  dans  lesquelles  y,  •]/,  ...  sont  des  fonctions  convenable- 
ment déterminées  de  "k.  Par  exemple,  dans  celle  qui  a  la  forme  |3  =  xy, 

JQ 

si  Ton  veut  que  les  dérivées  -j- deviennent  respectivement  i, 

0,0,...  pour  À  infini,  la  fonction  y  doit,  d'abord,  pour  donner 

A,^=o, 
satisfaire  à  l'équation  différentielle 


(16)  ^^-^-f-'f-^ 


-/_'         rt^-HÀ         2  \rt- -|-  ).         b^-+'i. 


=  o, 


et,  finalement,  pour  vérifier  les  conditions  (2)  et  (3)  en  [i,  recevoir 
l'expression 

^    '^  ''-  ^Ji    (a'--f-X)v'(«'--t-X)(6-^-)-X)... 

où  A  désigne  la  constante 

(.8)     A=^-r — ^  ^^'         (■) 

I  i.  Dans  le  cas  présent  des  deux  coordonnées  x  ely,  il  faudra  faire 
aljstraction  de  r  et  de  z,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  prendre  r  infini 
pour  passer  de  Tellipsoïdc  au  cylindre  elliptique.  Alors  c  disparaît  des 
formules  (17)  et  (18),  comme  facteur  commun  figurant,  en  dénomi- 
nateur, dans  A  et  dans  l'intégrale  définie  que  contient  l'expression 


(  '  )  On  peut  voir,  ii  ce  sujet,  par  exemple,  les  pages  217  à  219  du  Tome  II  de  mes 
leçons  sur  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  elc.  Seulement,  comme  ici  y  de- 
vient I  (et  non  zéro)  à  l'infini,  c'est  y  —  1  qui  se  trouve  appelé  tp  dans  les  pages 
citées;  ce  ([ui  y  modifie  légèrement  la  condition  (2  )  en  3,  dont  un  terme  se  trouve, 
finalement,  changé  de  membre. 
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('?)  de/.  Or  cette  intégrale  définie,  ainsi  réduite,  devient  identique- 
'"'^"^  T^-IThi  y  ~  y/^J?^  )'  comme  le  montre  une  différentiation  im- 
médiate; et  l'expression  de  A  devient  elle-même  -, — ? L'on  a  dès 

bya  -h  b) 
lors 

Puisque  la  solution  générale  [3  cherchée  ici  doit  avoir,  pour  x  ou  y 
infinis,  ses  deux  dérivées  en  a^  et  y  respectivement  égales  aux  deux 
cosinus  directeurs  /,  m  du  courant,  il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier 
par  /  cette  solution  particulière  (19),  par  m  la  solution  analogue  y^, 
et  à  faire  la  somme.  Il  viendra  donc,  à  une  constante  arbitraire  près, 

sur  le  cylindre,  où  a  s'annule,  cette  expression  admet  successive- 
ment, vu  la  relation  P-i-m-  =  i,  les  formes 


(.,)    .     =±(«  +  /,)0/..™=)(|  +  £)_(;|_„î 


xy 


=  ±(«  +  ^)^i-/^m^(^- 


■y 

m  b 


La  dernière  montre  que  le  minimum  p,,  et  le  maximum  [î,  se  réalisent 
en  deux  points  opposés,  pour  x  ^^^la,  y  =  z^  mb ,  et  qu'ils  valent 
zp  (a  +  h).  Ainsi,  Vespacemenl  [i,  —  [3,„  loin  du  cylindre,  des  deux 
lignes  d'égal  polenliel  entre  lesquelles  est  compris  le  contour  du 
cylindre,  égale  la  somme  des  axes  ia,  2b,  dé  la  section  elliptique; 
et  les  points  singuliers  respectifs  {zç  la,  qz  mb)  de  ces  lignes  sr 
trouvent  aux  deux  extrémités  d'un  même  diamètre. 

Comme,  d'ailleurs,  le  parcours  L,  sur  le  cylindre,  de  chaque  branche 
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du  filet  central  qui  le  contourne,  est  justement  le  demi-périmètre  ellip- 
tique reliant,  du  côté  correspondant,  les  deux  extrémités  de  ce  dia- 
mètre, si  l'on  appelle  S  le  périmètre  entier  de  l'ellijise,  S'  celui  du  rec- 
tangle circonscrit  à  côtés  dirigés  suivant  les  axes  (de  sorte  qu'on  ait 
L  =  ^S,  p,  — [3o=  ^S'),  la  formule  générale  (lo)  donnera 

(22)      (pour  le  cylindre  elliptique)    A"  =  ( -^  1 /-^  1  v/~~i — 

Donc,  quand  le  cylindre  a  pour  section  droite  une  ellipse^  la  con- 
ductibilité extérieure  k,  représentative  du  pouvoir  refroidissant, 
est  indépendante  de  la  direction  du  courant  dans  le  plan  des  deux 

axes  de  cette  ellipse;  et  son  coefficient  numérique,  1 /::  -^  >  variable, 

avec  la  forme  de  l'ellipse,  comme  la  racine  carrée  du  rapport  du 
contour  rectangulaire  circonscrit  à  l'ellipse  suivant  les  axes,  au 
contour  de  l'ellipse,  est  la  moyenne  proportionnelle  entre  ce  rap- 
port lui-même  et  sa  valeur  maxima  ou  finale  ^)  relative  au  cylindre 

circulaire.  Il  grandit  à  mesure  que  l'ellipse,  d'abord  infiniment 
aplatie,  se  rapproche  du  cercle  ('),  conformément  à  ce  ([u'on  a  vu 
après  la  formule  (i4)- 

11  est  remarquable  que,  pour  un  plateau  mince,  à  profil  elliptique 
infiniment  aplati,  ce  coefficient  soit,  comme  pour  toute  autre  forme 
elliptique  du  profil,  indépendant  de  l'angle  fait  par  le  courant  général 
avec  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

{')  On  le  reconnaît  aisément  sur  la  formule  du  contour  S,  approchée  (sauf 
pour  les  ellipses  très  aplaties),  que  jai  donnée  dans  mon  Cours  d' Analyse  infi- 
ni léximale  pour  la  Mécanique  et  ta  Physique  (  t.  II,  Partie  élémentaire,  p.  1 1 2  ). 

Celle  expression  est  S  =:  n  (  3 \lab  ).  Divisée  par  le  contour  !\(a  -+-  b) 

du  rectangle  circonscrit,  elle  donne 


S 
S' 


I        •"  /o       \h.a,'y.  h\ 

'-'^v-irnr)' 


valeur  visiblement  croissante  quand  la  moyenne  géométrique  y  .!  a. 2  ^  des  axes  a 
lin  rapport  de  plus  en  plus  faible  à  leur  moyenne  arithmétiiiue  a  ■+■  b,  c'esl-à-dire 
ijuand  l'ellipse  s'éloigne  de  la  forme  ciiculaire. 
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là.  L'expression  (22)de  A  devra  pouvoir  servir  au  calculde  la  cha- 
leur cedoe  a  J  an-  par  une  armille  ou  une  barre  à  seelions  elliptiques, 
se  reroKhssant  dans  un  courant  perpendiculaire  au  plan  de  son  ax^ 
ongauduial,  crculane  ou  non.  En  effet,  si  les  axes,  L,  ./>,  des  sec- 
tions sont  asse^  petits  par  rapport  aux  rayons  de  courbure  de  Taxe  lon- 
g.ludxnal,  les  tronçons  de  rarn.ille  ou  de  la  barre  ne  différeront  pas 
sensible.nenl  de  notre  cylindre  elliptique  de  longueur  indéfinie 


e 


§  IV.  -Échauffement  par  un  corps  de  révolution,  d'un  courant  fluid 
1  enveloppant  et  dirigé  suivant  son  axe. 

,  p*^-  /\"  "';'  'T''  '^"'  ''''"'  "'""'^'"^  i.ulépendantes,  dans  le  pro- 
blème de  1  ecbaulïemenl  permanent  d'un  courantfluide  indéfini  par  un 
corps  hxe  qu.  s'y  trouve  innuergé,  lorsque  le  corps  est  de  révolution 
autour  d  un  axe  parallèle  au  courant  général,  et  qu'on  maintient  sa 
surface  a  une  même  température  0„  le  long  de  cbaque  (cercle)  paral- 
lèle. Alors,  par  raison  de  symétrie,  les  surfaces  ^  =  const.  d'ial  po- 
tentiel sont  elles-mêmes  de  révolution  autour  de  l'axe,  et  les  filets 
fluides  suivent  leurs  trajectoires  orthogonales  dans  les  plans  méridiens", 
hi  1  axe  de  révolution  est  j.ris  comme  axe  des  y,  les  deux  variables  dont 
dépendront  p  el  0  seront,j^ourcl,aquc  point(,r,  j,  z)  du  fluide,  la  per- 
pendiculaire, /•,  égale  à  v/x-  +  -,  abaissé,  dn  point  sur  cet  axe,  et  la 
distance,  y,  de  son  pied  à  l'origine. 

La:j^lalion  ^,p  =  o,  multipliée  par  ,-,  deviendra,  comme  on  sait, 
dJ-  y'j7-)  +  7IJ-  (/Vt?)  =  "'  f''^  sorte  que  l'équation  différentielle  (dans 

""  '''""  ""^"''i*^")!^''  ~§'^y  =  o,  des  niels  fluides,  orthogonaux 
aux  lignes  [3  =  const.,  admettra  le  facteur  d'intégrabilité  /■.  Los  fllels 
auront  donc  ré(pialion  flnie  a  =  const.,  si  l'on  pose 

^^^)  ■  -/'•(g^^'-:g^^)-const., 

f-n,ule  où  nous  elléetuerons  l'intégration  de  manière  que  a  s'annule 
>^uv  \q /i/d  central. 

Celui-ci  coïncide  avec  l'axe  des  y  depuis  y  =  ~  y,  jus.pi'à  la  vm- 

Journ.  de  Matk.  (C  série),  lomc  I.   -  Fuse.  III,  ,o„5.  d^ 
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contre  du  corps  à  son  premier  p(jle,  où  le  lilel  s'élale,  encore  par  rai- 
son de  symétrie,  en  une  nappe  recouvrant  toute  la  surface.  Au  second 
pôle,  les  fdets  élémentaires  composant  la  nappe  se  rejoignent,  pour 
continuer  ensemble  et  indéfiniment  leur  trajet  sur  l'axe  des  j'. 

Dans  charpie  plan  méridien,  les  autres  filets  fluides,  bien  continus, 
auront  leur  paramèlre  a  positif.  Kn  effet,  l'équalion  ('-i3)  donne  a 
croissant,  à  partir  de  zéro,  quand  on  s'éloigne  du  premier  filet,  consi- 
déré au  point  où  /■  y  est  maximum.  Car,  en  ce  point,  où  la  vitesse  se 
trouve  dirigée  suivant  les  y  positifs,  la  dérivée  en  /■  du  potentiel  Vjî 
est  nulle,  mais,  sa  dérivée  cn_)',  positive  :  ce  qui,  d'après (23),  y  rend 
dv.  de  même  signe  que  dr. 

D'ailleurs,  toutes  les  surfaces  p  =  const.  interrompues  par  le  corps 
ont  leur  paramètre  compris  entre  un  minimum  [3o  et  un  maximum  ^i, 
caractérisant  les  deux  d'entre  elles  qui  aboutissent  respectivement  au 
premier  pôle  et  au  second  pôle,  où,  vu  leur  inclinaison  finie  sur  le 
corps,  elles  présentent  un  point  conique,  le  seul  par  lequel  le  lilet  cen- 
tral puisse,  soit  atteindre  le  corps  en  s'y  divisant,  soit  le  quitter  après 
reconstitution  de  son  unité. 

17.  Cela  posé,  adoptons  a  et  ^i  comme  variables,  au  lieu  de  /•  cl  y. 
D'après  (23),  on  n'aura  plus,  comme  dans  le  cas  du  cylindre, 

ni  A^a  =  o,  mais  seulenu'nt  A,  a  =  rA,  [3;  et  lui  calcul  simple  montre 
c|ur  A, a  vaudra  k-  lioiihii'  t\c  la  di'rivéc  prcuiièi-e  di'  [îi  eu  y.  l'ar  suite, 
l'équation  (i)  en  0,  où  0  sera  fondion  dQX,y\,  z  |iar  riutermédiairc 
de  y.  et  de  ^,  deviendra  aisément,  après  division  pai-  (A,  [3)-, 


(M) 


c^  _    K_ 
5?  ~  CV 


■    ..d-i)  >.       d';.  di\         d-H 


La  présence  de  /•  et  des  dérivées  premières  de  [3  au  second  meuibre 
l'iiipècbe  cette  équation  d'élre,  comme  quand  il  s'agissait  d'un  cylindre, 
in(l(''pi'ii(lanle  (\t;  la  forme  du  corps.  Mais,  si  le  coiu'aut  est  peu  conduc- 
Icui-,  ou  qui'  0  soil  scnsiiilc  sculcnirnl  pour  une  assez  mince  couclie 
llulde  niisseliiut  sur  le  corps,  c'est-à-dire  [joui'  les  petites  valeurs  de  a, 
l;i  drTiv(''e  seconde  di'  0  eu  y.  ]iréd(uninera .  dans  la  pai'iMillièse  de  ('î'i). 
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au  point  de  rendre  celle-ci  réductible  à  son  premier  terme,  en  même 
temps  que  le  coefficient  rMui-même  le  sera  à  sa  valeur  sur  le  corps,"fonc- 
tion  de  [i^censée  connue.  Introduisons  alors,  au  lieu  de  p,  la  nouvelle 
variable  ''^'  =  fr-d%  croissante  de  zéro  à  une  certaine  valeur  |B'  entre 
les  deux  limites  [3  =  [3„,  p  =  ;3,  ;  et  nous  aurons  encore,  en  0,  pàreille- 
•  ment  à  (5  I>is),  l'équation  binôme  de  Fourier 

Il  en  résultera  donc  l'intégrale  et  la  formule,  analogues  à  (7), 

La  fonction /(j3')  y  exprime  les  températures  0  du  filet  central  a  =  o 
savoir,  les  valeurs  0„  données,  entre  ,3'  =  o,  p'=[5',,  et  des  valeurii 
aul/es  hors  de  ces  limites.  Il  faut  remarquer,  en  eiïet,  que,  /•  s'anuu- 
lant  sur  le  filet  central,  soit  pour  [5  <  [3„,  soit  pour  p  >  p,,  les  valeurs 
négatives  de  p'  et  ses  valeurs  supérieures  à  |î',  correspondent  respecti- 
vement a  [3  =  -  30  et  à  p  =  yz,  c'esl-à-dire  aux  points  du  filet  central 
inlmiment  éloignés  du  corps  et  où  0  =  o. 

La  substitution  de  p'  à  [ii  comme  variable  transforme  donc  l'expres- 
sion du  phénomène  en  accot/rci.s.mnf,  pour  ainsi  dire,  dans  un  rapport 
nilini,  les  circonstances  produites  tant  à  ramonl  qu'à  Taxai  du  corps  el, 
des  lors,  peu  intéressantes  au  point  de  vue  du  pouvoir  refroidissant  : 
ce  qui  constitue,  ici,  plutôt  un  avarilage,  puisque  l'évaluation  du  pou- 
voir refroidissant  est  notre  but  [)nii(ipal. 

§  V.  -  Pouvoir  refroidissant  du  courant  fluide  sur  le  corps  de  révo- 
lution :  applications  à  la  sphère,  à  l'ellipsoïde,  au  plateau  circulaire, 
a  une  aiguille. 

18.    Leilin  (1,.  clialeur  émis,  dans  l'uuilr  de   temps,  par  une  /„ne 
élémentaire  ■.-/-. Av  de  la  serlaee  sera,  si  .//m>sI  uur  pehie  normale  à 
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la  zone,  menée  dans  \o  fluide,  le  prodiiil  de  Faire  i-rds  par 
dn  ~~  \d:ij(id/i  XdoiJ^     '   ■' 


savoir 


ou 


Intégrons  de  Ji'=  o  à  ^' =  [51',,  après  avoir  remplacé  la  dérivée  de  0 
en  a  par  son  expression  (-iG);  et  nous  aurons,  comme  chaleur  totale 
soustraite  au  corps  par  le  courant  dans  l'unité  de  temps,  en  opérant  de 
même  qu'au  n°  U,  puis  admettant,  linalement,  l'uniformité  de  0„  : 

(  /r, 

/,_\     )  Pouvoir  refroidissant  =4  v'-KCA'  /        ./(?,- ^'-'' )<^w 
!  =40„v-KCV^;. 

Le  poinoif  refroidissant  est  donc  proportionnel  aux  racines  car- 
rées de  la  condactihilité  Iv  da  courant,  de  sa  chaleur  spécifique  C 
pai-  unité  de  volume,  de  sa  vitesse  \ ,  et  proportionnel  aussi  à  r  excès 
0„  de  tenipéi'dture  du  corps,  en  inénie  temps  qu'à  la  racine  carrée 
lie  r inté ivraie  '^\,  laquelle,  pour  tous  les  corps  de  même  forme, 
orientés  de  même  dans  le  courant,  est  en  raison  directe  de  leur  vo- 
lume. 

Evaluons  ce  jjouvoir  eu  (•()nducliliilil(''  evléricure  A ,  comme  au 
n"  10,  en  le  rapportant  à  l'unité  des  excès  0„  de  température  du  corps 
et  à  Tunilé  de  sou  aire  totale  g,  c'est-à-dire  en  le  divisant  par  OuT. 
\ous  aurons 


(28)  /.■  =  4y/-KCV^, 

expression  eiilièrement  analogue  à  (lo),  ou  [)ri)duit  dun  facteur,  cou- 
slani  |>oni'  cliaque  lormi'  du  corps,  p<ii' 1  / — ; — ;  car  le  (piolieni  du 
cai-n''  7'^  (II'  lairc  du  cnrps,  par  la  (|n;uilili''  à  li'ois  dinuMisinfis  ^i,,  sci'a 
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proporlionnel,  chez  tous  les  corps  semblables  (et  bien  entendu  sennbla- 
blement  placés  dans  le  courant),  à  une  de  leurs  lignes  homologues, 
notaiiuuent  à  leur  demi-méridien  L,  mesurant  le  trajet,  sur  le  corps 
même,  de  tous  les  filets  élémentaires  en  lestjuels  se  divise  ou  s'épanouit 
le  filet  central. 

19.   Soit  d'abord  le  cas  de  la  sphère  de  rayon  R,  où  Ton  a 


La  dérivée  de  [i  en  y  devant  devenir  i  aux  distances  p  =;  y'/-'  +J''  <^hi 
centre  infinies,  attribuons  à  [i,  comme  dans  le  cas  du  cylindre  cir- 
culaire (n"  12),  mais  en  remplaçant  actuellement  r  par  /-  dans  l'ex- 
pression de  p,  la  forme 

!^=->'  +  ^  +  *^'^"'^-' 

où  ^  sera  encore  une  fonction  à  paramètre  difTérentiel  Ao  nul  et  à  déri- 
vées évanouissantes  pour  p  infini.  La  plus  simple  de  ces  fonctions  est, 
comme  on  sait,  le  quotient  d'une  constante  par  la  distance  p  du  point 
(x,yj  z)  à  l'origine.  Substituons  donc  ce  quotient  à  :p;  et  déterminons 
la  constante  de  manière  à  vérifier,  si  c'est  possible,  la  condition  (2) 
en  p,  devenue  ici,  dans  le  plan  méridien, 

(pourp  =  R)     r^+y-^  =  o. 

L'on  obtient  ainsi,  pour  la  constante,  la  valeur  —  ';R'';  et  il  en  résulte 
définitivement 


const. 


(29)  ?=>'(' 

Après  quoi,  l'équation  (23)  donne  pour  a  l'expression 

Les  lignes  d'égal  potentiel  et  les  iilcls  fluides  ont,  (ju  le  voil,  des 
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formes  notablement  plus  compliquées  que  dans  le  cas  du  cylindre  cir- 
culaire. Mais,  dans  Fespace  occupé  par  le  fluide,  c'est-à-dire  pour  p 
au  moins  égal  à  II,  le  filet  central  reste  très  simple,  comme  il  le  fallait, 
puisque  l'équation  a  ^  o  se  dédouble  en  /-  =  o  et  p^  =  R'  :  ce  qui 
donne  bien,  d'une  part,  la  partie  de  l'axe  des  y  extérieure  à  la  splière  et, 
d'autre  part,  toute  la  surface  p  =  Il  de  celle-ci.  De  même,  l'expression 
de  ^  sur  le  corps  reste  très  simple  aussi,  l'hypothèse  o  =  Il  réduisant 
la  formule  (29)  à  |3  —  ^^'  +  const.  Il  en  résulte  pour  [3'  et  [ï',  les  formules 
respectives,  dans  la  dernière  desquelles  L  désigne  le  parcours  -Rdes 
filets  sur  la  sphère  : 

(3.)  -      ,.  -^-^ 

?;=U     {W'-y^)dy=i\{^=^\J. 

Portons  dans  (28),  avec  cette  expression  de  '^\  en  fonction  de   L, 
celle  de  la  surface  7,  ([ui  est  /[-II^  ou  :;  L-  ;  et  il  viendra 


KCV 


(3a)  (  pour  la  sphère  )    k  =  \/2 1 /■ 

Le  coefficient  numéri(pie  de  celte  formule,  \i  ou    t.'jifa,  excède 

l'iicore  celui,  -  ou  1,2^^2,  qui  est  propre  au  cylindre  circulaire,  lequel 

excédait  déjà  Ir  cocfficienl  -4i  =  i,i2S4  relalif  au  plateau,  (j'est  ijue, 

conformémenl  à  la  remarque  faite  à  la  fin  du  n"  12,  il  grandit,  à  éga- 
lité du  parcouis  L,  avec  la  convexité  de  la  surface,  et  que  la  sphère 
surpasse  le  cylindre  en  convexité,  celui-ci  étant  dépourvu  de  courbure 
dans  le  sens  des  génératrices  reclilignes. 

Nous  verrons  toutefois,  an  n"27.  (pie  ces  convexités  du  corps,  sui- 
vant le  sens  du  filet  et  suivant  le  sens  [)ei'j)en(licnlaire,  ne  font  grandir 
le  coefficient  numérique  de  A,  (juen  tantqu'elles  accroissent  le  rapport 
moyen  de  la  vitesse  d'écoulement,  sur  le  cor[)s,  du  filet  de  ])arcours  L, 
à  la  vitesse  générale  V  du  courant,  el,  sniloul,  en  lant  (pri'llçs  icndcnl 
rclalivçment  pins  variable,  d'un  bout  à  lanlrc  de  ce  trajet  L,  la  hiri;cnr 
de  l'étroite  bande  de  surface  arrosée  jiar  le  IIKm  fluide. 
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10.  .Passons  maintcnaiU  de  la  sphère  r-  4- j-  =  R-  à  rellipsoide 


c-  0- 


donl  a,  h  sont  respectivement  le  j-ayon  équafo?-ial  elle  demi-axe pu- 
Laire.  Les  formules  (iG),  (17),  (18)  s'y  appliquent,  à  cela  près  que, 
les  cosinus  directeurs  du  courant  étant  ici  (o,  1,0),  [i  cessera  d'être  le 
produit  j,-/  pour  devenir^'l,  que,  par  suite,  les  constantes  «,  />,  c,  A 
devront  être  remplacées  respectivement  par  b,  c,  a,  B,  et  qu'il  faudra, 
d'ailleurs,  faire  c  =  a.  Nous  aurons  donc 

['^^y\^  +  il jl+const., 

(33)  '  avec 

B  =  -^- r ^!± 

\  J„       (a'-+/.){l>-'+hy- 


Or,  en  réduisant  la  dilTéreiUieile  binôme  qui  figure  dans  ces  formules, 
on  trouve,  comme  le  montre  une  dillérentiation  immédiate, 

/3r\    f ^J} _.       2  '  rs'ù^TT.  du 


et,  de  plus,  il  vient  aisément,  suivant  que  l'ellipsoïde  est  aplali 
ou  allongé,  c'csl-à-dire  suivant  cpic  «^  est  supérieur  ou  inf('iicur 
à  //■', 


(35) 


sou ^— I0L-.    M'+>-  +  v/^^-«' 


s/ h' —a''         y    ^;V/-4-X  — y'^2_„2- 
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On  aura  donc,  pour  B,  les  valeurs  respectives 
I  (ellipsoïde  aplati) 


B 


(36) 


la-—  II' 


«-—  b- 
(ellipsoïde  allongé) 

B   =    ..^Y^    -    ^-^:^   loo- 


h  I  .  k/rt-—  II-  \ 

—  -+-   ,  arc  tan"-  ^ — ; , 

a'         s^l„-—h-  "  /'         / 


A  la  sui'face,  où  \  —  o,  les  deux  formules  (33)  donnent,  ]iar  une 
réduction  évidente, 

(^.ornme  Tintégrale  f~i-  dy,  prise  de  ["i  =  [i„  à  ^:1  =  [ïl,,  c'est-à-dire 
entre  les  limites  _y  =  q^  6,  exprime  le  volume  ~  rui-b  de  Fellipsoïde, 
la  valeur  de  [5',  sera  ^,  et,  finalemeni,  la  formule  {■i".)  deviendra 


(38)  Pouvoir  refroidissant  =  <SÛ„  v/"~~nj— • 

Il  ne  restera  plus  qu'à  y  rem[)lacer  B  par  la  valeur  (36)  convenable; 
après  (pioi  Ton  passerait,  s'il  y  avait  lieu,  à  l'expression  (28)  de  /.,  peu 
simple  ici  en  raison  des  formules  compliquées  de  la  surface  a  cl  du 
demi-méridien  T^. 

*il.  Bornons-nous  aux  deuv  cas  extrêmes  d'un  ellipsoïde  ou  1res 
aplati,  ou  très  allongé,  c'est-à-dire  d'un  dis(/i/c  ou  plaleau  circulaire, 
de  rayon  a,  et  d'une  aiguille,  de  longueur  2  A. 

Dans  le  premier  cas,  où  b  s'évanouit,  l'arc  tangente  de  la  première 

i'oruude  (  ')())  devient  -  clla  valeur  de  1»  est 
(3f))  (  poui' un  disque)     B  =  — • 

|]ii  niiMui'  ((in[is  1  aile  t  se  l'éduit  aux  deux  faces  ilu  plaleau,  'iTia' 
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en  lout,  eL,  le  trajet  L  des  filets  sur  le  corps,  aux  rayons  respectifs  de 
ces  faces,  soit  à  la  somme  ia.  L'on  a  donc  B  =  ^;  cr  =  -  L=:  et,  en 
divisant  par  0„cr  la  formule  (38),  il  vient 

(4o)  (pour  un  disque)     A-  =  ^  l/^- 

Le  coefficient  numérique  -^  =  1,4702  de  celte  formule  excède  celui, 

^  =  1,2732,  du  cylindre  circulaire,  et  celui  même,  v/â  =  1,4142,  de 
la  sphère.  Mais,  aussi,  la  convexité  de  la  surface,  sur  le  trajet  L  des 
filets,  est  énorme  au  passage  d'une  face  du  disque  à  l'autre  face  (où  se 
renverse  brusquement  le  sens  des  filets  fluides),  passage  exigeant  de 
grandes  vitesses  dV-coulement  au  bord  du  disque  (');  et  elle  rend,  en 
outre,  variable  au  plus  haut  degré,  sur  lout  le  trajet  L,  la  largeur'des 
filets  fluides.  Ces  circonstances  font  donc  grandir  le  coefficient  numé- 
rique de  k  comme  il  a  été  dit  à  la  fin  du  n°  19;  et  c'est  dans  le  rapport 
^3Z  ~  ijJOO,  de  —  a  —,  puisque  ce  coefficient  serait  -^  pour  un 
plateau  tangent  au  courant. 

Soit  maintenant  le  cas  opposé  de  Vaignilh,  où  le  rayon  équalorial  a 
est  très  petit.  La  seconde  formule  (3(3)  y  donne  sensiblement,  en 
observant  que  le  logarithme  n'y  devient  grand  que  de  l'ordre  de  loo-, 
ou  bien  moins  que  le  terme  algébrique, 


('n)  (pour  une  aiguille)     B  = 


ha- 


Or,  en  même  temps,  la  surface  a,  composée  de  zones  ■i.-rds  revenaiil 
environ  à  -ir.rdy  (sauf  sur  une  longueur  négligeable  aux  deux  bouts) 
ou  produits  parade  leurs  projections  /irdymv  les  deux  faces  d'un 


(')   l.eur  valeur  \  ^^  y  csl,  pour  ^- =:  o,  \ '^,  c'cst-à-clfre  V^,  ,Vapràs{3y] 
cl  (39). 

Joarn.  de  Math.  (G-  s,;.,.ie),  i<„nc  I.   -  Fasc.  III,   igoS.  4o 
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plan  méridien,  vaudra  en  tout  le  produit  analogue,  par  -,  de  la  somme 

de  ces  projections,  c'est-à-dire  de  2  fois  la  coupe  méridienne  r.ab  de 
l'aiguille.  Le  trajet  L  des  fdets  étant  ih  à  très  peu  près,  on  aura  donc 

B  =  -i^,         7  =  --o/>=-La,         Bcr-  =  T'L: 

La-  >,  ' 

et  la  formule  (38),  divisée  par  0„a,  donnera 

(42)  (pour  une  aiguille)    /' =  (  zv/^j  \/-j:~' 

Le  coefficient  numérique  z\/ TZ^  *^g''l  ''  '  !  '  73i ,  excède  celui, 

-^  =  r,i284, 

V'- 

qui  convenait  pour  un  plateau  ayant  ses  faces  parallèles  au  courant  gé- 
néral. Donc  la  convexité  de  la  surface  dans  le  sens  perpendiculaire  aux 
filets  fluides,  tout  en  paraissant  moins  influente  que  suivant  le  sens  même 
des  filets,  n"est  pas  sans  effet  j)our  accroître  le  pouvoir  refroidissant. 

Elle  fait,  ici,  grandir /i  dans  le  rai)jiort,  ^  1/5  =  i  ,o4o,  de  ^  4 /^^à  ^■ 

C'est  ce  que  montraient  déjà  les  deux  exemples  comparés  de  la  sphère 
et  du  cylindre,  où  le  rapport  analogue   était  notablement  ])lus  fort. 

savoir,  celui  de  v/2  à  ^j  c'est-à-dire  '-j-  =  1,111,  comme  si  la  courbure 

propre  des  filets  fluides  accroissait  l'effet  de  la  convexité  de  la  surface 
dans  le  sens  transversal. 

22'.  Comparons  enfin,  aux  pouvoirs  refroidissants,  ([ue  nous  venons 
d'évaluer,  sur  le  disque  et  l'aiguille,  d'un  courant  dirigé  suivant  leur 
axe  de  révolution,  ceux  qu'exercerait  le  même  courant  s'il  était  per- 
pendiculaire à  cet  axe. 

Alors,  sur  chacune  des  deux  faces  du  disipie,  ii;  C(jur;uit  glisserait, 
sni\aiil  leurs  cordes,  que  j'appellerai  aX,  normales  à  un  luème  dia- 
mètre 2a  de  la  face,  très  sensiblement  comme  sur  un  plateau  mince 
di'  largeur  I.,  =  aX,  c'est-à-dire  en   donnanl   lien  à  la  conducliliililé 
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lictivc  A  =  —  y/ — £-  =  i/    _;y^    ;  et,  SI  1  on  appelle  Y  la   distance 

au  centre,  sur  le  diamètre  2a,  du  milieu  de  la  corde  2X,  dislance  va- 
riable de  —  aà  -Ha,  la  bande  élémentaire  aXc^Yde  chaque  face  émettra 

un  llux  de  chaleur  exprimé  par  l/^^  0^  (2X  fZY).  Donc  celui-ci, 

doublé,  puis  intégré  de  Y  =  —  a  à  Y  =  -t-  a,  ou  quadruplé  et  intégré 
de  zéro  à  n,  évaluera  le  pouvoir  refroidissant  : 

(43)  80yi^["v/Xrn-. 

Or,  si  ï-  désigne,  sur  chaque  face  circulaire,  l'angle  d'un  rayon  avec 
le  diamètre  2  a,  nous  aurons 

Y^acoso,  X  =  asinci; 

d'où 

r/ Y  =  —  a  s\nz>  do  ; 

et,  en  appelant,  pour  abréger,  I  l'intégrale 

(44)  1=  f\smoydo, 

le  nouveau  pouvoir  refroidissant  (43)  du  courant  sur  le  disque  de- 
viendra 


KCWc 


(45)  8I0„y/i^ 


D'autre  part,  remplaçons,  dans  (38),  B  par  la  valeur  (39);  et  nous 
aurons  pour  le  pouvoir  analogue,  sur  le  disque  normal  au  courant. 


^^^V"~3 — 

Le  rapport  du  nouveau  pouvoir  refroidissant  (4j)  ^'u  premier  consi- 
déré (3iS)  est  donc 

('((i)  (j)our  le  dis(juc)     ^\/z' 
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Passons  au  cas  de  raiguille.  Ici,  le  courant  normal  à  son  axe  traitera 
sensiblement  chacune  de  ses  zones  ir.rds  ou  (à  très  peu  près)  ^r.rdy, 
comme  une  bande  d'un  cylindre  circulaire,  en  y  donnant,  par  consé- 

1       •.■!■•  r     •       7.1.4     /IvCV        ,   4,  /KG\     11 
quent,  une  conduclibilito  liclive  k  égale  a  -1/  —7—  ou  a  -  W  -^7""  1' 

en  résulte  le  llux  0„  |  \/~  (2-/-  dy)  =  8  0„i/î^^f(x,  et,  pour  toute 

Taiguille,  en  intégrant  de  y  =^  —  h  k  y  =  -h  b,  ou  deux  fois  de  y  =  o 

■dy  =  l>,  iGO„i/-^  I     \rdy.  Or  on  a  r  =  ai/ï  —']-,;  et,  si  Ton 

pose  _)^  =  ^cos-p  (d'où  /•=asin(p),  cette  expression  devient,  encore 
par  l'introduction  de  Tintégrale  définie  (44); 


(47)  IGI0Y1^^^ 

Comparée  à  la  formule  (38),  dans  laquelle  B  prendra  la  valeur  (40' 
et  qui  sera  ainsi  SO^K/  -- — ^ '  elle  donne  le  rapport  très  grand 

(48)  (pour  l'aiguille)    ^^^. 

On  voit  que,  sur  une  aiguille  assez  fine,  le  courant  a,  comme  on 
jiouvait  le  prévoir,  un  pouvoir  refroidissant  incomparaI)lemcnt  plus 
fort,  (piand  il  est  perpendiculaire  à  son  axe,  que  lorsqu'il  lui  est  pa- 
rallèle. 

Par  conséquent,  le  fdil,  pour  un  cvlindic  cltlptiqur,  d'êlrc  cga- 
Iciiient  refroidi  par  un  courunt  normal  à  son  axe,  dans  quelque 
azimut  de  sa  section  que  soujjle  ce  courant  (^n"  14),  ne  doit  pas  être 
généralisé  et  étendu  à  un  corps  quelconque.  Le poui^oir refroidissant 
est  augmenté  beaucoup  par  les  changements  d'orientation  du  cou- 
rant qui  réduisent  notablement  le  trajet  des  Jilets  fluides  sur  le 
corps  ('  ). 


(')  Un  exemple,  encore  plus  simple,  lie  rcUe  réiliiclion  ilii  |inii\(>lr  lelVoidis- 
sanl  par  lallongemenl  (lu  tiajel  des  lilets  (luiles  sur  le  corps,  se  présente  dans  le 
cas  cléincnlaire  où  le  rnuninl  n'est  pas  troublé  par  la  présence  du  corps,  c"csl-à- 
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Il  nous  resLc  à  évaluer  l'intégralo  I,  définie  par  (44).  Le  procédé 
usuel  qui,  dans  l'expression /sin"'^.</x',  permet  d'abaisser  l'exposant /« 
de  deux  unités,  donne  d'abord 

Substituons  à  o  un  nouvel  angle  '1,  variable  également  entre  zéro 
et  -,  mais  tel,  que  l'on  ait 

sin9  =  cos-|,  d'où         rfo  =  -  ^^^^âS^  =  - -4~il. 

Vi  —  co3''j/  y/a  —  sin-'^ 

Il  vient  alors,  vu,  finalement,  l'expression  connue  de  l'intégrale  ellip- 
tique complète  F,  de  Legendre  et  la  Table  numérique  des  logarithmes 
décimaux  de  ses  valeurs  qu'il  a  calculée, 

(49)  I  =  ^  f/     ^'.       =  ^F.  (^]  =  0,87400.. 

Le  rapport  (4^),  relatif  au  disque,  devient  alors 

Le  courant  enlève  donc  au  disque,  quand  il  lui  est  parallèle,  les  ^^^5J_  de 
la  chaleur  qu  il  prend  lorsqu'il  lui  est  perpendiculaire. 


dire  dans  le  cas  d'un  phueau  long  et  minci;,  d'une  largeur  donnée  /,  tangent  au 
courant,  mais  dont  l'axe  ou  le  bord  lui  sont  obliques  et  font  avec  lui  un  anole 

aigu  ou  obtus,  -  —/.  Alors  le  trajet  L  des  filets  fluides  sur  le  plateau  devient— ^, 
•*  cos  i 

et  la  conductibilité  superficielle  k  représentative  du  pouvoir  refroidissant  savoir 

2  _  /ivcv  ,  .      2    /Kcv     ;  „ 

-=  1/  — jj-  ,  devient  —  1/  — ^  cosi  :  Meestproportionnella  à  ta  racine  carrée 

du  cosinus  de  l'anqle  i  mesurant  l'obliquité  du  courant  sur  l'axe  du  plateau. 
Le  pouvoir  refroidissant  décroîtra  évidemment  dans  le  même  rapport  que  i/cos  /, 
a  mesure  que  grandira  l'obliquité  i. 
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§  VI.  —  Extension  des  lois  précédentes  à  tout  corps  convexe. 

25.  Les  formules  (2G)  et  (27)  s'étendent  à  un  corps  convexe  quel- 
conque. 

Pour  définir  les  filets  fluides  voisins  de  sa  surface,  nous  con- 
sidérerons chacun  d'eux  au  point  où  il  coupe  une  surface  [3  =  const. 
déterminée,  dite  surface  origine,  celle,  par  exemple,  dont  la  courbe 
terminale  sur  le  corps  aura  la  lonjj;ueur  2-  d'une  circonférence  de 
rayon  i,  ou  même,  plus  généralement,  une  certaine  longueur  2-/:  et, 
A,  [i  prenant,  en  chaque  point  de  cette  courbe,  une  valeur  assignée 

(A,  3}o,  nous  appellerons,  d'une  part,  .     ^     .  hi  petite  perpendiculaire 

abaissée  du  filet  sur  le  corps,  c'est-à-dire  sur  la  courbe  terminale  2-/, 
et,  d'autre  part,  /y  l'arc  de  celle-ci  séparant,  d'une  origine  prise  arbi- 
trairement sur  elle,  le  pied  de  la  perpendiculaire    .  •  Il  est  clair 

que  a,  y  particulariseront  chaque  filet;  et,  si  l'on  y  joint  le  para- 
mètre |Si  des  surfaces  d'égal  potentiel,  variable  de  —  00  à  00  le  long  des 
lilets,  un  aura  trois  coordonnées  a,  [il,  y  propres  à  définir  tous  les  points 
{x,y,  :■  )  de  l'espace  qui  entoure  le  corps. 

Observons  encore  que  les  surfaces  p  interrompues  par  le  corps  se- 
ront comprises  entre  deux  extrêmes  [il„,  [ri,  l'atteignant  par  un  poi/tt 
conique,  point  d'aboutissement  sur  le  corps,  pour  la  première,  et  de 
départ  du  corps,  pour  la  seconde,  du  filet  central,  qui,  entre  eux, 
s'épanouit  en  une  nappe  recouvrant  toute  la  surface. 

2i.  Cela  posé,  concevons  le  faisceau  de  filets,  conligu  au  solide, 
dont  la  section  par  la  surface  origine  est  un  petit  rectangle,  à  côtés  Idy, 

-, r— •  Un  certain  feuillet  lluide  élémentaire  coïncide,  à  l'épociue /, 

t(^i?U 

avec  ce  rectangle;  et  son  contour  mobile,  (pie  l'on  sait  devoir  garder 
toujours,  vu  la  continuité  des  déformations,  la  foi'me  parallélogramme, 
décrit  évidemment,  dun  moiiveiueul  pres(jue  Iranslaloii'e  à  chaque 
instant,  les  quatre  faces  du  faisceau.  iJonc  celui-ci  a  ])our  section 
droite,  sur  une  surface  [i  (pielconcpie,  un  parallélogramme  ayant  comme 
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hauteur  la  perpendiculaire,  //,  abaissée  du  filet  (a,  y)  sur  le  corps,  et, 
comme  base,  l'écartement  i  des  deux  filets  à  paramètre  a  nul  et  à  para- 
mètre Y  diflérant,  entre  les  deux,  de  dy.  Or  les  deux  sections  nor- 
males nz,  i^~^J  (idy)  du  faisceau  sont  réciproquement  propor- 
lionnelles  aux  vitesses  d'écoulement  correspondantes 

VA,^i     et     \(S/^l, 

à  raison  de  la  conservation  du  débit  des  filets,  exprimée  par  l'équation 
A,  ,3  =  o.  De  là  résulte,  pour  apprécier  la  distance  variable  n  du  filet 
(a,  y)  à  la  surface  du  corps,  la  formule 

(5i)  «£A.^  =  ac^y,  ou         n=(_4l^]a,  y.  =  (  4- A/An. 


2o.  En  chaque  endroit,  les  couches  du  faisceau  parallèles  à  la  sur- 
face du  corps  ont,  chacune,  une  certaine  température  0,  rapidement 
variable  d'une  couche  à  l'autre,  ou  suiiarit  une  même  normale  n 
prolongée;  et  A,0  est  sensiblement  la  dérivée  seconde  de  G  en  n,  déri- 
vée que  l'on  pourra,  si  l'on  veut,  prendre,  sans  faire  varier  non'seule- 
ment  [i.  mais  même  y,  c'est-à-dire  le  long  de  l'intersection  de  la  surface 
P  par  la  face  y  =  const.  du  faisceau  (pouvant  être  devenue  oblique  au 
corps),  pourvu  que  dn  désigne  toujours  la  distance  normale  des 
couches.  En  effet,  0  ne  varie  rapidement  que  de  couche  en  couche,  et 
non  d'un  point  à  l'autre  de  chacune. 

Dès  lors,  le  numérateur  d'-O  étant  une  différentielle  partielle  en  a 
seul,  dans  cette  dérivée  seconde  de  0,  on  pourra  écrire  celle-ci 


dy.'   \  dit 


et  y  remplacer  la  dérivée  de  a  en  n  par  sa  valeur  tirée  de  la  troisième 
formule  (5i),  linéaire  en  n,  car  le  coefficient  entre  parenthèses  y  sera 
sensiblement  constant.  On  aura  donc 


(5.)  ..«  =  (.,.?).  (^J-'. 

Tel!(,-  sera  la  valeur  approchée  de  A/J,  à  subsiitner  dans  la  seconde 
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équation  (i)  (p.  292).  D'autre  part,  le  premier  membre  de  la  même 
équation  est  le  produit,  par  la  vitesse  A,  [3  (au  facteur  V  près),  de  la 
dérivée  deO  suivant  le  filet  (a,  y)  lui-même,  ou  prise,  sans  faire  varier 
ni  a,  ni  y,  le  long  d'un  chemin,  f/s,  quotient  de  (/[î  par  A,  p.  Ainsi  ce 

premier  membre  s'écrit  (A|p)-  -70;  et  il  suffira,  en  intégrant  depuis 
[î  =  Po,  de  poser 

(53)  ^'=fiiiï''? 

(ce  qui  donne  une  fonction  de  ^  el  de  y  à  calculer  au  préalable  d'après 
la  forme  des  filets),  pour  que  l'équation  obtenue  en  0  devienne  exacte- 
ment la  même  que  pour  un  corps  de  révolution,  savoir,  (25)(p.  So^). 
Effectivement,  la  formule  (53)  de  p'  se  réduit  bien  à  J'i-'-d^  pour 
un  corps  de  révolution.  Car,  alors,  dy  désigne  l'angle  dièdre  des  deux 
méridiens  voisins,  dont  l'espacement  £,  variable  comme  la  distance  /■ 
à  l'axe,  est  exprimé  par/v/y. 

26.   On  aura,  par  suite,  les  formules,  analogues  à  (26), 

(54)  \-   r^ 
{[ci:.),         -y  t.kJ„  en- 

La  fonction  y(p',  y)  y  désigne  encore  les  températures  0  du  filel 
central,  c'est-à-dire  les  valeurs  0„,  censées  coiinucs  en  ^'  et  y,  entre  les 
limites  zéro  et  [i',  (corrcs])ondanl  à  (3,,  et  ^,)  où  le  fdet  est  épanoui, 
mais  des  valeurs  nulles  hors  de  ces  limites,  où  [5'  ne  variera,  vu  Téva- 

nouissement  continu  (|u'y  présente  le  rapport  ^j.que  pour  les  valeuD 

rt  «5  de  p,  c'est-à-dire  aux  jioiiits,  de  lempéialurc  0  nulle,  iuliiiimenl 
éloignés  du  corps. 

lùiliii.  1<'  (lux  de  ciialeur  par  iinilé  di-  tcMups,  à  travers  un  élémeu! 
plan  i'/.v  (il'  la  bande  du  corps  couvcrlc  par  le  faisceau  considéré,  ser; 

le  iirodiiil  <li;  cet  eh  meut  i)ar  —  Iv  —  ou  —  Iv     -^      — ;-- >  mi  la  lor 
I  '  dn  \du/i,    1/1 
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mule(5i),  produitégalà  — K-Tt- j  (-jr)  c/,3  t/you  à  —  K(  —  j  (ïï^'cb;. 

Pour  toute  la  bande,  ce  sera  Tintégrale  en  p'  de  cette  expression  entre 
les  limites  o,  ^'|,  dont  la  seconde  sera  une  fonction  déterminée  dey. 
Et  il  faudra  enfin  intégrer  le  résultat,  par  rapport  à  y,  de  y  :=  o  à 
y  =2-,  pour  avoir  la  chaleur  totale  enlevée  au  corps  par  le  fluide 
dans  l'unité  de  temps.  A  raison  de  la  valeur  (54)  de  la  dérivée  de  0  en  a, 
il  viendra  donc,  si  l'on  suppose  finalement  0„  uniforme  : 

i       Pouvoir  refroidissant 

C'est,  en  définitive,  la  formule  (27)  (p.  3o8),  à  cela  près  que  le  fac- 
teur v'^'i  s'y  trouve  remplacé  par  la  moyenne  de  ses  valeurs  rela- 
tives aux  divers  filets  Jluide  s  ruisselant  sur  le  corps. 

J'appellerai  aiLv'p',  la  moyenne  en  question,  dont  le  produit  par 


40„V-KGV 

exprime  ainsi  ic  pouvoir  refroidissant.  Sa  formule  est,  d'après  (53), 
en  faisant  passer  le  facteur  rfy  sous  le  signe  /"  de  la  première  intégra- 
tion. 


(56)       or.v'?;=rxrvxr '=''?■ 

Pour  tous  les  corps  de  même  forme  et  orientés  de  la  même  manière 
dans  le  courant,  celte  moyenne  est  en  raison  directe  de  la  racine  carrée 
du  volume.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  choisir  sur  tous  ces  corps,  comme 
surfaces  [5  origines,  des  surfaces  homologues,  dont  les  courbes  respec- 
tives d'interruption  par  les  corps  se  trouveront  divisibles  en  éléments 
/r/y  ayant  leurs  facteurs  c/y  indépendants  du  rapport  de  similitude; 
car,  alors,  la  variable  p'  définie  par  (53)  aura  trois  dimensions,  comme 
le  produit  £.-f^p. 

Donc,  les  lois  de  proportionnalité  énoncées  après  les  formules  (27) 

Journ.  de  Malh.  (6' série),  tome  l.  —  Kasc.  Ill,  igoô.  ' I  " 
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et  (28)  (p.  3o8).  pour  les  corps  de  révolulioii,  s"appliqaeiU  à  un  corps 
quelconque  ('). 


27.   Si  Ton  inulliplie  par^O^  \ -lv(^V  la  formule  (36),  il  vienl,  pour 
le  pouvoir  refroidissant  du  courant,  l'expression 


Les  éléments  de  cette  expression,  savoir 

(')  J'ai  donné  une  première  ébauclie  de  celte  tliéoiie,  pai-l'emploi  d'une  équa- 
lian  binôme  comme  (20)  et  de  son  intégrale  analogue  à  (54).  aux  pages  igS  et 
ig'i  tlu  tome  II  de  mes  leçons  snr  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  etc.  Seu- 
lement, j'y  supposais  parallèles  à  la  surface  du  corps  les  Jilels  fluides  voisins. 
Or,  quelque  mince  que  soit  la  couclie  totale,  à  considérer,  de  ces  filets,  leur  dis- 
lance n  au  corps  varie  généralenuMil,  comme  on  voit,  tlaiis  un  rapport  notable, 
sur  les  étendues  relativement  grandes  où  s'exerce  leur  action  ;  et,  par  suite,  les 
deux  variables  /,  n  introduites,  dans  la  note  de  la  page  194  citée,  pour  tenir  lieu 
de  celles  que  j'appelle  ici  ^'  et  2,  ne  conviennent  nullement.  I.a  formule  (ôi) 
montre,  en  ellet,  que  la  constance  de  n  le  long  d'un  même  filet  y  supposerait  la 
proportionnalité  inverse  de  £  à  A,  |î,  c'est-à-dire  de  l'écart  mutuel  de  deux 
filets  conligus,  glissant  sur  la  surface,  à  leur  vitesse  d'écoulement  N  A,  i.  M.iis 
c'est  plutôt  le  contraire  qui  se  réalise,  la  vitesse  \  A,p  se  trouvant  nulle  an  point 
d'épanouissement  du  filet  fluide  central,  où  £  s'annule  encore,  et  prenaiU  sa  va- 
leur maxima  sur  le  contour  de  la  plus  forte  section  du  corps  normale  au  couiant 
général,  là  oii  res])arenienl  £  des  filets  e>l  lui-même  le  plus  grand. 

La  variable  [î'qui  convient  à  la  (|iic-tion  n'est  donc  pas,  comnuî  j'étais  conduit 
à  l'ailmettre,  l'arc  parcouru  s  évalué  en  temps  relatif  de  parcours,  ainsi  qu'il 
arii\  «rait  si  £  était  en  raison  inverse  de  A,  p  T-n  ellet.  l'on  aurait  alors,  dans  (53  ), 
le  long  d'un   nu'me  filet,  d'^  proporlionncl  au  qiiolieiit  île  f/[i  par  (A,[i)-oude 

//<  ]>ar  A,  [î  =  -y  ,  ou,   enfin,  dV  jiroporlioniH'l  à  dt   et,    par   suite,   Ti'  cioissant 

comme  /.  qui  e>t  le  tcMn|)s,  évalué  dans  l'hypothèse  V  :=  I,  c'est-à  dire  en  prenant 
pour  unité  le  tein|is  cuqilové  |)ar  le  couraiU  général  à  parcourir  l'unité  de  lon- 


gueur. 
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représenlenl  la  chaleur  enlevée  au  corps,  dansl'unilé  de  temps,  par  les 
divers  filels  fluides  qui  le  recouvrent,  chacun  d'eux  effectuant  sur  lui 
un  certain  trajet  total  L  et  baignanl,  vu  leur  largeur  variable  mais 
donnée  t,  l'étroite  bande  J'i  ds  ou  ft  dL  de  la  surface.  Appelons,  pour 
fixer  les  idées,  E  la  valeur  moyenne  de  s,  c'est  à-dire  la  largeur  moyenne 
de  la  bande,  dont  l'aire  sera  dès  lors  EL;  et  divisons  par  0„  VA.  la  quan- 
tité de  chaleur  indiquée,  afin  d'avoir  la  conductibilité  extérieure  fic- 
tive, /r,  représentative  du  pouvoir  refroidissant  du  filet,  ou  évaluée 
pour  la  surface  EL  qu  arrose  celui-ci.  D'ailleurs,  observons  que  f/[i 
équivaut  à  {\,'^)ds,  ou  à  (A,p)rfL,  et  que  VA,  [3  désigne  la  vitesse 
d'écoulement  le  long  de  dL.  Si  nous  appelons  v  cette  vitesse  variable, 

nous  aurons  donc  d'^  =  ^  t/L;  et  il  viendra  la  formule  assez  simp 


nie 


(56*,.)  .  =  0_|"(.)--^KCV. 

Le  rapport  ^,  nul  aux  deux  extrémités  du  Irajet  L  où  se  font  Tépa- 
nouisscmcnt  et  la  reconstitution  du  filet  central,  excède  assez  notable- 
ment l'unité  vers  le  milieu  du  trajet,  en  raison  du  rétrécissement 
qu'apporte  le  corps  aux  sections  d'écoulement  des  filets  qui  l'entourent, 
et  de  l'accélération  du  mouvement  qui  en  résulle.  La  valeur  moveniie 

de  ^  ne  doit  donc  pas  différer  beaucoup  de  riinité  (').  Va,  comme. 


O      I. 

(')   rje  f;iit,  dans  le  cas  du  cylindre,  oii   s  =  E,  celte  valeur  nioyoïiiie  '-^— — — 
élé,  pourime  section  elliptiiiiie  (p.  'io'\^.  -■  et,  par  conséqiienl.    siipcrieiue  ;i 


sajic  Un 


I  imité.  I^'on  conçoit  d'ailleurs  qu'elley  soit  pnrticuiièrtMnenl  forte,  le  pass 
(luide  voisin  se  trouvant  plus  rétréci  ou  gêné  par  un  cylindre  indélini  en  longniMir 
que  par  un  corps  limité,  ou  récoulemenl  des  lilels  qui  contournent  le  cylindre  ne 
pouvant  se  faire  f|ue  [)ar  deux  côtés,  suivant  les  deux  sens  perpendiculaires  à  l'axe, 
au  lieu  de  se  produire  libi'cini'nt  dans  tous  les  azinints. 

«    ij 

Au  conliaire,  dans  le  cas  de  la  spliére  (j).  3io),  cette  valeur  moyenne -l-i—j — — 

,     •         '    r'\   ,         3R  3 

ue\  leiil  —  /      ^ay=  —,  ou  ->  et  se  lron\e  être  un  peu  uioindre  i[nc  i.   .Mais, 
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d'autre  part,  le  rapport  p  a  pour  valeur  moyenne  i ,  Ton  conçoit  que  1; 


valeur  moyenne  du  produit  (  j^)  -y  ne  s'écarte  pas,  non  plus,  beaucoup 

/kCV 

de  l'unilé.  Par  suite,  le  coefficient  numérique  affectant  \/  —r—'  dans 

l'expression  de/v  qui  correspond  à  un  iilet  fluide  quelconque,  sera  tou- 
jours un  peu  voisin  de  ce  qu'il  est  quand  v  =  V  et  £  =  E,  c'est-à-dire 

de  sa  valeur -7=  propre  au  cas  d'un  mince  plateau  tangent  au  courant. 

Ainsi  s'explique  la  concordance  approximative,  signalée  au  n°  5,  des 

valeurs  de  ce  coefficient  pour  un  certain  nombre  de  formes  du  corps. 

La  valeur  générale  ou  moyenne  de  la  conductibilité  fictive  k  pour 

s  A"  EL 
tout  le  corps  serait  évidemment  "^  .„   )  les  deux  signes  2  de  sommation 


par  contre,  le  rapport.  I  -  j    varie  alors  beaucoup  et,  par  suite,  excède  nolable- 

luenl,  en  inoyeniie.  l'unité;  car,  si  Ton  pose  î  =  E  (i -i- s.'),  où  'J  désigne  une 
variation  (  relative)  nulle  en  moyenne,  ce  rapport  sera  i  -)-  as'-i-  s.'-  et  aura  visi- 
blement pour  valeur  moyenne  l'unité  accrue  de  la  valeur  moyenne  positive 
de  e'-.  Aussi  le  coefficient  numérique  de  k  est-il  encore  plus  grand  pour  la  sphère 
que  pour  le  cylindre,  même  circulaire. 

En  géni'r;il.  ^i  l'on  pose  e=  E(i  +  --')  et  v  =z  V(i  +  0),  l'intégrale 


E/    V    L 


deviendra,  en  désignant  par  le  symbole  .'"Te  la  moyenne  de  la  (juanlilé  inscrite  à 
la  suite, 

1  4-  OU  0  4-  OR,  (-.'-  )  -t-  0)i  (  a  s'  0  )  -t-  3lL  (l'-Z). 

expression  où  non  seulement  la  moyenne  de  s'-,  mais  celle  de  2t'^j  seront  posi- 
tives, vu  que  3  aura  le  signe  négatif  ou  positif  de  s' tant  aux  deux  extrémités  qu'au 
milieu  du  chemin  L.  Les  signes  divers  de  0  devant  rendre  peu  sensible  la  valeur 
moyenne  du  produit  du  troisième  degré  e''o,  il  ne  pourra  guère  y  avoir  de  né- 
gatif que  le  petit  terme  .Olco.  L'intégrale  paraît  donc  (le\oir  être  toujours  supé- 
rieure à  l'unité. 


Le  coefficient  numérique  |iar  l((|(iL'l  il  faut  nuiltiplier  i  /     .''    ?  ] 
aurait  ainsi  comme  valeur  minimum  — r  =  i,  1284- 


)niii'  iihliMiif  /. , 
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s'étendant  à  tous  les  filets  dérivés  du  filet  central  ou  étalés  sur  la  sur- 
face. 


§  VII.  —  Cas  de  l'ellipsoïde  à  axes  inégaux  :  application  à  un  disque 
et  à  une  aiguille  elliptiques. 

28.  L'ellipsoïde  semble  devoir  être  Texemple  naturel,  ou  le  plus 
simple,  à  donner  de  la  théorie  générale  précédente.  Et,  cependant,  les 
calculs  y  présentent  de  grandes  difficultés,  probablement  insurmonta- 
bles quand  on  veut  les  pousser  jusqu'au  bout  en  y  complétant  les  inté- 
grations (56). 

Appelons  la,  il>,  ic  les  trois  axes,  suivant  les  sens  respectifs  des 
X,  j,  z. 

Nous  avons  vu  déjà  au  n"  15  (p.  3o2)  cjue  le  potentiel  Vp  des 
vitesses  comprendrait,  à  part  le  facteur  V  et  une  constante  arbitraire, 
trois  termes,  produits  respectifs  des  trois  cosinus  directeurs  /,  ///,  n  du 
courant  par  trois  solutions  particulières  analogues,  dont  la  première 
est  x/ ,  avec  l'expression  (17)  de  •/  et  la  valeur  (iH)  de  la  constante  A 
qui  y  figure. 

Pour  donner  plus  de  concision  et  de  symétrie  aux  formules,  consi- 
dérons l'intégrale  définie 


(57)  i^Tv 


d\ 


(a2-^-X)(6^-^X)(c--^-À) 


où  A,  paramètre  positif  des  ellipsoïdes  homofocaux  extérieurs  au  pro- 
posé, et  croissant  de  zéro  à  l'infini  cjuand  on  s'éloigne  de  celui-ci.  est 
la  fonction  de  x,  y,  z  définie  par  leur  équation  commune 


(58) 


b-  -h  X 


I . 


L'intégrale  définie  figurant  dans  (17)  égale  le  quotient,  par  —  a, 
(le  la  dérivée  de  I  en  a;  et  cette  expression  (17)  de  f  peut  s'écrire 


i_  d\_ 

(7  A  da 


32G  -I.     BOUSSINESQ. 

La  formule  générale  de  [î  sera  donc 


(09)     p  =  Ix  [x  -  ^^  ^  )  +  ,/.;.  (,  -  ^  ^-^j  +  ».  ^i  -  -^  _j  +  consl., 
où,  d'après  (i8),  les  constantes  A,  B,  C  auront  les  valeurs  respectives 
(60)    (A,B,C)  =  4-  +  -^   ,     '^,     -T-  ''''' 


(,a'  +  ÀJ(6-  +  X)(c^  +  A) 


A  la  surface  du  corps,  où  A  =  o,  A,  par  exemple,  se  confond  avec 
2  I  rfl      .  I    f/1 

abc         a  cla 


et V  V  prend  la  valeur    ,"  . 

«A  cl  a  ^  a  lie  A 


1 .  Il  V  vient  donc 


(Gi) 


fj  -î     f  Ix         m  y         nz 


expression  linéaire  en  x,  y,  r;  de  sorte  que,  si  Ion  suppose  rellipsoïde 
convenablement  placé,  les  courbes  d'égal  potentiel  ^',3  y  sont  tes 
lignes  de  niveau  et,  par  suite,  les  filets  fiuides,  celles  de  plus 
grande  pente  (  '  ). 


(')  Si,  dans  le  cas  du  cylindre  elliplitiue,  la  disparition  de  c  et  de;  n'availpas 
rendu  exlrêmement  simple  la  formule  (20)  de  p,  il  3'  aurait  eu  lieu  d'employer 
la  même  méthode.  Alors  l'intégrale  1,  où  l'on  supposerait  d'abord  très  grande, 
maii'égale  à  une  constante  assignée  M,  la  limite  supérieure,  serait 


dl 


■À)  (6'+),) 

=  2  log(v''M  -+-  «--+-  v'Ai  -i-  l>-)  —  2  log(v'rt--t-  A  H-  v'7'--H  '). 


a- 


I  + 


b- 


M 


Or  la  somme  v'iM  +  «--l- v'M-+- ''"  s'écrit  \'M 

veloppée,  pour  M  lie-,  grand,  par  l;i  ImiuiuIi'  du  biiujmc.  elle  devient 

a'-+b^ 


et.  de- 


■}.  \^\  {  I  -I 


.iM 


«2-(-  b''- 


Son  logarithme  népérien  vaut  tlonc  log(2\/iM)  H y-rr 


-...  et  tend  mms  zéro 
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29.  Mais  bornons-nous  à  l'iiypothèse  d'un  courant  dirigé  suivant  un 
axe,  celui  des  z,  par  exemple  ;  ce  qui  donne  ^  proportionnel  à  z  et,  pour 
lignes  de  pente,  les  courbes  _y  =  vx-*,  avec  v  comme  paramètre  et  k 
égal  au  quotient  de  a'  par  b'-. 

L'écart  î  des  deux  lignes  à  paramètres  v  et  v  +  c/v,  qui  se  projette 

en  vraie  grandeur  sur  le  plan  dcs.rj',  sera  i  / f  .,   ,^_^ch;  car  le  pa- 
ramètre dilTérentiel  i  /  V-r  +  -r-,  de  la  fonction  v  ^  rx-~*  est  l  /'■ „,  '  /  , 

y    f/j--       ay-  •'  y        ,j-2/.h--2 

OU  1  / ^ ,  et  représente,  comme  on  sait,  la  dérivée  —  de  v  sui- 
vant l'élément  e  de  chemin. 

Cela  posé,  pour  évaluer  la  moyenne  Ol'b  \/j5', ,  exprimée  par  (5G) 
(p.  321),  et  dont  le  produit  par  4*^0  ^"l'^CV  vaudra  le  pouvoir  refroi- 
dissant du  courant  sur  l'ellipsoïde,  essayons  d'abord  de  calculer  l'inté- 

dans  sa  partie  fonction  de  a.  b,  à  mesure  que  M  grandil.  A  la  liiuile,  ii  vient 

I  =z  consl.  —  2  log(v'a^  +  À  -H  \/ b' -^  à), 

expression  qui  se  réduit  à 

const.  —  2log(rt-4-6),  pour         ),  ^  o. 

On  déduirait  aisément  de  là,  et  des  formules  analogues  à  (5g),  (6o),  l'expression 
(■jo)  de  [ii.  Par  exemple,  les  valeurs  de  A,  B, 

,.  „,     3        >       d     r         d\ 

(A,  B)=—  -t- 


d         p 


ab        {a,b)  d{a,b)J^     ^:\a' ^l^  (^//' ~X) 
seraient  simplement 

2  2  i{n,  b) 


ab        (a-{-b){a^b)       ab{a-\-b) 

quanlllés  [jroporliunnelles  à  «,  b.  Par  suite,  la  formule  de  [i  sur  le  cylindre,  ana- 
logue à  (6i),  savoir, 

ah  \  A  B 

devient  immédialemeiil 


c'est-à-dire  (21). 


(«4-  b)[ h  -/- 

*    «  b 
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grale  totale  fi-  d'^,  prise  le  long  de  la  ligne  de  pente  à  paramètre  v.  Tout 
étant  symétrique  de  part  et  d'autre  du  plan  des  xy,  cotte  intégrale 
aura  deux  fois  sa  valeur  entre  les  limites  ;  =  o,  ;  =  c.  Pour  fixer  les 
idées,  nous  supposerons  x,y,  v  positifs,  ou  la  demi-ligne  de  pente, 
considérée  ainsi,  située  dans  l'angle  trièdre  des  coordonnées  positives. 

Alors,  vu  l'expression,     .  '  .  -i-  const.,  de  p,  où  nous  remplacerons  C 

par  la  lettre  B,  afin  d'éviter  toute  confusion  avec  la  capacité  calori- 
fique C,  nous  aurons  à  obtenir  l'intégrale 

Or,  le  long  de  la  ligne  de  pente  en  question  y  =  vx*,  l'équation  de 
rellipsoïde  devient  ^  =  i -, ;  et  sa  difiërentiation  donne 


a:  = •    :  x  clx 

\la 


a  daP-  —  x-  —  kl'- x-'^ 


valeur  qu'on  pourra  substituer  dans  (62). 

Appelons  ^]s.  l'abscisse  x  du  point  où  la  ligne  de  pente  considérée 
coupe  la  section  principale  ^  =  o  de  l'ellipsoïde,  c'est-à-dire  l'ellipse 
X'- -l- /ifjK' =  «^)  où  l'on  aura  o'- =  u.  el/- =  v-jj/.  Il  viendra  donc, 
entre  [v.  et  v,  l'équation 

(63)  a  +  Av- u*  =  o- ; 

et  une  transformation  immédiate  de  (62)  nous  donnera,  en  posant  fina- 
lement X-      - 


";) 


'  1"  ^u+1  ^Ij. 


(64) 


V/rt»— ^»— Av^a-" 


X'dl 


J„    \/a'-'i-k^n" 


lu  liiiiilc  supérieure  [j.  se  lrou\aii!  (létcrniinéc,  en   fouciion  de  v,  par 
la  relation  (03).  Mais  comme  celle  relation  se  résout  aisément  par  rap- 
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port  à  V,  il  est  naturel  dY-liminerv,  ou  de  lui  substituer  le  nouveau  pa- 
ramètre ij.,  dans  l'angle  des  coordonnées  positives  où  v  croit  de  zéro 
à  co  pendant  que  ij.  décroît  de  a-  à  zéro.  Le  produit  A  v-  se  trouv(?ra 
ainsi  remplacé  par  — ^^  et  dv  par 


(66)     ;^\ 


Posons  encore  ?  =  ay),  puis,  dans  le  résultat  transformé, 
(65)  ,  ,«•  =  a-sin-'^     (d'où  f/a  =  2a-  sino  coso  df), 

0  étant  un  angle  auxiliaire,  variable  de  zéro  à  -  • 

El  après  avoir  substitué,  dans  (56)  (p.  32 1),  la  racine  carrée  de  l'inté- 
g:rale  ainsi  obtenue  pour  fi-  c/p,  observons  que  les  plans  desj-  et  des  xz 
partagent  l'ellipsoïde  en  quatre  régions  symétriques,  dont  nous  n'au- 
rons compté  qu'une  :  ce  qui  conduira  à  multiplier  par  4  le  n^sultat  de 
l'intégration  finale  en  0.  Nous  aurons  enfin 

50.  Les  intégrations  ne  paraissent  guère  efTectuables  que  dans  les 
deux  cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  où  A-  =  i,  et  d'un  ellipsoïde  in- 
finiment aplati  suivant  un  des  deux  axes  normaux  au  courant,  celui 
des  .r,  par  exemple,  où  A  =  o. 

Si,  d'abord,  A  =  i ,  ou  que  h  =  «,  -1  s'élimine  immédiatement   de 

(66),  où  l'intégrale  placée  sous  un  radical  devient  /'  -^£L,  c'est-à-dire 

1  —  i(2  -f-T^)N/i  -  if]Jo  ou  f.  La  valeur  de  (5',,  ainsi  égale  à  sa  moyenne, 
est  2^,  conformément  au  résultat  déjà  obtenu  au  §  V  (  [>.  3i2),  avaul 
la  formule  (3iS). 

Supposons  maintenant  A  infiniment  petit,  ou  l'ellipsoïde  réduit  soii  à 
un  mince  plateau  <'lli|'lique,  parallèle  au  courant  et  ayant  ^,  c  pour  demi- 
axes,  soit  à  une  aiguille  perpendiculaire  au  courant  et  de  longueur  2/y, 

Journ.  de  Malk.  (OsOrie),  tome  I.  —  Kasc.   III,  njoi.  f\'l 
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ayant  pour  section  principale  transversale  une  petite  ellipse  à  axes  la, 
2C.L'intéi;rale  placée  sous  le  radical,  dans  (66),  devient -^ —  /  '     ; 

c'est-à-dire  -. —  (  —  \' i  —  ri)„  on  - — ••  Et  la  formule  (66)  est  alors,  vu 
sints  ^       '  '' "  sintp  ^       ' 

d'abord  la  valeur  ^  de  A,  puis,  finalement,  la  définition  (44)  et  ''i  '^'i- 

leur  (49)  de  l'intégrale  I  considérée  au  n'^  -2  (p.  3 1  j), 

H 

11  ne  nous  reste  donc  qu'à  évaluer  le  produit  alJ.  L'expression  de  B 
(  mise  ici  pour  C)  est  donnée  par  une  formule,  analogue  à  (18)  (p.  3o2), 
de  laquelle  il  résulte  immédiatement 


(68)        «B  =  ;,-  r -^ 


dk 


51.  Soit,  en  premier  lieu,  c  comparable  à  b\  ce  qui  revient  à  con- 
sidérer le  cas  du  disque. 

La  fonction  sous  le  signe  _/",  dans  (68),  est  plus  petite  que  ce  qu'elle 
devient  quand  on  y  supj)rime,  au  dénominateur,  soit  «-,  h'-,  c'-  de- 
vant A,  soilX  devant  a-,  b'-,  c'-.  l^'élémcnt  de  l'intégrale  se  trouve  ainsi 

moindre  (iiic  — -,   et  moinclrc  (lue  r^-  u  ou  u  suit  (iiie,  si  î  desn>ne 

une  Iri's  pclilc  (pianlilé  positive,  indépendante  île  a,  mais  d'ailleurs 
(pii'l(()ii(|Mi',  d'une  part,  les  éléments  correspondant  au\   NaliMus  de 

^i  ou  sont  insigni- 
fiants, «M,  daulrc  [farl,  le  reste  (l(i  l'intégrale  est  moindre  (pie 


/' 


a  dk  la 


/.'V'/        Ssv'e 


ols'évaiiiiuil  a\e('  a.  Donc,  a  Icinianl  ici  ncis  zito,  le  dernier  Icii 


III'  (le 
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la  formule  (68)  disparaît,  et  le  troisième  membre  de  (67)  devient 


i\li 


\^b\ 


Multiplié  par  4 0„v'-^ KG V,  il  donne  le  pouvoir  refroidissant  chercliédu 
courant  sur  le  disque  elliptique  : 

(69)  (disque  elliptique)  Pouvoir  refroid.  =  81  0„i/ 


2KCV6-C 


52.  Passons  enlin  au  cas  d'une  aiguille.  La  petitesse  de  c  n'y  rend 
sensibles,  dans  le  dernier  terme  de  (68),  que  les  éléments  correspon- 
dant aux  valeurs  très  petites  de  À,  pour  lesquelles  le  radical  sjb'-  H-  À 
est  réductible  à  h.  Or  ce  terme  de  (68)  devient  alors  (c'est-à-dire 
sauf  erreur  relative  négligeable),  X  désignant  toute  limite  (supérieure) 
très  grande  devant  a  et  c, 


d\  la 

■2a(a  —  c) 


/a^ 

■-H  X 

y- 

c- 

+  '"'. 

3 

a 

bc{a- — C-)  hc{a  -h  c) 


La  formule  (68)  donne  donc  pour  l'inverse  de  B  la  valeur  a/^  «_+_<-  ^ 
et,  en  multipliant  ce  que  devient  alors  le  dernier  membre  de  (67)  |iar 
/(0„  y'7:KCV,  on  obtient  comme  pouvoir  refroidissant  : 

(70)     (aiguille  ellipt.)     Pouv.  refr.  =  iCI 0„i/KCV^L±i: /,^ 

Les  expressions  (69)  et  (70)  comprennent  bien,  comme  cas  parti- 
culiers, celles,  (45)et(/i7),  que  nous  avait  données, pour  un  discjue  cir- 
culaire et  une  aiguille  de  révolution,  l'assimilation  de  cluupie  bande 
sillonnée  par  le  courant  à  une  bande  cyliiidricjuc  (p.  3i,')  et  3i()  ).  Il 
est  clair  que  la  luème  assimllalioii  nous  aurait  fourni  sans  (Jiriicnlic'- 
les  formules  actuelles,  plus  générales,  (69)  et  (70),  dont  la  seconde 
se  trouverait  même  ainsi  établie,  grâce  aux  formules  du  n"  I  l  (p.  'ioi\ 
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pour  le  cas  où  le  courant,  toujours  normal  à  l'aiguille,  ferait  des 
angles  quelconc|ues  avec  les  axes  2«,  2c  de  la  section  transversale. 
Au  reste,  celte  dernière  formule,  (70),  comprend  l'autre,  (69),  comme 
on  voit  en  y  annulant  a  {'). 

33.  On  pourrait  aussi,  dans  le  cas  du  disque,  en  y  employant  en- 
core la  méthode  du  n"  Îi2  (p.  3x5),  supposer  le  courant  parallèle  à  un 
diamètre  ic  autre  qu'un  axe  ou  incliné  d'un  angle  quelconque,  U, 
sur  son  conjugué  ib-^  ce  qui  introduirait  au  second  membre  de  (69) 
le  facteur  sinU,  rapport  de  l'aire  totale  a-  du  disque  à  2-bc.  Et  la 
division  par  ôoO-  donnerait  une  conductibilité  fictive  k  très  simple  en 
fonction  du  trajet  maximum  ic  des  filets  sur  le  corps,  savoir  : 

,         41    2       /KCV  ..        /kCV 


(')  Ce  .Mémoire  a  tlé  résumé  dans  quatre  Noies  publiées  au\  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (t.  CXXXVIII,  9  et  16  mai  1904,  p.  ti34 
et  1 189;  t.  CXL,  2  et  g  janvier  iQOÔ,  p.  i5  el  65). 

M.  Ale\.  Bas?elti,  ingénieur  civil  des  constructions  navales,  a  fait,  d'une  for- 
mule et  de  la  méthode  qu'indiquaient  les  deux  premières  îNotes,  une  intéressante 
application  aux  condenseurs  à  surface,  dans  une  étude  sur  le  Calcul  rationnel 
de  ces  appareils  publiée  au  Bulletin  de  l'Association  technique  maritime. 
Il  résulte  de  cette  étude  que,  sous  la  réserve  d'expériences  plus  complètes  à 
entreprendre,  les  solutions  suggérées  par  la  lliéorie  paraissoni  bien  d'accord  avec 
celles  qu'indique  la  pratique. 

lîn  terminant,  complétons  la  Note  des  pages  3i6  et  017,  relative  au  cas  d'un 
plateau  long  et  mince  tangent  au  courant,  mais  dont  le  bord  lui  est  incliné  d'un 
angle  /.  La  proporlionnalité  du  pouvoir  refroidissant  à  ^cos/  y  revient  encore  à 
remplacer  V  par  V  cosj,  ou  à  ne  regarder  comme  efficace  que  la  composante  du 
courant  général  V  normale  à  l'axe  du  plateau.  Or,  ainsi  interprétée,  celte 
proportionnalité  s'applique  à  un  long  cylindre  de  forme  quelconque,  pour  lequel, 
l'axe  des  z  étant  choisi  suivant  les  génératrices,  on  aura  toujours,  dans  les  équa- 
tions (1),  (2),  (3)  du  problème  (p.  292),  v  =  o  el  p  dé|)cndant  de  :  par  le  terme 
unique,  linéaire,  «r,  sans  influence  sur  l'autre  partie,  fonction  de  x  et  de  y-  Car 
il  suffit  de  supposer,  comme  nous  le  faisons  ici,  les  températures  Oj,  et  0  indé- 
pendantes de  z.  pour  (/ue  la  composante  \'  n  du  courant  suivant  les  généra- 
trices cesse  entièrement  de  figurer  dans  les  é/jualions  en  0  al  dans  le  calcul 
des  Jlux  de  chaleur. 
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Relations   qui  existent  entre   les  formes  quadratiques 

de  deux  déterminants   D  et   De" 

{Disfjiiisitiones,  n°^  213  et  21'i.); 

Pau  le  P.   PÉPIX. 


1.  Gauss  est  souvent  difficile  à  comprendre  parce  qu'il  supprime 
l'analyse  par  laquelle  il  est  parvenu  aux  tliéorèines  qu'il  expose.  Celte 
remarque  est  particulièrement  applicable  aux  deux  articles  cités  des 
Disquisitiones.  Dans  ces  deux  articles,  Gauss  s'occupe  des  formes 
quadratiques  renfermées  dans  d'autres  formes  quadratiques  sans  leur 
être  équivalentes.  D'après  les  articles  107  et  i58  des  Disquisitiones, 
si  une  forme/ du  déterminant  D  en  renferme  une  autre  F  du  détermi- 
nant E,  le  rapport  des  deux  déterminants,  E:D,  est  égal  au  carré  du 
module  (ao  —  ^y)  de  la  substitution  (a,  [3,  y,  0)  par  laquelle  la  forme/ 
se  change  en  E.  Si  ao  —  py  était  égal  à  ±:  i,  la  forme  /  serait  aussi 
renfermée  dans  F,  les  deux  formes  seraient  éfjuivalenles.  Gauss  suj)- 
pose  ao  —  py  =  e,  e"  >  1 . 

L'avantage  de  l'étude  présente  serait  de  déduire  de  la  classification 
des  formes  de  déterminant  D  celle  des  formes  de  déterminant  D^-'; 
mais,  pour  cela,  il  faudrait  démontrer  que  toute  forme  du  détermi- 
nant De-  est  renfermée  dans  quel((ue  forme  du  déterminant  D.  C'est 
ce  que  Gauss  ne  fait  pas  ici;  il  avertit  lui-même  (pi'il  ne  considère  que 
les  formes  du  déterminant  ^^e-  renfermées  dans  des  formes  du  déler- 
luinanl  I).  11  considère  deux  formes  /,  F,  la  première,  du  délermi- 

Journ.  de  Math.  (G«  série),  lome  I.   —  Kasc.  IV,  iijo5.  4^ 
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naiil  D,  la  seconde,  du  déterminant  De-  ;  il  suppose  que  /  renferme  F 
et  se  transforme  en  F  par  la  substitution  propre  a,  j3,  y»  ^  dont  le  mo- 
dule est  égal  à  c. 

La  généralité  avec  laquelle  le  sujet  est  envisagé  par  Gauss  a  l'incon- 
vénient d'exiger  beaucoup  de  calculs  de  peu  d'intérêt;  car  ce  qui  peut 
être  utile  dans  une  classification  des  formes  du  déterminant  Di"-,  c'est 
l'ordre  primitif.  Ce  problème  est  résolu  dans  la  partie  des  Disquisi- 
liones  consacrée  à  la  tbéorie  de  la  composition  des  formes  quadrati- 
ques; Gauss  déduit  la  classification  de  l'ordre  primitif  du  détermi- 
nant De-  do  celle  de  Tordre  primitif  du  déterminant  D,  en  prenant 
pour  intermédiaire  l'ordre  dérivé  du  déterminant  De-,  obtenu  en 
multipliant  par  e  les  éléments  des  formes  primitives  qui  représentent 
les  diverses  classes  primitives  du  déterminant  D.  C'est  probablement 
pour  cette  raison  que  Gauss,  en  envisageant  ici  son  sujet  dans  toute  sa 
généralité,  s'est  contenté  de  donner  les  éléments  de  la  solution  de  son 
problème  avec  une  concision  qui  en  rend  l'intelligence  difficile;  d'au- 
tant plus  qu'une  erreur  qu'on  rencontre  dans  les  lignes  3  et  4  de  la 
page  20f)  (édition  li^/o)  est  propre  à  désorienter  le  lecteur. 

Quelle  que  soit  la  raison  de  la  concision  de  Gauss,  son  travail  porte 
l'empreinte  de  son  génie;  il  mérite  d'être  développé. 

2.  Supposons  qu'une  forme  F  =  (A,  B,  C)  du  déterminant  Df;-- 
soit  renfermée  dans  une  forme  f  =  (a,  b,  c)  du  déterminant  D,  et  dé- 
signons par  (a,  j3,  y,  o)  la  substitution  propre  qui  transforme  /'  en  F. 
<  )m  aui'a 

(  I  )  A  s?i  a  a'  -f-  2  /y  ay  +  c  y- ,  C  =  a^^'- -h  ?./>  Jio  4-  co\ 

(2)  ao-;iy==r,  B-'- AC  =  D(a5  — [îy)-  =  De^ 

Désignons  par  ni,  f/i',  i/t",  ...  les  diviseurs  positifs  de  e,  y  compris  i 
cl  e;  posons  e  =  /////  =  m' n'  =  m" n" ^^. . ..  Pour  cliacunc  des  décom- 
positicuis  c  =  mn  déduisons  de  f  les  m  formes  qui  s'en  déduisent  par 
les  sul>slilnlii)ris  ( ///,  A',  o,  // ),  où  A'  dé-signe  l'un  des  noinlucs  o,  i,  2, 
3,  ...,  /??  —  !.  l'ouï-  abréger,  nous  désignerons  ces  î)i  fiunies  pai' 
(w;o),  (w;  i),   ...,  {ni;k),   ...,  (/«;ot-iV 

La  décomposition  e  =:  ni' u'  donne  de  même  m'  fnrnu'^   dcdiiilos 
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de/p^v  les  ;n'  substitutions  représentées  parla  formule  (m',  k.  o,  n') 
°':',    .~°'  ''  ^'  ••■'  '"'-  '■  <''"iiss  représente  par  (m'-  k)  la  fc' 


déduite  de  ./par  la  substitution  (m',  k,  o,  n').  De  u.ème  (,;.";  o) 
('>>  ;  1),  . . .  désigneront  les  m"  formes  déduites  de  /  par  les  substitu- 
ions (,..  o,  o,  ,."),  (m",  ,,  o,  n"),  ...,  et  ainsi  de  suite  pour  m'", 
m  ,  .  Ainsi  chaque  forme/  du  déterminant  D  icnfer.ne  propre- 
ment des  formes  du  déterminant  De^  dont  le  nombre  sera  éô-al  à  la 
somme  ,.  +  ,«'+  ,,"  +  .. .  des  diviseurs  positifs  de  e.  Nous  désignons 
par  Ll  1  ensemble  de  ces  formes. 

^  Toutes  les  formes  du  groupe  Q  sont  dilférentes  entre  elles;  mais  elles 
n  appartiennent  pas  toujours  à  des  classes  différentes. 

5.  Pour  reconnaître  si  la  forme  F  est  renfermée  dans  /,  Gauss 
compare  h  avec  les  formes  du  groupe  O  pour  trouver  celles  ,1e  ces  ' 
lormes  qui  lui  sont  proprement  équivalentes.  Cela  suppose  que  si  F 
est  renfermée  dans/,  une  ou  plusieurs  des  formes  du  groupe  O  lui  sont 
équivalentes.  Pour  le  démontrer,  désignons  par  S  =  (a  3  -  S)  1-, 
transformation  supposée  de  /  en  F  et  par  T  =  (f,  g,  /',  À)  \,ne  sub- 
stitution unimodulaire,  dont  nous  déterminerons  les  éléments  de  telle 
sorteque la  substitution  composée(ST;présentelaforme(/;.,  A-,  o  n) 
m  et  n  étant  les  deux  facteurs  d'une  décomposition  r  ^  mn  et  k  un 
nombre  positif  compris  entre  les  limites  o,  ,n  —  i .  On  a 

(ST)  =  a/+p/',   a^^+pA,  y/ +- 5/',  yg  +  S/>. 

Pour  donner  à  cette  substitution  la  forme  deuiandée,  il  fa.it  d'abord 
résoudre  l'équation  y/+  ^f  =  «  en  tenant  compte  de  ré.piation 

('^^  /h-fg  =  ^, 

que  doivent  vérifier  les  éléments  de  la  subsliluliou  T.  Les  deuv  nom- 
bres/, /'  et^ant  premiers  entre  eux,  /  ne  peut  diviser  le  produit  S/' 
sans  diviser  0.  Posant  donc  5  =>,  l'équation  à  résoudre  divisée  p;u"/ 
devient  y  +  n/'=  o.  On  prendra  /•=  1,  f  =  ~  1-  d'où 
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en  verlu  de  réquatlon  (2).  Les  deux  nombres  y,  /'  étant  premiers 
entre  eux,  n  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  y  et  de  0.  La  résul- 
tante (ST)  deviendra 

(ST)  =  m,   a^  +  jBA,  o,   Il 
en  posant 

•s 

(4)  Y-  +  ÔA  =  «,       lo-^^/i  =  1. 

Les  solutions  de  cette  équation  en  nombres  entiers  se  déduisent  de 
Tune  d'elles  ^„,  /t„  par  les  formules 

Le  deuxième  élément  de  (ST)  prendra  une  valeur  A  comprise  dans 
les  limites  o  et  ///  —  i ,  pourvu  qu'on  donne  à  z  une  valeur  convenable, 
ce  qui  est  possible,  mais  d'une  seule  manière.  On  a,  en  effet, 

Pour  que  celte  expression  ait  une  valeur  positive  comprise  dans  les 
limites  o  et  ni  —  i ,  il  faut  que  z  vérifie  la  double  inégalité 

o  =  ai;„  -+-  [ii/<„  —  ni  z  <^  ni  ; 

c  est  ce  (juon  (iblimit  en  dc'sigiianl  par  A  le  l'ésidu  minimum  positif  de 
t^-f(„-h  ^/'o  (mod/y?)  cl  en  prenant 

((3)  -  _  aA-o+P /',.—  /■•_ 

\       /  -  rit 


La  substitution  devient  alors  T  ^  -,   <^g -z, -,  A,  -^    '  - 


«     ""       /(    '         /(       "       /( 


La  substiliillon  inverse 


Y  0  Y 


T'  =  A„  + 


Iransformcra  (///;  A)  en  I'.  Va\  elTct,  S  liausfoinie  /"i-ii  1*',  'I'  cliange  I'' 
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en  la  forme  proprement  équivalente  (/«;  A);  la  résultante  (ST)  trans- 
forme/ en  {m\  k).  Ainsi  la  forme  (/»;  A)  en  laquelle  se  change  la 
forme  F  par  la  substitution  uniniodulaire  T  est  bien  une  forme  du 
groupe  Q.  Donc  : 

Théorème.  —  Si  une  forme  F  du  délerininaiit  Dt'-  est  renfermée 
dans  une  forme  f  du  déterminant  D,  elle  est  proprement  équi^^a- 
lente  à  quelque  forme  du  groupe  i2. 

4.  Pour  reconnaître  si  la  forme  F  est  renfermée  dans  /,  il  suffit  de 
comparer  la  forme  F  avec  les  formes  du  groupe  i2;  si  aucune  forme  de 
ce  groupe  n'est  proprement  équivalente  à  F,  la  forme/  ne  contient 
pas  F;  si  plusieurs  formes  $,  $',  «!>",  ...  du  groupe  Q  sont  équiva- 
lentes à  la  forme  F,  la  forme  /  renferme  F  et  chacune  des  formes  *i>, 
O',  ...  fournit,  au  moyen  des  formules  précédentes,  quelque  transfor- 
mation de  /  en  ¥.  En  effet,  l'analyse  par  laquelle  on  reconnaît  l'équi- 
valence des  deux  formes  F  et  <I>  fournit  le  moyen  de  calculer  les  élé- 
ments de  la  transformation  T'  de  <I>  en  F;  d'ailleurs,  la  construction 
du  groupe  ù  fait  connaître  la  substitution  (m.  A",  o,  n)  par  laquelle  la 
forme  $  se  déduit  de  /,  c'est-à-dire  la  résultante  (ST).  En  composant 
(ST)  avec  T'  on  trouve  (ST)T'=  S,  car  dans  le  produit  STT'  on 
peut  remplacer  deux  substitutions  consécutives  par  leur  produit, 
pourvu  qu'on  ne  change  pas  l'ordre  des  substitutions.  D'ailleurs  on 
peut  vérifier  directement,  à  l'exemple  de  Gauss,  que  la  résultante 
(ST)T',  c'est-à-dire 


/// ,   k 
o,    n 


m 


lia  -+-  ^  -, 


T 

—  ï 
n 


n 


0  + 

8 
n 


+  h- 


m  "^ 


m  - 
n 


Z  +  k 


est  identiquement  la  substitution  S  =  a,  |ïl,  y,  o  I»ar  hujutdle  f  se 
change  en  F.  Nous  avons  déjà  les  deux  derniers  éléments  y,  ^'i  il  nous 
suffit    de    démontrer   (pie    les   deux    premiers    éléments   s'idenliiit'iil 
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avec  a,  [5  respeclivcment,  en  verlu  des  oqualions  pivcédenles  (2),  (3), 
(4)  et  (6).  Nous  entrerons  dans  le  détail  du  calcul  pour  le  premier 
élément  seulement.  On  a 


ni-z  -h  />t/i„-h  A-  =  -^(ai'-   +  3//„  —  A)  -h  k-^  -i-  r?i/i„ 
Il  '  n         „  ••     ^  «        r     V  '     ■       Il 

II 
remplaçant  [îy  par  ao  —  nu/,  la  dernière  expression  devient 

n 

On  démontre  de  même  que  le  second  coefficient  se  réduit  à  {3,  en 
vertu  des  équations  précédentes;  il  faut  pour  cela  substituer  l'expres- 
sion (6)  de  z  et  remplacer  ao  par  ^y  +  '""• 

5.  Notre  analyse  préparc  la  solution  du  prolilème  dont  Gauss  s'oc- 
cujie  dans  l'article  214. 

l'iioBLÈME.  —  Deux  formes  é/ani  proposées,  f  de  déterminant  \) 
cl  F  de  déterminant  De-,  dont  la  première  renferme  proprement 
la  seconde,  on  demande  toutes  les  transformations  de  f  en  F. 

Solution.  —  Continuant  à  désigner  par  Q,  le  groupe  des  formes  dé- 
duites dey  par  les  substitutions  (m,  k,  o,  n),  il  faut  commencer  par 
tirer  du  groupe  Q,  les  formes  auxquelles  F  est  proprement  équivalente. 
Soient  (I>,  «F,  4»",  ...  ces  formes.  Chacune  d'elles  donnera  des  trans- 
formations jiropres  dey  en  F;  aucune  des  transformations  dc/en  F 
n'est  donnée  par  deux  formes  diilerentes  du  groupe  Q;  toutes  les  Irans- 
formâlions  propres  de  yen  F  se  déduisent  des  formes  de  ce  groupe. 
(  liiiiiiui'  la  méthode  est  la  nième  pour  toutes  les  formes  <I>,  nous  ne  par- 
lerons fjue  d'une  seule. 

l-a  construclion  du  groupe  il  fait  connaître  la  substitution 

(nt,  k,  o,  //  ) 
iiiu- laquelle  /' se  change  en  <I>.  Celte  substitution  est  la  résultante  des 
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deux  sul)slitutions  S,  T  dont  la  premicTe  change /'en  F  et  la  seconde 
F  en  la  forme  (m;  A)  désignée  par  $.  Les  composantes  S,  T  ne  sont 
pas  connues;  mais  T  et  T'  son  inverse  s'obtiennent  facilement  par  la 
mélliode  cpii  fait  reconnaître  l'équivalence  des  deux  formes  F  et  $  en 
les  ramenant  l'une  et  l'autre  à  une  même  forme  par  une  suite  de  formes 
contiguës.  On  déduit  de  là,  soit  la  transformation  T  de  F  en  $,  soit 
la  transformation  inverse  T'  de  $  en  F.  Désignons  par  o,  b,  c,  d  cette 
transformation.  Nous  obtiendrons  la  transformation  S=(a,[j,y,  o) 
dey  en  F  en  composant  (ST)  ^  {m,  A,  o,  n)  avec  la  substitution  T', 
car  (ST)T'=  S(TT')  =  S.  On  trouve  ainsi 


S  =  (ST)T'  = 


m ,   k 
o,    n 


a,   b 
r,    d 


ma  +  kc,   inb  +  Ax/,   //c,   iid . 


Or  la  substitution  T'  étant  unimodulaire,  c  et  d  sont  premiers  entre 
eux  ainsi  que  a  et  b.  On  aura 

(j)     a.  :=  f/ia  -h  kc,  '^  =  mb  +  kd,         -^^^nc,         o  = ////. 

Le  nombre  n  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  y  et  de  o,  car, 
la  substitution  T'=  («,  b,  ->  -  j  étant  unimodulaire,  on  a 

(2)  '■  =  I. 


Le  déterminant  de  la  résultante  S  est,  en  vertu  des  équations  (1) 
et(2), 


(3) 


[îy  =  (  //ui  -h  k~]  0  —  (mb  4-  A  - 


a  5  —  {iy  =  /////  :=  e. 


m  I =  nui. 


l'Jilin,  en  éliminant  m  entre  les  deu\  premières  équations  (1),  on 
trouve 


(4) 


a|i  -  by.  =  k 


ElutATUM  :   Disq.,  page  209,  lignes  3,  4i  «"  li<-'U  (la  :  f  traiisilill  in  'I',   lises 
f  Iran  si  bit  in  F. 
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L"équation  (2)  est  toujours  résoluble  en  nombres  enliers,  puisque 

-  et  -  sont  premiers  entre  eux.  Pour  faire  accorder  nos  notations  avec 

celles  de  Gauss,  désignons  par  a  =  h,  b  ^  —  if  une  première  solution. 

Les  autres  solutions  seront   a  =  h  -\-  -  z,    b  =  —  ijr  +  -  z,    de  sorte 

Il  ^        /i    ' 

cjue  l'équation  (4)  devient 


A-  =  p/.  +  y.s-{  ^1^    .  =  p,  +  a^'  - 


m: 


Cette  formule  donne  une  infinité  de  valeurs  de  k\  mais  une  seule  de 
ces  valeurs  est  comprise  entre  les  limites  o  et  rn  —  i,  savoir  celle 
qu'on  obtient  en  prenant  pour  k  le  résidu  minimum  positif  de 

{y.g  -+-  '^Ji)         {moàin), 

ce  qui  donne  pour  :;  la  valeur  évidemment  entière 

otg-+  '^h  —  k 

"  m 

Sans  entrer  dans  de  plus  amples  détails  (jui  nous  amèneraient  à 
répéter  ce  qui  a  été  dit  plus  liant,  nous  concluons  en  disant  que  : 

riiiiOHÉME.  —  Toute  tmiisforuHition  propre  de  tl>  en  F  dèleriniiie 
une  IraiisforriHi lion  propre  a,  {i,  y,  0  de  f  en  F,  que  l'on  obtient  par 
la  inètliode  que  nous  lierions  d'exposer. 

0.  l'our  compléter  la  solution  du  problème  proposé,  nous  démon- 
trerons (juc  loutis  les  transformations  obtenues  sont  différentes  cuire 
elles.;  on  voit  immédiatement  que  deux  transformations  différentes 
de  (m;  A')  en  F  ne  peuvent  pas  donner  la  même  transformation  a,  fi, 
Y,  S,  car  les  formules  (i)  sont  linéaires.  Nous  nous  bornons  à  démon- 
trer (pir  deux  foiiues  diflerentes  <I>  =  (///  ;  A),  <!>'  =  (///';  A  )  ne  peuvent 
pas  donner  la  même  transformation  a,  [i,  y,  0.  Soit,  en  elTcl, 

(ij  a  =  ma  -+-  kr.  =  m'a  -\-  k'c', 

(■2)  fl  =  nd>  -+-  kd  —  ni b'  -f-  k' d' , 
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et 


(3)  v=        ne        =n'c', 

(4)  0  =        //d       =  /l'd', 

(5)  ad  —  bc  =  i ,         a'd'—l/c'=i. 

Des  équations  (4)  et  (3)  multipliées  respectivement  par  a  et  par  l> 
on  déduit  par  soustraction,  en  ayant  égard  à  l'équation  (5), 

a(/td  —  n'd)  —  b(/ic  —  /l'c')  =  n  —  n' (ad'  —  bc')  =  o; 

des  mêmes  équations,  multipliées  respectivement  par  a',  b' ,  on  déduit 

a\ii' d'  —  nd)  —  b'{ii'c'  —  ne)  =  // —  n(a'd  —  b' c)  =  o. 

]_.e  nombre  n  est  donc  divisible  par  lï  et  n'  par  n  ;  comme  ces  deux 
nombres  sont  positifs,  on  a  nécessairement  n  =  n\  m  ^=  m'  et,  par 
conséquent,  les  équations  (3)  et  (4)  donnent  c  =  c',  d  =  d' .  Les  équa- 
tions (i)  et  (2)  deviennent 

ma  -f-  ke  —  ma  +  k'c,         mb  +  Ay/  =  mb'  +  AV/. 

En  les  combinant  par  soustraction  après  avoir  multiplié  la  première 
par  b  et  la  seconde  par  a,  on  trouve 

k(be  —  ad)  =  m(a'b  —  b'a)  -+-  k'(bc  —  ad), 
A'  —  A'  =  m(a'  b  —  b'a)^ 

ce  qui  est  impossible,  parce  que  A"  et  A'  étant  compris  l'un  et  l'autre 
dans  les  limites  o  et  w  —  i,  il  est  impossible  cjue  A' —  A"  soit  divisible 
par  /H  sans  que  l'on  ait  A'  =  A'  et  par  conséquent  $  =  $',  contraire- 
ment à  l'hypothèse.  Donc  la  même  transfoi'uuuiou  de  /"en  F  ne  peut 
pas  correspondre  à  deux  transformations  de  deu\  formes  dilTérontes  <!>, 
4)'  en  F. 

On  ne  peut  supposer  non  plus  (pie  la  même  transformation  dt"  /' 
en  F  corresponde  à  deux  Irausformalions  différentes  dune  nièine 
forme  (/)i;  k)  en  F,  car  si  Ton  fait  ///'=  ni,  A';=  A',  «'=  n  dans  les 
formules  (r),  (2),  (3),  (4),  les  formules(3),  ('1)  donnent  immédia- 

Journ    de  Math.  (6°  série),  tuiiic  1.  —  F^isc.  I\  ,  itjnâ.  I  \ 
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tenienl  c  ^^  c  ,  d  ^^  d  ;  les  équations  (i)  et  (2)  deviennent  alors 
ma  =  ma' ,  mb  =  mb\  de  sorte  que  les  deux  transformations  suppo- 
sées se  réduisent  à  une  seule. 

Il  résulte  de  là  qu'une  même  forme  $  =  (m;  k)  donne  autant  de 
transformations  difTércnles  de  /  en  F  qu'il  y  a  de  transformations 
de  $  en  F.  Si  D  est  négatif,  on  peut  trouver  par  la  méthode  générale 
toutes  les  transformations  de  (m;  A)  en  F,  de  sorte  que  la  méthode 
précédente  fera  connaître  toutes  les  transformations  possibles  de  f 
en  F. 

Si,  au  contraire,  D  est  positif  non  carré,  le  nombre  des  transforma- 
tions de  <I>  en  F  est  inlini  ;  mais  on  peut  les  exprimer  en  un  nombre  fini 
de  formules  au  moyen  des  solutions  de  l'équation 

T'  —  De-ir=i. 

Enfin,  si  la  forme  F  est  improprement  renfermée  dans  /,  on  cher- 
chera par  la  méthode  précédente  toutes  les  transformations  propres 
de  /  en  la  forme  F'  opposée  à  la  forme  F;  ces  transformations,  que 
nous  désignons  indéfiniment  par  a,  [î,  y,  S,  seront  les  transformations 
impropres  de  /  en  F;  les  transformations  propres  seront  a,   — [i, 

I  '  ''■ 

7.  Exemple.  —  On  demande  toutes  les  transformations  de  (2,  5,  7) 
en  (27;),  o,  —  i)  qu'elle  renferme  tant  proprement  qu'improprement. 
On  a  D  =  4  et  c  =  5,  de  sorte  que  le  groupe  Q,  se  compose  de  six 
formes,  savoir  (i  ;  o),  (5;  o),  (5;  i),  (5;  2),  (5;  3),  (5;  4),  qui  par 
le  développement  deviennent 

(2,  2:),  i-.j),     (5o,  2Ô,  7),     (;)o,  3ô,  19),     (5o,  45,  35), 
(5o,  55,  55),     (5o,  6j,  79). 

l'our  reconnaître  l'équivalence  de  deux  formes  indéfinies,  il  convient 
de  calculer  la  période  des  formes  contiguës  fournie  par  l'une  d'elles 
pour  reconnaître  plus  aisément  la  forme  périodique  à  hupieile  on  jieul 
les  ramener  l'une  el  l'aulic  jioui'  Irouver  une  Iransformalinu  de  ruiir 
en  l'aulrr. 

La  forme  F  étant  propre,  il  n'y  a  [)as  lieu  île  la  conqjarer  avec  les 
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deux  formes  impropres  (5o,  45,  35),  (5o,  55,  55).  Il  suffit  donc  de 
considérer  les  quatre  autres  formes.  Pour  reconnaître  celles  qui  sont 
équivalentes  à  la  forme  F,  nous  formerons  la  période  de  la  forme 
(—  i,  o,  275)  en  développant  ^'i-jS  en  fraction  continue. 


v'275 

= 

16  +  transformées  de  Lagrange, 

16  +  v/375 
'9 

= 

I 

+ 

(19'  -  '^^'  -  >)> 

3  -1-^^275 
14 

= 

I 

4- 

(-  '4,  3,  19), 

1 1  -1-  V^275 
1 1 

= 

2 

+ 

(11,  -  II,  -  i4), 

I  I  -4-  \^2-r> 

= 

I 

+ 

(-  i4,  II,  II), 

14 

3  -f-  v^275 
'9 

= 

I 

-+- 

(19,  -  3,  -  i4). 

16  H-  \,^2JÔ 
I  2 

= 

2 

+ 

{—i,  16,  19), 

16  -1- v/275 
19 

= 

I 

+ 

(+19,  -  iG,  -i). 

La  période  des  quotients  se  compose  de  6  termes,  on  a 

v'275  =  16(1,  I,  2,  I,  I,  32). 
La  période  des  transformées  correspondantes  est 

(19,-16,-1),    (-14,3,19;),    (il,  —  II,  —  i4), 
(-14,11,11),     (19,  — 3, -i4),     (-1,16,19). 

La  forme 

(5;  i)  =  (5o,  35,  19) 

est  contigué  à  la  forme 

(19'  — i^.  -0' 
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laquelle  est  elle-même  contiguë  à  la  forme 

(-1,0,  270)=^  F'. 

La  forme  (5;  i)  se  transforme  en  F'  par  la  substitulion 

0,  —  I        o,    —  I  —  1,    —  16 

1,  I        I,      iG  I,        i5 

et  en  la  forme  F  par  la  substitution  composée 


—  I,    —  16  I  I  o,    —  I 


I  j 


-16, 


I  j,   —  I 


En  composant  la  substitution  (ST)  =  (5,  i,  0,1)  qui  transforme/ 
en  (I>  =  (5;  i)  avec  T'=  (—  16,  i,  i5,  —  i)  (jui  change  (5;  i)  en  F, 
on  obtient  une  transformation  de/  en  F,  savoir  (—  65,  4,  i5,  —  i); 
nous  en  déduirons  les  transformations  semblables  de/ en  F  détermi- 
nées par  la  forme  (  >  ;  i),  en  composant  la  forme  S  avec  l'expression 
générale  des  transformations  propres  de  F  en  elle-même,  savoir 

(/,  a,  l'-oii,  (), 

où  /,  u  expriment  indéfiniment  toutes  les  solutions  entières  de  l'équa- 
tion l^  —  275 M- =  I.  On  trouve  ainsi 


(I) 


a  =  —  65^  4- I  loo;/,  ^  =  4'  — 65«, 

0  :=  —  (  -{-  l5ll. 


i:it  —  -2~Su, 


On  fait  coïncider  ces  formules  avec  celles  de  Gauss  eu  remplaçant  /, 
//  pur  —  /,  —  //. 

On  procède  d'une  manière  semblable  pour  obtenir  les  transforma- 
tions de /en  F  déterminées  par  la  forme  (5;  4);  c'est-à-dire 

(5o,  G5,  79). 
On  reconnaît  d'abord  l'équivalence  des  deux  fui  mes  (j;  i)  et  F  en  les 
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ramenant  l'une  et  rautrc  à  une  même  transformée  périodique 

(-1' 14,  79)7 

ce  qui  permet  de  former  la  suite  de  formes  continues  par  laquelle  on 
oJ3tiont  la  transformation  de  (5;  4)  en  F.  On  trouve 

(5o,  65,  79)(79,  i/j,  -  i)(_  i,  o,  275^(275,  o,  -  i). 

La  première  forme  se  change  en  la  dernière  par  la  substitut! 
composée 


on 


i4 


rf, 


Enœmposant(ST)  =  (5,4,o,,)avecT'  =  (i4,i,  _  i5,  -  i)  on 
S  =  (io,  i,  -i5,  —  i) 


trouve 


qui  transforme  /  en  F.  On  obtiendra  l'expression  oénérale  des  trans- 
formations de /en  F  en  composant  la  transformation  obtenue  S  avec 
(/,  u,  27  )«,  t)  qui  transforme  F  en  elle-même.  On  trouve  ainsi 

Ainsi  toutes  les  transformations  propres  de/ en  F,  déduites  de  la  for- 
mule $'=  (5o,  65,  79),  sont  exprimées  parles  formule 


les 


(II) 
On 


a  =  io^+275«,  p  =  /4-ioM, 

o  =  —  l  —  iSu. 


=  —  lll  —  lyou. 


On  reconnaît  aisément  qu'aucune  des  formes  (5,  2),  (5,  3)  ,,'0^, 
équivalente  à  F.  l'ar  conséquent,  toutes  les  transformations  propres 
de/en  F  sont  exprimées  par  les  formules  (I)  et  (II),  i  et  u  dési^•nanl 
indeiiniment  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  négatives    de 


équation 


l-  —  270;^^=  I. 


Les  transformaUons  impropres  de/ en  F  s'obtiennent  en  remplaeanl 

P,  5  par  —  p,  _  0  dans  les  formules  (I)  et  (H). 
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8.  Pour  compléter  la  solution  précédente  nous  calculerons  Texpres- 
sion  générale  des  solutions  de  la  dernière  équation.  Nous  avons 
trouvé  que  la  racine  carrée  de  2^5  est  exprimée  par  la  fraction  con- 
tinue i6(i,  1,  2,  I,  I,  32),  où  les  quotients  entiers  renfermés  entre 
parenthèses  se  répètent  indéfiniment  dans  le  même  ordre.  Les  moindres 
nombres  positifs  qui  satisfont  à  l'équation  pellienne  sont  les  deux  termes 
de  la  réduite  obtenue  au  moyen  des  quotients  qui  précèdent  le  dernier 
([uotient  de  la  première  période  : 

Quotients. . 

Réduites 

Les  moindres  nombres  qui  vérifient  l'équation  de  Pell  sont  t  =  199, 
M  =  12.  Les  autres  solutions  s'en  déduisent  par  la  formule 


;s. .  . 

)) , 

16, 

1, 

I- 

3, 

I, 

■^ 

I 

16 

'7 

33 

83 

116 

'99 

—  ï 

» 

0 

I 

I 

2 

D 

J 

12 

±t±s/^U  =  (199  +  12  v'275)", 

en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  i  à  ce;  ou  bien 

±/±5av/ii  =  (i99-f-6o\/ii)"- 

La  note  mise  au  bas  de  la  page  211  dit  ([ue  toutes  les  transforma- 
tions propres  de/  en  F  sont  exprimées  plus  simplement  parla  formule 

(IL)        io/-f-55«,         t -h  2u,         —  i5t  —  55u,         —  /  —  3«, 

où  l'on  désigne  par  /,  u  tous  les  nombres  entiers  qui  vérifient  l'équa- 
tion /■■'  —  1 1  M^  =  I .  Or  les  moindres  nombres  positifs  qui  vérifient  cette 
équation  sont  /  =  10,  m  =  3;  les  nombres  /,  u  s'obtiennent  en  donnant 
à  //  les  valeurs  entières  Ai  =  o,  i ,  2,  . . .,  00  et  en  prenant  pour  chaque 
valeur  de  n  les  quatre  combinaisons  de  signes  que  comporte  la  formule 

±  tdi  u  s/Yï  =  (  I  o  -(-  3  V  11)". 

Les  valeurs  paires  de  n  déterminent  les  transformations  exprimées 
par  les  formules  (II),  tandis  que  les  valeurs  impaires  donnent  celles 
(|ui  sont  exprimées  par  les  formules  (I). 


PROPAGATION     DES    RÉACTIONS    CHIMIQUES.  3^7 


Sur  la  propagation   des  réactions  c/iimiques 


dans   les  gaz; 


Par  m.   JOUGLIET. 


Avant-propos. 

Les  recherches  de  Ricmann  et  Hugoniot  sur  lu  propagalion  des 
oiides  ont  été  complétées,  dans  ces  dernières  années,  par  d'importants 
travaux.  Nous  ne  prétendons  rien  ajouter  aux  pubhcations  mathéma- 
tiques parues  sur  ce  sujet.  Nous  voudrions  simplement  montrer  jus- 
qu'à quel  point  il  nous  semble  qu'on  peut,  dès  à  présent,  en  tirer  parti 
dans  l'étude  des  phénomènes  explosifs.  Ce  n'est  pas  là  d'ailleurs  un 
problème  nouveau  et  nous  consacrerons  précisément  une  partie  impor- 
tante de  ce  Mémoire  à  la  coordination  des  résultats  déjà  obtenus  sur 
cette  question. 

Avant  tout,  rappelons  brièvement  ce  qu'apprend  l'expérience.  De- 
puis longtemps  l'étude  des  poudres  et  explosifs  solides  a  mis  en  évi- 
dence deux  modes  de  propagation  pour  une  réaction  chimique,  d'où 
hi  distinction  entre  les  explosions  du  premier  et  du  deuxième  ordre 
(Roux  et  Sarrau),  ou  encore  entre  la  combustion  et  la  détonation.  La 
question  s'est  beaucoup  éclaircie  quand  elle  a  été  abordée  à  propos 
des  systèmes  gazeux.  Les  j)remières  reclierches  sur  ces  systèmes,  celles 
de  Davy,  Bunsen,  Schlœsing  etde  Mondésir,  Mallard,  Fonseca,  Gouy. 
ont  porté   uniquement,  comme   on   s'en   rend    compte   aujounTliui, 
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sur  la  vitesse  de  ce  que  Sarrau  appellerait  Y  explosion  du  premier 
ordre.  La  distinctiou  précise,  pour  les  gaz,  entre  les  deux  régimes  de 
propagation  est  due  aux  travaux  de  MM.  Mallard  et  Le  Chatelicr  (') 
et  surtout  à  ceux  de  M>L  Berthelot  et  Vieille  (-).  Ces  derniers  savants 
ont  fait  la  découverte  capitale.  Tune  des  plus  belles  de  la  Mécanique 
chimique,  du  phénomène  de  Vonde  explosii'e  dans  lequel  une  réaction 
se  propage  dans  un  mélange  gazeux  avec  une  vitesse  léguUcre  de 
plusieurs  milliers  de  mètres  par  seconde.  jNIM.  Mallard  et  Le  Cha- 
telier  se  sont  attachés  surtout,  au  contraire,  au  cas  où  la  flamme,  en 
avançant,  parcourt  en  une  seconde  quelques  mètres  seulement;  ils  ont 
mis  en  évidence  l'existence  d'un  régime  bien  régulier,  caractérisé  par 
une  vitesse  uniforme  et  assez  faible;  ils  ont  étudié,  après  MM.  Schlu^- 
singetde  Mondésir,  les  perturbations  que  ce  régime  subit  du  fait  de 
certaines  circonstances,  comme  l'agitation  du  mélange,  et  montré  que 
ces  perturbations  se  produisent  spontanément  après  un  petit  parcours 
de  la  flamme.  D'ailleurs,  les  deux  régimes  ainsi  définis  par  MM.  Ber- 
ihclot  et  Vieille  d'une  part,  par  MM.  Mallard  et  Le  Chatelicr  de 
l'autre,  ne  sont  que  des  cas  extrêmes  entre  lesquels  les  mêmes  savants 
ont  observé  toutes  sortes  d'intermédiaires. 

Les  expériences  de  M^L  Berthelot  et  Vieille  ont  été  reprises  par 
M.  Dixon  dans  un  travail  très  important  où  il  a  apporté  quelques 
corrections  aux  chifTres  obtenus  par  ses  prédécesseurs  (■').  Plus  ré- 
cemment enfin,  MM.  Bertlielot  el  Le  Chatelier  ( '),  |)uis  ^L  Le  Cha- 
telicr seul  ('  ),  ont  appliqué  à  l'étude  de  l'onde  explosive  une  méthode 

(')  iMAi.i.Ani)  el  Le  CiiATELn:ii,  Recherches  sur  fa  combustion  des  nié/anges 
gazeux  explosifs  {Annales  des  Mines,  8"  série,  t.  IV,  i883). 

{-)  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XCIll,  1881, 
p.  18;  t.  XCIV,  1882,  p.  101,  149,  822;  l.  XCV,  1882,  p.  iJi,  199.  —  Voir  aussi 
Bertiielot,  Sur  la  force  des  matières  explosives,  t.  1,  i883,  p.  i33. 

(■■')  IIaiiom)  Dixon,  Bakerian  lecture  :  The  rate  of  explosion  in  gases  (Phi- 
losophical  Trttnsaclions  of  Ihc  Royal  Society  of  London.  A.,  N'ol.  CL\X.\1\', 
1893,  p.  97). 

(*)  BEnriiELOT  el  Le  Ciiati:i.ii:h,  Sur  la  vitesse  de  dclonalion  de  l'acétylène 
(Annales  de  Chimie  et  de  /'hysit/ue,  7"  série,  l.  XX,  1900,  p.  1  j). 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences^  l.  CXX\, 
1900,  p.  1755;  I.  CXXXI,  igoo,  |).  3o. 
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pliotoi;rapliiqiic  qui  n'a  pas  peu  conlribué  à  éclaircir  les  circonstances 
de  la  fonnalion  de  celte  onde  et  même  à  la  définir  avec  précision. 

De  tous  ces  travaux,  Fidée  s'est  peu  à  peu  déj^agée  —  elle  est  très 
nettement  exprimée,  par  exemple,  par  MM.  Mallard  et  Le  Chale- 
lier  (')  —  (|ue,  dans  le  régime  de  propagation  lente,  celle-ci  se  fail 
par  conductibilité  calorifique,  la  combustion  en  un  point  échauffant  el 
enllammant  le  mélange  aux  poinls  voisins,  tandis  que,  dans  l'onde 
explosive,  elle  se  fait  par  compression  mécanique,  la  conductibilité 
jouant  un  rôle  faible  sinon  nul.  Une  étude  complète  de  la  propagation 
(les  réactions  cliimiciues  devrait  donc  faire  intervenir  la  théorie  de 
la  conductibilité.  Malheureusement  une  telle  intervention  complique 
beaucoup  les  problèmes  ;  nous  essaierons  bien  d'y  avoir  recours,  mais 
nous  serons  obligés  de  nous  borner,  sur  ce  point,  à  des  indications 
assez  vagues.  Nous  examinerons  surtout  les  cas  où  la  conductibilité 
est  négligeable  et  notre  but  principal  sera  l'explication  de  Yondc 
explosive;  nous  exposerons  les  tentatives  déjà  faites  pour  interpréter 
ce  phénomène  et  nous  chercherons  s'il  n'y  a  pas  lieu  de  les  compléter 
ou  même  de  les  modifier. 

Nous  ne  nous  occuperons  d'ailleurs  que  des  corps  gazeux. 

Mettons  à  part  l'interprétation  donnée  par  MM.  Bertheiot  et  Vieille 
pour  l'onde  explosive  (^),  qui  fait  intervenir  la  théorie  cinétique  des 
gaz;  mettons  à  part  aussi  tout  ce  qu'on  a  dit  sur  la  théorie  de  la  pro- 
pagation par  conductibilité,  qui  se  réduit  à  de  très  brèves  remarques 
de  MM.  Mallard  el  Le  (Ihatelier  (•').  Cette  réserve  faite,  on  peut  dire 
(|ue  les  travaux  des  mathématiciens  sur  la  propagation  des  ondes  dans 
un  gaz  qui  n'est  le  siège  d'aucune  réaction  chimique  ont  toujours  été 
jus(|u'à  présent  le  guide  suivi  par  ceux  qui  se  sont  occupés  de  notre 
sujet  au  point  de  vue  théorique.  Il  est  bien  évident  qu'on  ne  saurait 
mieux  faire  cjue  de  persévérer  dans  celle  voie. 

Ou  sait  (pie  les  ondes  se  divisent  eu  deux  grandes  catégories,  ondes 


(  ')  Mali.ahd  el  Lk  Ciiaii;i.ii:ii,  loc.  cit.,  jj.  'i\\  ot  suiv. 

(*)  l5i;iiTiii:i.0T,  Comptes  ic/i(liis  de  l'Acai/é/nie  des  Sciences,  t.  XCIII,  iS8i, 
|).  iS.  —  liiiRTiiEi.oT  et  ViKiLi.i;,  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences, 
t.  XCV,  1882,  1».  iJi. 

(  •'')  Mali.ari)  el  Le  Chatei.if.k,  loc.  cit.,  p.  343. 

Journ.  de  Math,  (tj»  série),  tome  1.  —  Kasc.  1\  ,  igoS.  -43 
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de  choc  et  ondes  ordinaires,  suivant  quïl  se  présente,  sur  leur  front, 
une  discontinuité  dans  la  vitesse  ou  dans  les  accélérations  des  divers 
ordres.  Les  mathématiciens  ont  d'abord  étudié  les  ondes  ordinaires  : 
Laplace  et  surtout  Poisson  ont  traité  de  la  propagation  des  petits 
mouvements  dans  les  gaz  et  constitué  ainsi  la  théorie  du  son('). 
Quant  aux  ondes  de  choc,  elles  ont  été  découvertes  par  Riemann 
en  1860  (-).  Les  travaux  d'Hugouiot  ont  fait  faire  à  la  connaissance 
de  l'un  et  de  l'autre  cas  des  pas  considérables  (^).  Outre  l'importante 
notion  de  compalibilité  qu'ils  ont  introduite  dans  la  Science,  on  leur 
doit  les  deux  résultats  suivants.  Dans  le  problème  des  ondes  de  choc, 
ils  ont  fail  voir  <jue  la  relation  supplémentaire  relative  aux  mouve- 
ments adiabatiques  doit  être  prise  sous  une  forme  particulière,  toute 
dillérente  de  la  forme  classique.  En  ce  (jui  concerne  les  ondes  ordi- 
naires, ils  nous  ont  appris  à  calculer  leur  vitesse  quelle  que  soit  l'ani- 
pliludede  l'ébranlement  qu'elles  propagent  et  nous  ont  montré  que 
celte  vitesse  est  toujours  donnée,  si  le  mouvement  est  adiaba tique,  par 
la  formule  de  Laplace  relative  au  son;  on  comprend  tout  de  suite 
l'inqiortance  d'un  tel  résultat  pour  la  théorie  des  explosions  et  quel 
picigrès  à  ce  point  de  vue  a  marqué  la  substitution  de  la  méthode 
d"Hugoniot  à  celle  des  petits  mouvements. 

La  formule  de  Laplace  montre  que  la  vitesse  du  son  peut  atteindre 
des  valeurs  très  considéraliles  quand  la  propagation  se  fait  dans  un 
milieu  à  1res  haute  tem})èralur<'.  Dès  i883,  MM.  Mallard  et  Le  Cha- 
lelier  oui  (Mitre\u  dans  celte  remanpie  une  interprétation  de  l'onde 
explosive  (  '),  et  leur  idée  a  été  reprise  et  développée  par  M.  Dixon  (^); 


(')  Xoli's  (lu  Laplace  insérées  dans  la  Statii/i(e  cliiniic/ue  de  Berlliollcl,  i8o3. 
—  l'oisso.N,  Mémoire  sur  la  Ifiéoric  (tu  son  [Jinirnal  de  l'Ecole  Polylccliniqiie, 
\'\'  Caliier,  1808,  j).  SaG),  etc. 

(')  Ueber  die  Fnri.plhinziing  ehener  Ln/Uvellen  vo/i  endliclicr  Scluvin- 
gungsweile  (Tradiiclion  française  des  (Murres  de  liie/nann,  p.  177). 

(')  Propagation  du  tnoin-cnicnl  dans  un  JUtide  indéfini  {Journal  de  Maltu- 
inaliques  pures  cl  appliquées,  4°  sérii-,  l.  III,  1887,  p.  '177).  —  Propagation  du 
mouvement  dans  les  corps  {Journal  de  l'h'cole  l'olylecluiique,  i')-''  Caliier, 
1887,  et  58°  Caliier,  1889). 

(* )  Aoc.  cit.,  p.  3Go. 

(')  Loc.  cit.,  1893. 
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mais  la  rif^ueur  mathématique  fait  défaut  aux  indications  de  ces  sa- 
vants. On  la  trouve  au  contraire  dans  la  tentative  de  M.  Schuster  qui 
a  proposé,  en  ii^gj  ('),  d'e\[)liquer  Fonde  explosive  par  les  ondes  de 
choc;  mais  cet  auteur  ne  parait  pas  avoir  connu  les  recherches  d'Hu- 
goniot  et  sa  théorie,  quoicjue  rigoureuse  au  point  de  vue  mathéma- 
tique, est  tout  à  fait  incomplète. 

D'ailleurs  ces  interprétations  de  l'onde  explosive  reposent  sur  Tex- 
tension,  aux  fluides  qui  sont  le  siège  de  réactions  chimiques,  des  lois 
trouvées  pour  ceux  où  il  ne  s'en  produit  pas,  et  cette  extension,  ses  au- 
teurs ne  la  justifient  pas  à  proprement  parler.  Ils  procèdent  par  une 
sorte  d'intuition  pour  utiliser,  dans  un  problème  où  se  mêlent  la  Chimie 
et  la  Mécanique,  des  résultats  purement  mécaniques.  Pour  constituer 
une  véritable  théorie,  il  était  nécessaire  d'introduire  dans  la  question 
des  principes  nouveaux.  C'est  ce  qu'a  fait  M.  Duhem(-).  Posant  le 
problème  des  explosions  sur  son  véritable  terrain,  ce  savant  l'a  aliordé 
dans  son  intégralité  par  les  méthodes  de  la  Thermodynamique  générale 
qui  lui  ont  permis  de  le  mettre  correctement  et  complètement  en 
écjuations.  Il  s'est  d'ailleurs  borné  à  développer  le  cas  des  ondes 
ordinaires.  Il  a  fait  voir  que  la  méthode  d'Hugoniot  relative  à  ces 
ondes  pouvait  passer  du  domaine  de  la  Mécani(jue  dans  celui  de  la 
Thermodynamique  et  a  montré,  grâce  à  elle,  comment  la  réaction 
chimicjue  pouvait  modifier  la  vitesse  de  propagation  en  introduisant, 
pour  ainsi  dire,  selon  une  expression  de  M.  ^^ieille  ('),  une  élasticité 
spéciale.  Sa  théorie  permet  d'ailleurs,  comme  nous  le  montrerons  et 
bien  cju'il  ne  l'ait  pas  dit  explicitement,  de  rattacher  l'apparition  de 
cette  élasticité  spéciale  à  la  rapidité  des  réactions  explosives.  Cette 
théorie,  c|u'il  a  exposée  avec  l'aide  de  certaines  hypothèses,  est,  dans 
une  certaine  mesure,  dans  une  mesure  que  nous  aurons  à  préciser. 


(')    Voir  une  Note  de  M.  Scliusler  dans  le  Mémoire  prêché  de  M.  Di\on  (iSgS). 

(-)  Théorie  ihermodynanià/tie  de  la  viscosité,  du  froltenienl  el  des  faux 
équilibres  chimiques  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  natu- 
relles de  Jiordeaux,  5"  série,  t.  Il,  1896).  —  Voir  aussi  Traité  de  Mécanique 
chimique,  t.  I,  1897,  p.  2.55. 

(■')  Comptas  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences.  t.CAWI,  1900, 

p.  4 10. 
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indépendante  de  ecs  hypothèses  :  c'est  ce  qua  montré  Rol)in  (  '  )  dans 
sa  Thermodynamiqne  générale. 

Toutefois  ces  travaux  n'ont  pas  conduit  encore  à  une  interprétation 
entièrement  satisfaisante  de  l'onde  explosive.  Pour  que  l'onde  explo- 
sive se  propage  dans  un  milieu,  il  n'est  pas  nécessaire  que  celui-ci  se 
trouve  déjà  porté  à  sa  température  d'iullammalion,  restriction  que 
suppose  la  théorie  de  M.  Dnhem  et  dont  Rol^in  n'a  pu  parvenir  à  s'af- 
franchir. M.  Vieille,  reprenant  l'idée  de  M.  Schuster,  a  fait  voir  (pi'il 
fallait  probablement,  dans  une  interprétation  complète,  faire  interve- 
nir les  ondes  de  choc  (-).  Mais,  comme  l'ont  montré  les  expériences  de 
M.  \ieille  lui-même  ('),  la  vitesse  des  ondes  de  choc  dans  les  gaz 
purs  va  progressivement  en  diminuant  à  mesure  qu'elles  se  propa- 
gent, parce  que  la  discontinuité  qu'elles  présentent  sur  leur  front  va  en 
s'atténuant.  Or  l'onde  explosive  est  caractérisée  par  une  vitesse  rigou- 
reusement constante.  Il  est  probable  que  c'est,  comme  le  dit  M.  Vieille, 
la  réaction  chimicpiequi  entretient  dans  ce  cas  la  discontinuité.  Il  con- 
vient donc  de  compléter  les  recherches  de  M.  Duhem  par  une  étude 
des  ondes  de  choc  dans  les  milieux  qui  sont  le  siège  de  réactions  chi- 
mi(jues  et  de  rechercher  comment  l'élasticité  nouvelle,  mise  en  jeu  par 
ces  réactions  et  décelée  par  31.  Duliem  dans  les  ondes  ordinaires,  agit 
dans  les  ondes  de  choc. 

C'est  celle  étude  qui  fait  l'objet  principal  du  présent  Mémoire.  Nous 
commencerons  cependant  par  examiner  les  ondes  ordinaires  ;  on  peut, 
croyons-nous,  ajouter  quelques  iudicalions  intéressantes  àce<pil  a  été 
(h'jà  publié  sur  leur  conq)te  et  les  résultats  relatifs  à  ce  cas  seront  pré- 
cieux pour  bien  conq)ren(he  celui  des  ondes  de  choc.  Ainsi  d'ailleurs 
que  nous  l'avons  déjà  dit,  nous  nous  attacherons  surtout  à  l'explication 
de  l'onde  explosive  proprement  dite  et  nous  laisserons  de  côté  bien  des 
(juestions  irlatixes  auv  ph('iiomèii('s   explosifs.    Nous   ne   pi'éU'udons 

(')  TlicnnodyiinrnirjiK;  générale,   lyoi,  p.  206. 

(')  Coniplcs  iciuliis  (tes  séances  de  V Académie  des  Sciences,  l.  CX.Wl,  1900, 
p.  /|i3.  —  Voir  aussi  Etude  sur  le  rôle  des  disconliniiilés  dans  les  pticnornènes 
de  propagation  {Mémorial  des  l'oadres  et  Snlpclres.  l.  \,  1899-11)00,  p.  177). 
("est  ce  Mémoire  que  nous  citerons  à  l'avenii'. 

(  '  )  lî tilde  sur  le  rôle  des  discontin  iiités  dans  les  phénomènes  de  propagation 
(Méni.orinl  des  l'oudres  et  Salpêtres.  I.  \,  1899-1900,  p.   177). 
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nullement,  en  eiïet,  donner  une  tliéorie  complète  de  ces  phénomènes 
que  les  travaux  des  expérimentateurs  ont  montrés  si  complexes;  tout 
au  plus  chercherons-nous  à  faire  voir  que  la  Mécanique  chimique  ac- 
tuelle est  assez  riche  pour  s'accommoder,  sur  ce  sujel,  de  la  complexité 
des  faits.  Nous  ne  prétendons  même  pas  donner  la  théorie  certaine  de 
la  seule  onde  explosive;  nous  espérons  seulement,  en  discutant  les  in- 
terprétations qu'on  en  a  déjà  données,  en  en  proposant  à  notre  tour 
deux  nouvelles,  jeter  quelque  lumière  sur  ce  phénomène  ('  ). 

Pour  la  facilité  de  la  discussion,  nous  aurons  à  reproduire  ici  des  ré- 
sultats déjà  connus;  nous  n'hésiterons  pas  à  le  faire.  Au  ])oint  de  vue 
mathématique  notamment,  nous  voudrions  qu'on  put  lire  ce  Mé- 
moire en  entier  sans  être  obligé  de  se  reporter  aux  travaux  de  Kiemaun, 
Hugoniot,  Duhem  et  Hadamard  (- ). 

Nous  emploierons  principalement  dans  ce  Mémoire  les  variables 
dites  deLairraniiC  Ce  sont,  selon  nous,  les  véritables  variables  niéca- 
niques,  car  elles  sont  représentatives  de  l'individualité  des  masses  ma- 
térielles. Cet  avantage  compense  largement  l'inconvénient  cprelles  ont 
de  donner  des  formules  un  peu  plus  compliquées  que  les  variables 
dites  d'Eidcr. 

CHAPITRE  I. 

HVI'OTIIÈSES    ET     ÉQUATIONS     l'OPiDA:MENTAI.KS. 


§  1.  —  Équations  cinématiques  (M. 

I.   Soient  /  le  temps;  a,  b,  c  les  coordonnées  initiales  des  points  ma- 
tériels d'une  masse  fluide  continue  (variables  de  Lagrange);  .v,y,  z 

(')  Nous  avons  publié  quelques-uns  des  résultais  du  présent  Mémoire  dans  les 
Notes  suivantes  insérées  aux  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences:  Sur 
la  propagation  des  discontinuités  dans  lesjluides,  18  tuais  1901.  —  Remarques 
sur  la  propagation  des  percussions  dans  les  gaz,  27  juin  190').  —  Sur  l'onde 
explosive,  Il  juillet  1904,  —  Remarques  sur  la  loi  adiabaliquc  d' Hugoniot, 
i4  novembre  igo^.  —  Sur  l'onde  explosive,   i3  mars  igoo. 

(-)  HiiiiiANN,  loc.  cit.—  IhiiOMOT,  loc.  cit.—  Di  HEM,  Rec/icrc/ics  sur  l' Hydro- 
dynamique, 1903. -— Hadamaiu),  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes.  1903. 

(^)  Fti;/- les  travaux  d'IIuguniot  et  de  M.  Hadamard  et  notre  Noie  des  ('amples 
rendus  (\n  icS  mai's  1901. 
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leurs  coordonnées  actuelles  (variables  d'Euler)  qui  sont  des  fonctions 
de  a,  ^,  c,  t.  Posons 


(•) 
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dx 

da- 

d7i 

db 
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da 

dy 
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dz 
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et  désignons  le  coefficient  de  -^  dans  le  développement  de  D  par  la 

a  densité  acli 
dté  initiale  /■  par 


notation  -r4^  •  La  densité  actuelle  p  est  donnée  en  fonction  de  la  den 

d ( bc  )  ' 


{■^) 


jr     (écjuation  de  coutinuité). 


On  passe  du  champ  a,  b,  eau  champ  x,  y,  :  par  le  changement  do 
variables  x  =  x(a,  l>,  c,  /),  y  =  y{a,  b,  c,  t),  z  =  r(a,  b,  r,  /).   On  a 
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Si  donc  on  a  une  fonction  H  de  x,  y,  ;,  /,  elle  est  aussi  fonction  de  a, 
l),  c,  /,  et  Ton  a 

^  '-^  Oa-  '~  D   àa  d(bc)    '^  D  db  à(ca)   "*"  D  «^c   ô{ab)  ' 

2.   Soil,  dans  le  champ  a,  A,  c,  une  surface  S  séparant  deux  parties 

1  et  2  où  les  ./;,  y,   z  ont  des  expressions  analytiques  différentes  : 

.r,,^,,  -,  dlin  côté,  x^-,  y2i  -2  de  l'autre,  mais  telles  que,  au  temps  /, 

./;,  =  -i'î, y,  =.X2)  -I  =  ^2  sur  la  surface  S.  S  sera  une  onde  de  choc  si 

les  dérivées  j^remières  de  x,  y,  z,  c'est-à-dire  en  sonmie  la  vitesse 

()x        dv        à"     .   1      1       • . .  ^   1  •  .  •  .  1     .  ■      T    €• 

~, — f-  ~  H — —  et  la  densité  p,  sont  discontnuies  a  la  traversée  de  b. 
at  ut         Ot  ' 

Ce  sera  une  onde  ordinaire  si  la  discontinuité  se  manifeste  seule- 
ment dans  les  dérivées  d'ordre  supérieur,  et  nous  supposerons  alors 
qu'elle  se  manifeste  dans  les  dérivées  secondes,  en  particulier  dans  les 
accélérations. 

Désignons  par  /,  7»,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S  menée 
de  2  vers  i.  Les  quantités 


/ 


d{y.-)     ,         divz)     ,        d(Yz) 
o{bc}  d(ca)  0{ab) 


/     -,  !  \f        ,à{zx)  d{zx)  d{zx) 

1  d(bc)  d(ca)  0{aO) 

sont  sans  discontinuité  à  la  traversée  de  S.  Cela  est  évident  pour  les 
ondes  ordinaires.  Pour  les  ondes  de  choc,  cela  résulte  du  fait  ([ue.  si 
l'on  se  déplace  sur  la  surface  S,  les  quantités  .r,  —  x'o,_}'',  —  y-^ 
restent  nulles;  on  a  donc 


'.■)-■  I 


/d.f,         à.rn\    ,  I  àx,         dx.y\    ,,         fax,         dx,\    , 

(^  --  id)'^^  +  l^  -  ib)  '"'  +  [-ai  -  -dt)  '^'  =  '' 


pour  tous  les  //a,  dh,  de  vérilianl 

/  da  -h  m  db  -\-  11  dr  =  o , 
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ce  qui  exige  que 


d.r,        dx,         âa\        dx^        dx,        Ox, 
da         da  db         db  de         de 


De  même 


/ 


dfi  _  ày^        dy^  __  dy,        dy\  ày, 

da         da    db         db   de  de 

l  ni  n 

dz,        dz.2         dzi        d:-2         <)^i  àz^ 

da         da  db         db  de  de 


])e  là  on  lire  facilement 

(_S)  L,  =  U,         M,  =  M„         N,  =  N,. 

Les  quantités  L,  M,  N  sont  donc  définies  sans  ambiguïté  sur  S. 

Au  temps/,  les  molécules  animées  du  mouvement  i  et  les  molécules 
animées  du  mouvement  2  sont  séparées  par  une  surface  S.  2  est  la 
transformée  de  S  aussi  bien  dans  le  changement  de  variables 

x  =  x,(a,  h,r,/),         y  =y,(a,b,r,(),  z  =  z,(a,  b,  c,/) 

(|iic  dans  le  ciiangemeut 

x  =  X3(a,  b,c,  /),         y  =  y.,(a,b,c,/),         z  =  z.,(a,  b,  c, /)■ 

La  ncjrmale  à  i  menée  de  ■.*.  vei's  i  a  pour  cosinus  directems  X,  a,  v. 
Les  coordonnées  a,  b,  c  des  points  de  S  peuvent  être  exprimées  en 
fonrlidii  (If  (Jeux  paramètres  /,  y,  lesquels  peuvcnl  être  choisis  de  lelk" 
sorte  que,  pour  un  observateur  couché  sur  la  normale  /,  ///,  /i,  les 
pieds  dans  2,  la  tète  dans  r,  et  observant  le  parallélogianiiHc 

( ',  J)  ('■  -+-  </',  J)(. '■  +  <f',  j  +  '(/'  )  (  '>,/■  -t-  dj), 
le  sens  (li'lini  pai'  ci-l  li'  succession  de  sommets  soit  le  sens  tlirccl .  (  )n  a 
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alors,  ds  désignaiil  la  sui  l'ace  do  ce  parallélogramme, 

Ids  =:    ,   ..    didj. 
ôiij)         J' 

j  d(ca)   j.  ,. 

m  ds  =  -rr^T-  Cil  d] , 

n  as  =  -rr^-^  di  d] . 

à{i.n      ■' 

La  surface  S  peut  être  rapportée  aux  mêmes  paramètres  /,  y.  En 
vertu  de  rimpénétrabilité  de  la  matière,  la  normale  X,  \x,  v  affectera 
la  même  disposition  que  la  normale  /,  ««,  n  par  rapport  au  parallélo- 
gramme («',  y)  (i  +  f/«,  j)  {i  +  di,  J  -+-  dj)(i,  J  -+-  dj),  dont  la  surface 
sera  ici  dn.  On  aura  donc 

Xda^^^fp^didj,        ^d^=^î^didj,        yd^='^-^^didj. 
d(bc)-        ■>  ^        '  ô(,bc)  J^  ()(bc)  J 

Mais  on  sait  que 

à{y,z,)  ^  <j(  V|j,)  d(bc)        d{y,s,)  d{ca)        d(y,z,)  ô(ab) 
à{ij)  'O(bc)     0{ij)  d{ca)      d(ij)  0{ab)     ô[ij)' 

Donc 

/   kdi  =■  h  ds, 

(9)  I  [j.d'j  —  Mds, 

V  d'y  =  N  ds. 

Par  suite  de  l'impénétrabilité  delà  matière,  r/^etf/anesont  pas  nuls; 
X,  [X,  V  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  ;  donc  L,  M,  N  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois  tous  les  trois. 

A  un  déplacement  da,  dl>,  de  situé  sur  S,  c'est-à-dire  vérifiant 

(10)  Ida  -h  lit  db  +  n  de  =^  o, 

correspond,  par  les  formules  (3)  où  Ton  peut  iiictlie  iiidiUéremment 
les  indices  i  ou  2,  un  déplacement  t/x,,  dy,,  dz^  (ou  dx\,  dy.^,  dz.,) 

Journ.  de  Malh.  (6°  série)  ,  tome  1.  —   Kasc.  IV,  1903.  4t> 
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situé  sur  ]L,  c'est-à-dire  vériliant 

(il)  X  f/x-,  -1-  [j.  dy,  -^  vd:■^  =  o. 

Or  (lo)  peut  s  écrire,  par  (9), 

(12)  Ldj:,-hMdy,  +  ^dz,  =  o. 

Enfin  des  formules  (9)  nous  pouvons  tirer  les  suivantes  : 

,, ,  X  l'-   _  "^   I  XL-(-[j-Mh-vN 

^'^^  L  -  M  -  N  -  ^TËf^ïP^^  -  "ITTÂFTN^" 

On  a  pris  le  signe  -h  devant  le  radical,  parce  que  les  formules  (9) 
montrent  que  7.  et  L  ont  le  même  signe. 

Ces  formules  montrent  que  L,  M,  N  ne  sont  pas  nuls  tous  les  trois 
à  la  fois. 

3.  Nous  nous  placerons  dans  riiypothèse  où  le  mouvement  2  se 
propage  dans  le  mouvement  i,  où  il  y  a  véritablement  o/ic/c  persis- 
tante. Il  faut  pour  cela  que  ces  deux  mouvements  soient,  selon 
Fexpression  d'Hugoniol,  compatibles;  nous  ne  chercherons  pas  ici  les 
conditions  à  renqjlir  pour  cela;  nous  supposerons  simplement  cju'elles 
sont  renqjlies.  Dès  lors  la  surface  S,  qui  sépare  les  régions  i  et  2, 
existe  encore  au  temps  /  H-  dt,  mais  elle  a,  en  général,  changé  de  po- 
sition et  est  venue  en  S';  comme  cas  particulier,  d'ailleurs,  S' peut 
coïncider  avec  S  (').  La  longueur  bh'  intercc[)tée  sur  la  normale  /,  m, 
n  par  S  et  S'  sera  désignée  |)ar  dV  \  dire  que  le  mouvement  2  se  pro- 
page dans  I ,  c'est  dire  (pic  bb'  est  dans  le  sens  positif,  défini  plus  haut, 
de  la  normah;  /,  ///,  // ;  dV  est  donc  toujours  positif.  Un  petit  cylindre 
de  hase  ds  sur  S  et  de  haulcur  Idi'  aura  j)our  volume  d)? .  ds. 

Dans  le  champ  des  vaiiables  d'Euler,  les  molécules  de  la  surface  S 
sont  au  temps  l  sur  une  surface  2  et  au  temps  i  -h  dt  sur  une  sur- 

(')  Avec  ces  défmilions  nous  considérons  les  ondes  slalioiiniiiios  coiuine  des 
cas  |)articiiliers  des  ondes  ([ui  se  |jio|)agei)l.  Ce  sont  dos  ondes  à  vitesse  de  pro- 
pugulion  nulle. 
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face  Z...  Les  molécules  de  la  surface  S'  sont,  au  temps  i,  sur  une  sur- 
face S',  et,  au  temps  /  +  (//,  sur  une  surface  ï'. 


Fis 


Fig.    2. 


Soient  [3yp;  y',  la  position  de  bcb'c'  au  temps  t,  [3,y,  P'y'  sa  position 
au  temps  t-hdi.  Menons  |5lo' normal  à  S  ;  on  peut  regarder  cette  droite 
comme  normale  aux  quatre  surfaces  S,  2,,  I,\,  Z'.  Posons 

-^  est  la  vitesse  réelle  de  l'onde  dans  l'espace  d'Euler;  ^  est  la  vi- 
tesse de  cette  onde  par  rapport  à  la  matière  prise  en  un  état  initial  qui 
serait  l'état  1  à  l'instant  /;  ^  est  la  vitesse  de  cette  onde  par  rapport 
à  la  matière  prise  dans  un  état  initial  qui  serait  l'état  2  à  l'instant 
(  -f-  d(,  soit  à  l'instant  t.  La  direction  positive  des  vecteurs  dïl,  dus, 
(fej  est  la  direction  1,  [x,  v,  et,  comme  c'est  2  qui  se  propage  dans  i, 
rfcT,  et  duy.,  sont  positifs;  dll,  au  contraire,  peut  être  de  signe  quel- 
conque. 

Le  cliciniu  p{3,  est  évidemment  u.  dl  -t-  v.,  dl  H-  ^^Ç^;  |,.  cliemiii 
p;p'  est  u.dt+VJft-^w.dl.  Comme  t\ù'  est  la  projection  sur  la 
normale  de  ^\  ^'  et  que  [î^j  est  celle  de  ^%,  on  a 

pTo  —  Çku.,  -t-  \xv..  H-  v\r.,)dl 
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et 

(/Il         dm,         - 

('-0  { 

Exprimons  que  la  masse  bcb' c'  ne  change  pas  par  le  passage  de 
Tonde.  La  masse  dans  rétal  initial  est /v/Pf/*-;  danslV'laLpyp'i  y', ,  avant 
d'être  traversée  par  l'onde,  elle  est  p,^/cj,f/c7;  dans  l'état  poyjji'Y', 
après  le  passage  de  l'onde,  elle  est  p^  dm.^  dn.  Donc 

rdV  ds  =^  Pt  dc5,  d<7  =  p.,  du3.2  d'y, 
ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  (9),  (i3), 

i    rfm,   /■    dP  I 

]   dt  ~  p,  dt  y'DT'vFTN^' 
(i5)  ; 

c/ro.,  /•    dp  I 


dt  Pj    dl  y/L2_t-Mï-+-INï 

-j^  et  -^  ne  sont  inégaux  que  dans  le  cas  des  ondes  de  choc.  Mais, 
même  inégaux,  ils  doivent  être  tels  (jue,  en  portant  les  valeurs  (ij) 
dans  {\i\)i  on  obtienne  la  même  valeur  pour  -^-  D'où  la  condition 

(jiii  peut,  en  somme,  remplacer'  la  seconde  é(piatiou  (i5)el  (|ui,  par 
conséquent,  ex[)iime  (|ii('  la  masse  tlu  parallélépipède  bcb' c'  ne  var'ie 
pas  à  la  traversée  de  l'onde.  Cette  condition  joue  le  rôle  iVi't/ud/in/i 
de  corilinuilr  dans  le  [)rol)lème  des  ondes  de  elioc. 

§  2.  —  Équations  thermodynamiques. 


■i.  Snil  nu  mi''lani;e  ioiiui-  de  gaz  (|iii  peuveul  se  conduricr  entic 
eux,  |)ar-  exrmplr  d'Iisdrogrne  cl  d'oxygène.  Nous  supposons  la  pu- 
fusion   NEGLlGEAiiLii,   (le  soitc  (pi  iiii   (''lém<'nt   de   masse  dm  coiilienl 
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toujours  la  même  matière,  mais  avec  une  composition  variable.  Cette 
composition  est  définie  par  une  variable  a;  c'est,  par  exemple,  dans  le 
cas  que  nous  venons  de  citer,  le  rapport  de  la  masse  de  vapeur  d'eau 
formée  à  la  quantité  totale  possible  de  cette  vapeur.  La  densité  p  et 
la  température  absolue  T  suffisent  avec  a  pour  fixer  Tétat  de  l'élé- 
ment dm. 

Nous  SUPPOSERONS  NÉGLIGEABLE  LA  RÉSISTANCE  A  LA  DILATATION,  A  LA 
COMPRESSION,  A  LA  DÉFORMATION  DES  ÉLÉMENTS  FLUIDES,  c'eST-A-DIRE  EN 
UN    MOT   LA  VISCOSITÉ    RELATIVE  A  LA    VARIABLE   p.    DaUS    CCS  COuditioUS   la 

pression  en  un  point  p  est  bien  définie  et  est  reliée  à  p,  a,  T  par  l'équa- 
tion de  comprcssibilité 

('7)  /7=/(p,a.T). 

L'application  à  un  parallélépipède  infiniment  petit  du  tliéorème  des 
quantités  de  mouvement,  qui  est  vrai  en  Thermodynamique  comme 
en  Mécanique  classique,  donne,  comme  on  sait,  les  équations 

i  ^  =  X  _  /• 
p   dx  •/^' 

1  ^  =  Y  -  /• 
^  dp  _j        . 

X  +  Y  H-  Z  étant  l'accélération  duc  à  la  force  active  agissant  sur  l'élé- 
ment de  masse  r/m  (tV  jr^  +  jy+j,,  l'accélération  de  cet  élément.  Ces 
équations  sont  rapportées  au  champ  des  variables  d'Euler;  dans  celui 
des  variables  de  Lagrange,  elles  se  transforment,  par  (2),  (G),  en 

à{y^\  Op^  _j_  'H y:)  dp  ^  0{yz)  ôp^  _      /'^        d'x 


d{bc)  da         û(ca)   ôb         ô{ab)  Oc  \  ûi' 

(iS)         ^  ^^^-'"^  Ù^  _L  '^^'■■'■''^  'lE    ,    (^('■■'')  ']P    _  ,. /y  _  ^ 
^       ^         j  J(bc)   da  "^  0{ca)   âb  "^  (){ab)  ôc    ~     \  Of 

f  d{xY)  ôp        0{xy)  àp        ()(xy)  dp  _    J'y         ô- z 
\    0{bc)  ()a         ô{cn)  db         ,){ab)  de  ~  '  V  dt'- 

D'aulrc  |)art,  élaul  doiiiiécs  p  et  T,  les  lois  de  la  dissociation  ap- 
prenueuL  cpi'il  y  a  une  valeur  pour  ce  (pii  correspond  à   l'éipiilibre, 
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Mais  nous  ne  supposerons  pas  que  le  milieu  est  toujours  en  équilibre 
chimique;  les  réactions  mettent  un  certain  temps  à  se  produire  et  nous 
ne  négligerons  pas  ce  phénomène  de  la  viscosité  relative  à  la  va- 
riable tx..  Nous  ADMETTRONS  QUE  LA  VITESSE  DE  LA  REACTION  EST,  A  CHAQUE 
INSTANT,    DÉTERMINÉE    PAR   l'ÉTAT   a,   p,  T  DE   LA    PARTICULE,    a   étant   UUe 

fonction  des  variables  a,  i,  c,  l  de  Lagrange,  on  écrira  donc,  en  dési- 
gnant par  Y)  une  quantité  positive  qui  ne  peut  pas  devenir  nulle  et 
dont  nous  verrons  j^lus  loin  l'usage, 

(19)  ^=^i^(p'«>T). 

Cette  hypothèse  toutefois  n'est  pas  nécessaire,  et  il  se  pourrait  que 
g  contînt  aussi  -j-  et  -r--  Nous  croyons  toutefois  que  les  faits  auto- 
risent suffisamment  à  l'adopter,  au  moins  à  titre  de  première  approxi- 
mation. Nous  le  ferons  donc. 

Les  états  d'équilibre  chimique  sont  caractérisés  par  le  fait  que  -r-  y 
est  nul,  de  sorte  qu'ils  vérifient  l'équation 

^■(p>^iT)  =  o 

qui  est  la  loi  de  la  dissociation  et  (pii  représente,  dans  l'espace  des 
p,  a,  T,  une  surface,  la  surface  des  équilibres  vrais,  ou,  selon  l'expres- 
sion de  Gibbs,  la  surface  d'énergie  dissipée. 

Les  fonctions  x,y,  z,  p,  a,  T  de  a,b,  c,  f  sont  six  fonctions  reliées  par 
les  cinq  équations  (2),  (18),  (19).  On  sait  qu'il  faut,  pour  les  détermi- 
miner,  une  6'  relation,  la  relation  supplémentaire.  Olle-ci  peut  être 
très  variable  suivant  la  manière  dont  se  fait  le  mouvement.  L'hypo- 
thèse la  plus  voisine  de  la  réalité  consiste  à  supposer  (jiic  la  clialcur 
se  propage  au  sein  de  la  masse  fluide  par  simple  conductibilité.  On 
obtient  alors  une  iclalion  siipplémciilaiie  de  forme  assez  compli- 
quée (')  qu'il  est  inutile  d'écrire  ici,  car  nous  ne  l'utiliserons  pas. 

Comme  cas  particulier,  il  convient  de  signaler  celui  où  le  iluide  a 


('j    kirrlilidd   II    (Idiiiié  celle   relalioii  mêinc  ])Oiii'   le  cas  où  le  (Initie  esl   vis- 
(|ueu\  (  'I liorie  (ter  Wannc,  p.  118). 
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une  conductibilité  inlinie  et  est  en  contact  avec  une  source  à  tempéra- 
ture constante.  Dans  ces  conditions  la  teni[)érature  de  chaque  élément 
fluide  reste  elle-même  constante  et  la  relation  supplémentaire  est 

dT 

^  =  °- 

Un  autre  cas  particulier  est  plus  intéressant  pour  la  théorie  des  explo- 
sions; c'est  celui  où  le  coefficient  de  conduclil)ilité  est  assez  faible  pour 
que  chaque  élément  d/n  de  la  masse  fluide  subisse  des  transformations 
sensiblement  adiabatiques.  Voyons  ce  qu'est  la  relation  supplémen- 
taire dans  ce  cas. 

La  quantité  de  chaleur  absorbée  par  l'élément  dm  dans  une  trans- 
formation  |  ^^   ^  ./.,  f^d^  est   ./,.  (,-  |  +  .„  ^  +  e  Jj  ^..   Les 

quantités  r^,  r^,  c  sont,  en  général,  fonctions  de  a,  p,  T,  ^,  ^,  — . 

^  ^  ^      ^  dt     dt      Ol 

Nous    SUPPOSERONS    Qu'eLLES    NE    DÉPENDENT    PAS    DE  —  NI  DE  — ,  CC  QUI 

at  ot  1 

correspond  assez  bien  à  l'idée  que  l'expérience  donne  de  la  température 
et  d'une  densité  sans  viscosité.  Dès  lors  (ig)  permet  de  les  exprimer 
en  fonclion  de  p,  a,  T  seulement. 

Si  les  transformations  de  chaque  élément  dm  sont  adiabatiques, 
on  a  : 

(-)'  (i?!)»  ('^))  (19)  et  (20)  sont  les  équations  du  problème  des 
explosions  au  sein  des  gaz. 

i5  (').  Mais,  en  posant  l'équation  (19),  nous  avons  supposé  impli- 
citement qu'il  n'y  avait  pas  de  frottement  chimique,  au  sens  que 
M.  Duhem  donne  à  ce  mot.  Supposons  au  contraire  maintenant  (jue  les 
mélanges  explosifs  en  présentent.  11  est  alors  faux  de  dire  que,  pour  p 


(')  Cet  article  et  le  suivant  ne  sont  ((ue  le  résume  des  principes  de  la  théorie 
<les  explosions  de  M.  Dulieni  (Théorie  Uiennodynamiquc  de  la  viscosité,  du 
J'rollemeiil  el  des  faux  é<niilibies  cluituf/iies). 
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et  T  donnes,  il  y  a  une  valeur  de  a  qui  correspond  à  l'écjuilibre;  il  y 
en  a  en  réalité  une  infinité,  comprise  entre  deux  limites  a  et  a'.  Ces 
deux  limites  sont  deux  fonctions  de  p,  T  et  Ion  peut  les  représenter, 
dans  l'espace  desp,  a,  T,  par  deux  surfaces  (a)  et  (a')  qui  comprennent 
entre  elles  tout  un  ensemble  d'états  E  pour  lesquels  l'équilibre  est 
assuré.  Tout  porte  à  croire  qu'aux  hautes  températures  le  frottement 
chimique  tend  vers  zéro;  les  deux  surfaces  (a)  et  (a')  tendent  donc  à 
se  rapprocher  indéfiniment,  de  sorte  que,  pourT  suffisamment  grand, 
elles  n'en  forment  plus,  pou/-  r expériinentalcur,  qu'une  seule,  la  sur- 
face (\'  )  des  équilibres  véritables.  La  région  E  est  la  région  des  faux 
équilibres  et  (a)  et  (a')  sont  les  surfaces  des  faux  équilibres 
limites. 

Fis.  3. 


Les  états  p,  a,  T  représentés  par  des  points  des  régions  F  et  F'  ne 
sont  pas  des  états  d'équilibre.  Dans  la  région  F,  a  tend  à  croître,  -r-  est 

à  ai 

positif;  dans  F',  il  décroît,   -r-  est  négatif;  la  première  sera  dite  région 

de  combinaison,  la  seconde  région  de  décoinposilion  (  '  ).  Dans  l'étude 
des  explosions,  les  fluides  que  nous  considérerons  ne  passeront  ja- 
mais dé  l'une  à  1  autre  de  ces  régions.  Bornons-nous  donc,  par  exemple, 
à  la  région  F;  on  peut  écrire  pour  elle  une  équation  de  la  forme  (i<)); 


(')  Ces  dénominations  ne  sonl  choisies  (jne  pour  fixer  les  idées.  En  réalité  la 

variable  a  peut  parfailemenl  être  prise  do  telle  sorte  (jue   —  >  o  iiiai<[ue  mie 

, ,  .  .         ()«  ,  ■      • 

deconaposilion,  — -  ■<  o  une  coiijljuKiison. 
01 
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seulement  la  surface 

est  ici  la  surface  des  fauv  équilibres  limites  (a)  au  lieu  d'être  celle  des 
équilibres  véritables,  g  est  d'ailleurs  positif  dans  toute  la  région  F. 

On  voit  donc  que  l'existence  des  faux  équilibres  ne  modilie  pas  les 
équations  (2),  (17),  (18),  (19),  (20)  qui  restent  toujours,  à  condition 
qu'on  les  interprète  convenablement,  les  équations  du  problème. 

6.  Les  réactions  explosives  sont  toutes  exothermiques,  c'est  un  fait. 
On  peut  toujours  supposer  la  variable  a  choisie  de  telle  sorte  que  la 

réaction  exothermique  soit  caractérisée  par  —  >  o  (  '  ).  On  a  alors 

(21)  /■a<o- 

Dans  la  figure  3  les  surfaces  (a),  («'),  (V)  sont  représentées  par 
leurs  sections  par  un  plan  p  =  const.  Les  lois  du  déplacement  de  l'écjui- 
libre  apprennent  que  la  ligne  section  de  (V)  s'abaisse  quand  T  aug- 
mente. Quant  aux  lignes  sections  de  («)  et  (a');  l'expérience  indique 
pour  elles  une  allure  analogue  à  celle  qui  est  tracée  (-)  :  de  gauche  à 
droite,  (a')  descend  toujours,  («),  au  contraire,  commence  par  mon- 
ter puis  descend. 

Soit  l'équation  ( If))  relative  à  la  région  F  où -— est  positif.  Attri- 

Jï  .  .  ,  , 

buons  successivement  à  —  toutes  les  valeurs  positives;  (19)  représente 

alors  une  famille  de  surfaces  d'égale  vitesse  tracées  dans  F  et  indi- 
quées sur  la  figure  3  par  leurs  sections  par  le  plan  p  =  const. 

Prenons  un  état  de  faux  équilibre  limite,  au  point  P  sur  (a),  et 
imaginons  qu'il  se  produise  à  partir  de  cet  état  une  réaction  adiaba- 


(')   Voir  la  noie  i  de  la  page  précédente. 

(')  Pélabon,  Cnmptcs  rcniliis  des  séattces  de  l' Académie  des  Sciences, 
t.  CXXIV,  1897,  p.  35;  JouNiAUX,  Action  des  hydraeides  halogènes  sur  Vari^enl 
et  rendions  inverses  {Thèse  de  doctoral,  1901);  II^:i.iI':r,  liecherclies  sur  les 
conihùunsons  gazeuses  {Thèse  de  doctoral.  189G,  ou  encore  Annales  de  Chi- 
mie et  de  l'hyslque,  7"  série,  l.  X,  1897,  !'•  •^^•'  *-''•  '•  ^^j  ■'^97'  P-  /''')■ 
Journ.  de  Math,  (li'  série),  loine  1.  -    hase.  1\,  1903.  'I7 
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tique  : 

/      \  dp    ,        àa    ^      dT 

Cela  n'est  possible  que  si  la  modification  do,  dx,  dT  fait  pénétrer  le 
point  représentatif  dans  la  région  F  où  ^ \>  o,  c'est-à-dire,  puisque 
«•  =  o  en  P,  si 

d?  di         Oy.  dt^  ôl  ôt  ^  "' 

Eliminons  --  entre  ces  deux  dernières  relations;  il  vient,  pour  la  con- 
dition de  possibilité  dune  réaction  adiabatique, 

^'"    '  \dp         c   d'Y ]  di  -^  \c   di:        dt)  ÙL 

En  particulier,  pour  (pi'une  combinaison  adiabatique  à  volume 
constant  (  -r^  =  o  j  soit  possible,  il  faut,  puisque  y  ^  o,  que  Ton  ait 

Une  telle  réaction  est  représentée,  dans  le  plan  dos  a,  T,  par  une 
courbe  PQ  ipii  nioule  de  gauclie  à  droite  :  son  coeniciciil  angulaire  est, 

en  eflet,  par  (20), ;-  et  il  esl  positif  en  vertu  de  (21  jet  du  poslidat 

'oc 

da  Hidmliollz  (c]>o).  La  ligne  (^/)de  la  figure  3  [seclion  de  la  sur- 
face (a)  par  un  plan  p  =  const.]  se  partage  alors  en  arcs  dilï'érents,  ca- 
ractérisés par  le  fait  que  P(^)  pénètre  ou  ne  pénètre  pas  à  l'intérieur 
de  F.  Avec  les  formes  liabituelles  des  surfaces  de  faux  équilibres  li- 
mites, il  est  |ir()l)al)le  (|u'il  y  a  au  plus  deux  arcs  diflérents  As  et  eB, 
limités  par  un  |>oiul  s. 

Si  1'  est  sur  Tare  As,  pour  lequel  ('.23)  estvéï-ifiée,  une  réaction  adia- 
batique à  volume  constant  est  possible  à  partir  di-  V\  une  lellr  réaction, 
si  elle  commence,  se  continue.  Au  contraire,  dans  le  cas  (u'i  I'  l'sl  sui' 
raiTcH,  |)oui-  lecjuel  (23)  est  renversée,  si  Ton  sup[)ose  (lu'uue  cir- 
conslance  accidentelle  (échauHemenl,  conqjression,  etc.)  tr()id)le  lé- 
gèrement r(''(piilil)ie  et  fasse  pénétrer  le  point  représentatif  dans  la  ré- 
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gion  F,  si  l'on  suppose  ensuite  que,  cette  circonstance  disparaissant, 
le  volume  reste  constant  et  les  échanges  de  chaleur  avec  l'extérieur 
nuls,  la  réaction  adial)ati(jue  à  volume  constant  qui  suivra  la  pertur- 
bation ramènera  le  corps  sur  la  surface  des  faux  équilibres  limites. 
Sur  As  le  faux  é(piilibre  limite  est  instable;  il  est  stable  sur  cB. 

Nous  appellerons,  avec  M.  Duliem,  rikiction  explosive  une  réaction 
dont  la  vitesse  va  en  croissant.  Quand  P  est  sur  As,  la  courbe  PQ, 
pénétrant  dans  F,  coupe,  au  moins  à  son  début,  des  surfaces  d'égale 
vitesse  de  réaction  correspondant  à  des  vitesses  de  plus  en  plus  fortes; 
la  réaction  adiabatique,  à  volume  constant,  représentée  par  PQ,  com- 
mence donc  par  être  explosive.  Il  en  est  de  même  de  toutes  les  trans- 
formations adiabatiques  vérifiant  (22).  Ces  transformations  peuvent, 

en  un  même  point  P,  être  telles  que  -^  y  soit  positif  ou  négatif,  mais 

cela  ne  veut  pas  dire  que  -^  y  puisse  avoir  une  valeur  quelconque.  En 

effet,  nous  sommes  sur  As,  donc  (23)  est  vérifiée;  supposons  en  outre, 
pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 

^^^  dp         c  dT>°- 

Toutes  les  réactions  avec  j.  >  o  seront  alors  possibles  et  explosives,  au 

moins  à  leur  début;  au  contraire  les  réactions  avec  -r^  <  o  ne  le  seront 
que  si 


à? 

dg 

_  ^ 

Og 

ât 

-< 

(h 

c 

ÔT 

dcc 

dg 

-  'J. 

àg 

àt 

dp 

c 

d'Y 

ce  qui  exige  que 


commence  par  être  très  petil,  comnie  lait  -y- 


dt 

Il  y  a  donc,  à  partir  de  I*,  di's  réactions  adiabati<pics  explosives  et  non 
explosives;  mais  la  réaction,  adiabatique  à  volume  constant  est  ex- 
plosive; nous  dirons  alors  (jue  le  corps  en  un  point  P  de  l'arc  As  est 
explosif.  Le  mot  corps  explosif  [irend  ainsi  une  siguilication  |)récise 
qu'il  n'avait  pas  jusqu'ici. 

Quand  P  est  sur  l'arc  lU  le  coi[)s  n'est  pas  explosif.  Il  n'y  en  a  pas 
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moins  certaines  réactions  issues  de  P  qui  sont  explosives.  Prenons,  par 
exemple,  les  réactions  adiahatiques;  elles  seront  possibles  et  explo- 
sives, au  mollis  à  Iciii-  début,  si  (22)  est  vérifiée.  Sur  sB  on  a 


c  dT         Ox  -^  "• 


Plaçons-nous  encore  dans  l'hypothèse  (24).  Dès  lors  (22)  ne  sera  vé- 
rifiée pour  aucune  transformation  où  -j  sera  négatif;  elle  le  sera  au  con- 


traire pour  certaines  transformations  s'effectuant  avec  -f^o,  notam- 
ment toutes  les  fois  que  -^  ne  sera  pas  très  petit. 

Toutes  ces  conclusions  seraient  renversées  si,  au  lieu  de  (■-i4),  on 
avait 

dp         c   ÔT  ^ 

Que  signifie  donc  la  condition  (  24)'?  A  partir  du  point  P,  comprimons 
adiabatiquement  le  lluide;  au  commencement  de  l'opération,  a  ne  va- 
rie pas,  et,  suivant  la  forme  de  (a),  le  point  représentatif  pénètre  dans  F 
ou  dans  E;  dans  le  premier  cas  la  compression  provoquera  la  combi- 
naison chimique;  elle  ne  provoquera  rien  dans  le  second.  Si -j^ ^  ^ 

est  positif,  on  est  dans  le  premier  cas,  une  compression  provoque  la 
combinaison,  une  dilatation  au  contraire  ne  détermine  aucune  variation 
de  a. 

7.  Plusieurs  auteurs  contestent  l'existence  du  frottement  chimique. 
Reniar(|uant  que  le  mélange  H-'-f-O,  pour  ne  citer  (pi'un  eveinple, 
brùl»'  lentement  dès  180"  tandis  qu'il  ne  s'entlainme  (jue  vers  vjV',  ils 
estiment  rpie  les  fanv  i'(|iiililii'es  ne  sont  (pie  des  étpiilibres  a|i|)arents, 
nous  paraissant  tels  parei'  (|ue  la  rcNu-limi  ehiiniqiie  s'y  aceniii|i!il  avec 
une  lenteur  extrême.  Dans  celle  manièrecle  voir,  les  surfaces  (^^/j  et  (a') 
n'existent  pas  :  il  n'y  a  pas,  en  dehors  de  la  surface  des  équilibres 
véritables,  de  surfaces  de  vitesse  nulle.  11  semble,  si  l'on  adopte  ces 
idées,  (|u"il  n'y  iiit  tien  à  retenir  des  considérations  des  articles  i>  et  6. 

Mais,  |)(>nr  les  eui|)s  (pu  donnent  lien  an    |ilieiii>Mièiie  de  I  onde  e\- 
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plosive,  il  se  présente  une  circonstance  qui  rétablit  tout  l'intérêt  de 
ces  considérations  et  i;ràce  à  laquelle  la  notion  de  fvollcmenl  chi- 
mique n'est  pas  essentielle  à  notre  théorie.  Prenons  un  mélange  d'hy- 
drogène, d'oxygène  et  de  vapeur  d'eau  à  la  température  ordinaire, 
au  point  M  {fi g.  4)-  Elevons  sa  température  à  volume  constant.  A 
i8o"  (point  M),  on  observe  qu'il  brûle  lentement;  si  les  faux  équi- 

Fig.  4. 


libres  n'existentpas,  cette  observation  n'a  rien  de  surprenant  ;  si  les  faux 
équilibres  existent,  elle  prouve  simplement  que  la  surface  (a)  a  été 
traversée  entre  M  et  M'.  ChaufTons  encore.  «  Lorsque  la  température  à 
laquelle  on  porte  le  mélange  —  nous  citons  ici  MM.  Mallard  et  Le  Cha- 
telier  (')  — atteint  un  certain  chiffre  déterminé,  il  se  produit,  dans  toute 
la  masse,  une  combustion  soudaine  qu'accompagnent  des  phénomènes 
de  lumière  et  d'expansion.  Ce  mode  de  combustion,  bien  connu  de  tout 
le  monde,  a  reçu  le  nom  à^ inflammation  et  la  température  nécessaire 
pour  qu'il  se  produise  est  la  température  d'inflammation.  »  En  somme, 
la  vitesse  de  la  réaction  reste  d'abord,  pendant  le  parcours  MM",  très 
faible  et  insensible  aux  moyens  ordinaires  d'observation  ;  [)uis  très  rapi- 
dement, aux  environs  d'un  point  M",  elle  prend  des  valeurs  beaucoup 
plus  grandes.  Le  point  M"  n'est  pas  rigoureusement  déterminé,  mais 
l'expérience  montre  qu'il  l'est  assez  bien  ;  pour  le  mélange  H-  -+-  O  il  est 
aux  environs  de  555".  Portons  en  abscisses  les  températures,  en  ordon- 
nées les  vitesses  de  réaction;  on  obtient  une  courbe  ayant  Tallure  de  la 
figure  5;  la  température  d'inilammation  est  l'abscisse  du  coude  C,  suf- 
fisamment bien  déterminée  pour  l'expérimentateur.  Nous  sommes  ainsi 
conduits  à  admettre  qu'il  y  a  une  zone  très  étroite  (A)  (//'i;'.  4)7  pi'f*- 


('  )  Loc.  cil.,  p.  27G. 
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tiquemenl  une  surface,  limitant  deux  régions,  l'une  où  la  vitesse  de 
réaction  est  insensible  aux  moyens  ordinaires  d'observation  et  peut 
mèinc  cire  ronsidèrêe  comme  nulle  loules  les  fois  qu'on  étudie  des 

Kis.  5. 


phénomènes  c^ui  ne  durent  pas  un  temps  trop  long,  l'autre,  au  con- 
traire, où  cette  vitesse  est  assez  grande. 

La  zone  (A)  n'a  pas  la  même  étroitesse  pour  tous  les  corps,  de  sorte 
que  la  température  d'inflammation  n'est  pas  toujours  déterminée  avec 
la  même  précision.  C'est  ainsi  que,  pour  les  mélanges  de  formène  et 
d'oxygène,  celle-ci  paraît  un  peu  flottante.  T^e  phénomène  du  relard 
à  V inflammation  (  '  )  semble  montrer  que  la  zone  (A)  est,  dans  ce  cas, 
assez  large  et  limitée  par  deux  surfaces  coupant  l'axe  OT  respective- 
ment à  273''-t-65o°  et  à  273°-t- 1000°,  et  affectant  l'allure  de  la 
figure  G.  Dès  Goo"  la  réaction  se  produit  avec  une  vitesse  assez  notable 

Fig.  6. 


et,  au  fur  et  à  mesure  que  la  combustion  se  fait  (ligne  PU),  la  vitesse 
croit  |>()ur  devenir  très  grande  au  bout  d'une  dizaine  de  secondes.  A 
1000",  au  contraire,  la  réaction  est  pres(|ue  inslaulauée.  Dans  l'élude 
de  l'onde  explosive,  où  une  durée  de  10  secondes  couslilue  un  espace 
de  temps  énorme,  ce  serait  vers  1000"  qu'il  faudrait  ])lacer  la  tempéra- 
lur'c  d  iiillaiii  iii;il  Miii  :  ijiKiinl  nii  s  (irciiix'  :im  conl  rairc  des  (Uicsl  lous  de 


(')   Mai.i.akI)  uI  I.i:  ('iiaii:i.ii;k,  lac.  cit..  p.  o.cjx. 
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sécurilé  dans  les  mines  à  grisou,  il  faut  l'abaisser  à  65o".  On  voit  qu'il 
semble  que,  même  dans  ce  cas,  on  puisse  concevoir  une  surface  (A), 
à  condition  toutefois  de  changer  cette  surface  suivant  le  problème 
qu'on  étudie. 

Quoi  qu'il  en  soit,  prenons  les  cas  où  une  telle  surface  (A)  est  assez 
bien  définie. Elle  est  évidemment  une  surface  d'égale  vitesse  etl'onpeiit 
lui  appliquer  tout  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  pour  (a)  :  ainsi  (A)  vient 
pi-obablement  se  confondre  aux  hautes  températures  avec  (V)  et 
avec  {o)  si  {a)  existe;  ainsi  encore  (A)  peut  se  partager  en  arcs 
explosifs  et  arcs  non  explosifs.  11  suffit  donc,  pour  pouvoir  conser- 
ver ce  qui  a  été  dit  aux  articles  o  et  (>,  même  dans  le  cas  où  les  faux 
équilibres  n'existent  pas,  de  désigner  par  (a)  la  surface  (A),  c'est-à-dire 
de  considérer  (a)  non  plus  comme  nue  surface  de  vitesse  nulle,  mais 
comme  une  surface  à  partir  de  laquelle  la  vitesse  commence  à  être 
sensible.  Une  telle  surface  peut  exister  aussi  bien  si  la  théorie  du  frot- 
tement chimique  est  fausse  que  si  elle  est  vraie  et,  dans  ce  dernier  cas, 
elle  ne  coïncide  pas  forcément  avec  la  surface  des  faux  équilibres 
limites.  Grâce  à  celte  convention,  il  nous  sera  permis  d'employer  dans 
tout  ce  qui  va  suivre  le  langage  de  la  théorie  des  faux  équilibres;  c'est 
ce  que  nous  ferons  et  nous  continuerons  à  désigner  la  surface  {a  )  par  la 
dénomination  Aç  surf  ace  des  faux  équilibres  limites,  bien  tju'à  partir 
de  maintenanl  elle  soit  pour  nous  celle  à  pailir  de  laquelle  la  vitesse  de 
réaction  devient  sensible.  Comme  la  surface  (a)  ainsi  comprise  est 
plus  ou  moins  bien  déterminée  suivant  les  cas,  nos  raisonnements  se- 
ront, suivant  les  cas,  une  approximation  plus  ou  moins  satisfaisante  de 
la  réalité. 

8.  Il  suffit,  pour  que  l'approximation  soit  légitime,  qu'à  partir 
de  (a)  la  vitesse  devienne  assez  vite  assez  grande.  Mais  souvent,  elle 
fait  plus;  elle  devient  très  vite  très  grande.  Ceci  nous  conduit  à  une 
définition  qui  est,  a  la  vérité,  une  véritable  hypothèse,  car  elle  est 
UNE  intekpuetation  DES  FAITS,  Li  défiu ï tiou  dcs  corps  à /■eV«'//o//  vive. 

11  est  certain  que  la  réaction  P(^)  [^Jig.  3),  (piand  sa  courbe  repré- 
sentative pénètre  dans  F,  est  d'autant  plus  accélérée  que  les  surfaces 
d'égale  vitesse  de  réiutioii  s(tnt  |)liis  l'csserrécs.  Nous  dirons  qu'un 
corps  est  à  réaction  vive  i\\i-diiA  les  surfaces  d'égale  vitesse  de  réac- 
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tion  y  relatives  sont  très  voisines  les  unes  des  autres  et  de  (a)  [ou 
de  (A)  que  nous  ne  distinguons  plus  de  (a)  comme  il  vient  d'èlre 
dit].  Précisons.  Déplaçons-nous  d'une  très  petite  quanlité  0  à  partir 
de  (a)  sur  la  normale  à  (a)  vers  l'intérieur  de  F;  nous  admettons  que 
nous  traversons  alors  une  très  grande  quantité  de  surfaces  et  que  nous 

arrivons  très  vite  sur  celles  qui  correspondent  à  des  -r-  énormes.   Nous 

pouvons  toujours  trouver,  pour  représenter  la  surface  (o),  une  équa- 
tion dont  le  premier  membre  reste  très  petit  et  positif  quand  on  s'écarte 
de  la  quanlité  très  petite  0  de  la  surface  (a),  et  l'on  peut  évidemment 
supposer  que  cette  équation  n'est  autre  que  i,''(p,  a,  T)  =  o;  la  quan- 
tité Y]  devra  être  alors,  dans  la  zone  0,  une  quanlité  très  grande,   très 

grande  même  par  rapport  aux  valeurs  prises  par  -y  dans  celte  zone. 

Dès  lors,  on  peut  considérer  à  titre  d'approximation  que  tous  les 
points  de  la  zone  0  véritient  à  peu  près  l'équation  g{p,  a,  T)  =  o. 

Recommençons,  dans  le  cas  des  corps  à  réaction  vive,  la  discussion 
de  l'article  6.  Prenons  d'abord  P  sur  l'arc  eB  où 

c  or      (Vï  -^    ' 

supposons,  pour  fixer  les  idées, 

et  considérons  une  réaction  adiabatique  PQ  pénétrant  dans  F,  à  partir 
de  P.  La  condition  (22)  qui  e\|iriiiie  (pie  la  réaction  Vi)  pénètre  ainsi 

du  côté  des  -r  croissants,  s'écrit 

^  ^ à£ 

dp         c   dT 

d% 
et  le  coefficient  de  —  y  est  posilif.  Mais  la  démonstration  de  ciili'  im'-- 

gaiiti',  (innni'i'  pour  la  surface  (a  ),  s"iip|iliijn<'  à  tunlt's  les  siiifaces 
d'égale  vitesse  df  la  zoiii'O;  crlli'  rclaliDn  cxiuinn'  donc  lacondilmn 
ipir  (liiil  ri'nqilii' CM   un   {loiiil  <|i'  |;i  /one  0  nnc  li  ansiornialion  ailiaba- 
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tique  pour  Iravcrscr  daus  le  sens  des  -r-  croissants  la  surface  d'égale 

vitesse  passant  par  ce  point  ou,  en  un  mol.  pour  cire  explosive  en  ce 

point.  D'une  surface  à  Tautre,  le  coefficient  de  -r-  peut  varier,  mais  on 

peut  admettre  qu'il  varie  peu  dans  la  zone  0,  qu'en  tous  cas  il  ne  tend 
pas  vers  zéro.  Mais,  au  fur  et  à  mesure  qu'on  applique  (2,5)  à  des  sur- 

faces  de  plus  en  plus  éloignées  de  («),  j-  est  de  plus  en  plus  grand;  il 

devient  même  très  considérable  avant  qu'on  ait  traversé  toute  la  zone  0. 

A  moins  donc  que  y  ne  soit  énorme,  on  rencontrera,  avant  la  fin  de 

cette  zone,  un  point  pour  lequel  (25)  ne  sera  plus  vérifiée,  pour  lequel 
la  réaction  PQ  cessera  d'être  explosive,  ce  qui  revient  à  dire  que  le 
point  représentatif  ne  traversera  pas  la  zone  0  ou,  encore,  que  l'état 
du  lluide  pourra  toujours  être  considéré  comme  vérifiant  approxima- 
tivement l'écjualion 

-(p,  a,  T)  =  o. 

Le  point  représentatif  ne  peut  s'éloigner  sensiblement  de  la  surface 

do 
o-  =  o  que  lorsque  —  est  très  grand;  on  a  alors  une  modification  PR 

(  fii^'-  7)  ramenant  le  corps  en  R  sur  (a)  et  produisant  uue  variation 

Fig.  7. 


très  rapide  de;  p,  deT  cl  de  a  :  nous  considérons  (c'f.st  une  hypothèse) 

que  les  vitesses  -r-  des  cor[)s  à  réaction  vive  sont  assez  grandes  pour 

qu'un  tel  phénomène  ne  puisse  seproduin;  que  dans  une  quasi-onde  de 
choc(/'o//- (Jhap.  111,  §  .5). 

Si  l'on  pari  d'un  poini  {"situé  sur  As,  le  point  représentatif  peut 

Jourii.  lie  Math,  (li"  siiric),  tome  I.  —   Inisc.  IV,   190J.  '1'' 
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quitter  la  surface  g  =  o  sans  que  j-  soit  grand.  Par  exemple  -j  étant 

nul  (volume  constant),  on  peut  avoir  la  i^éaclion  adiabatique  P'R' 
au  cours  de  laquelle  a  et  T  varient  excessivement  vite,  presque  ins- 
tantanément. De  là  la  conséquence  suivante.  Chautrons  notre  corps  à 
volume  constant  jusqu'en  F';  arrivés  en  P',  la  réaction  chimique  s'a- 
morce et  se  fait  tellement  vite  qu'elle  peut  être  considérée  comme 
adiabaticpie  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  prendre  de  précautions  pour 
isoler  calorifiquement  le  corps.  Cette  conséquence  parait  bien  d'accord 
avec  ce  que  l'expérience  apprend  sur  les  corps  violemment  explosifs. 
Ainsi,  pour  les  corps  à  réaction  vive,  toutes  les  réactions  adiabati- 
ques  ou  bien  sont  pratiquement  instantanées  ou  bien  sont  telles  que 
les  p,  a,  T  du  corps  vérifient  toujours  l'équation 

(2(5)  ^(p,  a,  T)  =  o. 

Il  est  bien  évident  que  ce  résultat,  démontré  pour  les  combustions 
adiabaliques,  s'étend  à  toute  espèce  de  transformations,  soumises  à 
n'importe  quelle  relation  supplémentaire.  En  effet,  de  deux  choses 
l'une,  ou  bien  la  combustion  est  telle  que  son  point  représentatif  ne 
sort  pas  de  la  zone  G,  et  alors  elle  se  fait  en  vérifiant  (26),  ou  bien  ce 
point  pénètre  dans  la  région  F  et  alors,  p.vr  nos  hypothèses,  la  vitesse 

■y-  est  si  grande  qu'on  peut  la  considérer  comme  instantanée. 

En  particulier,  à  partir  de  l'arc  As,  toutes  les  combustions  adiaba- 
liques, sauf  une  petite  proportion  de  celles  où  -y-  est  négatif,  sont  instan- 
tanées. Mais  il  peut  y  avoir  des  combustions  laissant  le  corps  sur  la 
surface  »■  =  o.  Celles  où  la  conductibilité  jouera  un  rôle  très  notable 
seront  ccrlainement  de  celles-là;  en  elTet,  prenons  le  cas  limite  de  la 
conductil)ilité  infinie  cl  des  transformations  isothermes  se  faisant  à  p 
constant;  avec  la  forme  adoptée  pour  la  surface  (a),  on  voit  que  de 
telles  transformations,  bien  loin  de  faire  pénétrer  le  point  représentatif 
dans  la  région  F,  tendent  à  le  faire  entrer  dans  E;  en  d'autres  termes 
la  combustion  tend  à  s'arrêter  sur  la  surface  :,'■  ^  o  ('). 

(')  M.  Ilclier  a  pu,  en  le  refioitlissaiil  avec  assez  d'énergie,  iniiiiik'nir  un  mé- 
lange d'hydrogène  cl  d'oxjgène  à  8'i5"  sans  qu'il  se  produise  d'explosion  (.(/(- 
/talcs  de  CIdinie  et  de  l'Itysii/ue,  7"  série,  t.  X,  1897,  p.  r>3()). 
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Ainsi  donc  nous  pouvons  dire  que,  pour  les  corps  à  réaction  vive, 
TOUTES  LES  REACTIONS  OU  hicn  sonl  praliqucmenl  instantanées,  ou 
bien  vérifient  toujours  l'équation  (2G). 

Cette  dernière  propriété  a  été  prise  par  M.  Duhein  comme  hypothèse 
fondamentale  dans  ses  études  sur  l'onde  explosive  (').  Ce  qui  précède 
montre  c{u'elle  se  rattache  très  facilement  à  la  violence  des  explosions. 
Nous  dirons  cju'un  corps  à  réaction  vive  brûle  soit  instantanément, 
soit  suivant  la  loi  de  M.  Dulieni. 

Revenons  au  cas  particulier  des  combustions  adiabaticpies,  à 
partir  de  l'arc  îB.   Toutes    ces    transformations  sont,    dans    le   cas 

^^  dT  ~"c  ^  ^  "'   ^^^^   réactions   avec   -n>o;    dans    le    cas    où 

àg         />  dg      -,  ,       .  à'j     ^        ,.  ,     ,  . 

-^  —  7  (7r  '^*^'  reactions  avec  -7.  <o.  Il  se  peut  1res  liien  que, 

pour  un  même  explosif,  l'arc  z\y  se  divise  en  plusieurs  parties  pour 
lesquelles  ce  soit  tanUM  l'un,  tantôt  l'autre  cas  qui  se  présente  (-). 

9.  Dans  les  combustions  adiahatiques  se  faisant  suivant  la  loi 
de  M.  Duhem,  nous  avons  à  la  fois 

( 20)  7-j.  f/p  +  r^  da.  +  c  dT  =  o, 

(2^)  -(p,a,T)  =  o. 

(26)  permet  d'ev[irinicr  p  el  do  en  fonction  de  a,  T,  dy..  dT.  \\u  por- 
tant dans  (20),  on  a  nue  équation  dill'érentielle  à  deux  variables,  (|ui 
admet  toujours  un  facteur  intégrant.  La  résolution  de  cette  équation 
permet  donc  d'exprimer  a  en  fonction  de  T  et  l'on  peut  dire  cpie,  dans 
les  réactions  cjui  nous  occupent,  le  degré  de  combinaison  est  fonction 
de  la  seule  température. 


(')  Tliiiorie  llierniodyiiainir/ite,  etc.,  p.  172.  —  Mécaiiiijuc  diiinique.  t.  I, 
p.  283. 

('^)  Dans  l'exposo  que  M.  Duhem  a  donné  de  sa  ihéorie,  il  a  liiil  quelques  liy- 
pothèses  particulières  aux  termes  desquelles,  K  étant  le  sommet  de  la  (ourlie  {a) 

(fis-  7)'  ''"''<^  ^I''  correspond  aux  combustions  avec  -~  >o  et  l'arc  KBaux  com- 

Ot 

1      .•  à? 

Ijustions  avec -^  <o. 
dt 
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Cette  propriété  a  été  prise  par  Robin  pour  définition  des  réactions 
explosives  (').  Une  nous  paraît  pas  qu'elle  traduise  assez  immédiate- 
ment pour  pouvoir  jouer  ce  rôle  la  notion  que  lexpérience  nous 
donne  de  ces  réactions,  et  nous  croyons  préférable  de  la  justifier  par 
les  considérations  (jui  précèdent.  En  suivant  cette  voie,  nous  ne  renon- 
çons nullement,  on  l'a  vu,  au  principal  avantage  de  la  méthode  de 
Robin  (pii  est  d'afFrancliir  la  théorie  des  hypothèses  trop  étroites  rela- 
tives au  frottement  chimique.  D'autre  part,  nous  pouvons  conserver 
la  définition  si  heureuse  donnée  par  M.  Duheni  des  réactions  explo- 
sives. Nous  sommes  obligés,  il  est  vrai,  de  distinguer  entre  les  corps 
explosifs  ordinaires  et  les  corps  explosifs  à  réaction  vive;  mais  c'est, 
à  notre  avis,  un  véritable  avantage  :  on  sait,  en  effet,  que  les  réac- 
tions chimiques  ne  se  propagent  avec  les  grandes  vitesses  mises  en 
évidence  par  les  expériences  de  MM.  Rerlhelot  et  Vieille  que  dans  les 
mélanges  très  violents.  Il  est  loisiljle  d'ailleurs  au  lecteur,  s'il  ne  par- 
tage pas  notre  avis  sur  ce  [)oiiit,  de  laisser  de  côté  les  préliminaires 
par  où  nous  parvenons  à  la  définition  de  Robin  et  de  partir  de  cette 
définition  pour  lire  ce  que  nous  dirons  des  mouvements  adiabatiques 
des  corps  à  réaction  vive. 

Une  remarque  est  importante  pour  finir.  La  relation  enlie  a  et  T 
que  nous  obtenons  parla  résolution  des  deux  équations  (20)  01(26) 
dépend,  (20)  étant  une  é(|uation  din'ér(Mitielle,  de  Vétal  initial  du  corps. 
Dans  un  système  gazeux  formé  d'éléments  pris  en  des  états  initiaux 
dillérents,  la  forme  de  cette  relation  varie  d'un  élément  à  l'autre. 

10*.  Les  équations  (17),  (18),  (19),  (20),  la  relation  (19)  étant 
parfois  renq)lacée,  comme  on  vient  de  le  voir,  par  (26),  sont  les  équa- 
tions tliermodynamiques  du  prol)lèine  des  ex[)losions.  Elles  ont  été 
posées  pour  la  première  fois  par  M.  Duhem  (-).  Mais  ce  savant  n"a  pas 
suivi  tout  à  fait,  pour  les  établir,  la  méthode  que  nous  avons  adoptée. 
Il  a  fait  intervenir  dans  sa  thi'oiie  la  notion  de  potentiel  interne.  La 
démonstration  de  l'existence  du  potentiel  interne  soulève  les  diflicultés 


(')    'l'ltcrin<t<lyiiiiiin(iuc  ^rnrrulc.  p.  -.loli. 

('-)   Tliéortc  tltcini()rlyn(inii<iiic.  fie.   p.  iSO  du  liiii^c  .1    pail.    —    Tnulc  de 
Mécfuii'iiif  cliiiniiitir.  I.  I,  |).  ?.Xo. 
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relatives  aux  modificalions  virtuelles  ou  aux  corps  témoius  de  Robin, 
difficultés  déjà  assez  sérieuses  en  l'absence  du  frottement  chimique, 
plus  graves  encore  quand  ce  phénomène  apparaît.  C'est  pourquoi  il 
nous  a  paru  utile  de  montrer,  en  suivant  avec  plus  ou  moins  de  fidélité 
les  indications  de  Robin,  comment  on  peut  obtenir  les  équations  fon- 
damentales du  problème,  sans  parler  de  potentiel  interne,  en  faisant 
appel  aux  idées  les  plus  simples.  Cette  méthode  a  Tavantage  de  faire 
voir,  comme  nous  l'annoncions  dans  notre  avant-propos,  en  quoi  la 
tliéorie  de  M.  Duhem  est  indépendante  de  certaines  de  ses  hypothèses 
fondamentales. 

Montrons,  au  contraire,  maintenant  comment  la  notion  de  potentiel 
interne  permet  d'écrire  nos  équations  et  les  indications  nouvelles  qu'elle 
apporte. 

Un  élément  de  masse  dm  a  un  potentiel  interne  -f  (p,  a,  T)  dm.  Le 
potentiel  de  la  masse  totale  du  gaz  sera 

|^.f(p,  a,  T)f/m 

s'il  ne  s'exerce  aucune  action  entre  les  divers  éléments  (').  Chaque 
élément  dm  a  une  viscosité  interne;  nous  négligerons  celle  qui  corres- 
pond à  la  compression,  à  la  dilatation,  à  la  déformation  et  nous  ne 
supposerons  sensible  que  celle  qui  se  rapporte  à  la  variable  a  dont  le 
travail  virtuel  est  (Ddmoa..  En  général,  à  la  variable  a  correspond 
même  un  frottement  chimique;  nous  comprendrons  le  coefficient  de 
frotlenicntavec  celui  de  viscosilé  dans  ç;  il  n'y  aura  de  ce  chef  aucune 
difficulté  tant  qu'on  se  bornera  à  éludier  des  réactions  toutes  de 
même  sens,  car  -p  conservera  alors  toujours  la  même  forme.  Si  l'on 

s'occupe  des  léactions  où  —  >  o,  ç.  est  négatif.  Les  équations  du  mou- 
vement s'obtiennent  en  écrivant  : 


('  )  11  serait  très  facile  de  trailer  de  même  le  cas  ou  il  y  aurait  des  actions  entre 
les  éléments.  Mais,  cette  conipiicalion  n'étant  pas  intéressante  |)our  la  théorie  des 
explosions,  nous  la  laisserons  de  côté. 


378  JOUGUET. 

le  symbole  Oj  marquant  mie  différenciation  effectuée  en  laissant  con- 
stante la  température  de  chaque  élément.  Le  champ  des  intégrales 
de  (27)  est  un  champ  de  variables  de  Lagrange,  c'est-à-dire  de  coor- 
données initiales  des  molécules,  mais  on  prendra  comme  étal  initial 
l'état  actuel  à  l'instant  t.  Nous  avons  d'ailleurs  laissé  de  côté  les 
forces  qui  peuvent  agir  à  la  périphérie  de  la  masse  fluide;  elles  ne 
figurent  que  dans  des  intégrales  de  surface  qui  n'interviennent  que 
dans  les  équations  aux  limites  dont  nous  ne  nous  occuperons  pas  ici. 
Si  l'on  remarque  que 

on  peut  écrire  (27)  ainsi  qu'il  suit  : 

?  ;}7  (  ^  +  ^  +  -jT  )  '''-  <>'  '''  -^  s  U  -  '^  Y'-  '^'" 

-  Si^"^  -■/-)  '^•''  -^  0'  -y,  )^7 + (^^ — /.-)  ^-^j  '/'«  -^  o. 

Posons 
(•7)  P  =  p--j: 

et  intégrons  par  parties  le  premier  terme  de  l'équation  précédente. 

Nous  aurons,  en  laissanl  de  ci'ili'  les  intégrales  de  sui'face  : 

-  S l(-^  ~  /■-)  ^'^  +  (  Y  — ,/V)  oy  +  (Z  —y,)  0- 1  p  cLv  dy  dz-  =  o. 
De  là  les  équations  :       . 

1  i^'  —  Y  _  ;         1  ^  —  \  _  ;  l^±  —7  _  ; 

et  [)ar  suite  les  écpiations  (18).  De  là  aussi 

(-9)  ^  =  ?> 

d'où  l'on  lii'eiait  (  kj)  en  résoUanl  [lar  rapport  à    .-  dont  dépend  o. 
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La  chaleur  absorbée  par  rélétnent  dm  est,  en  exprimant  la  quantité 
de  chaleur  eu  unités  dynamiques  : 

■  T  c/-y,  +  '^  (ly.\  (lui. 

On  exprimera  que  la  transformation  de  l'élément  est  adiabatique  en 
écrivant  : 

ou,  encore,  vu  (19'), 

Les  équations  (17'),  (18),  (19'),  (20')  ne  sont  autre  chose  que  les 
équations  (17),  (18),  (ig),  (20)  sous  une  autre  forme. 

Pour  être  tout  à  fait  général,  il  faudrait  admettre,  en  vertu  des 
principes  fondamentaux  de  la  Thermodynamique  générale  ('),  que  o 

est  une  fonction  de  p,  a,  T,  ^,  -^,  V-  Dans  toutes  ses  études  deTher- 
'  '    '     ^  at    ()t    di 

modynamique,  M.  Duhem  suppose  que  -y  n'entre  pas  dans  les  coeffi- 
cients de  viscosité  et  de  frottement;  dans  sa  théorie  des  explosions,  il 
a  fait  la  même  hypothèse  pour  y-  Cela  revient  à  admettre  que  la  vi- 
tesse  de  réaction  -^  tirée  de  (19')  est  une  simple  fonction  de  p,  a,  T  et 

ne  dépend  ni  de  la  vitesse  d'échauffement  ni  de  la  vitesse  de  compres- 
sion du  corps.  Outre  que  cette  hypothèse  est  la  plus  simple  qu'on 
puisse  faire,  elle  est  en  même  temps  assez  vraisemblable,  surtout  en  ce 

qui  concerne  ^-  Nous  avons  déjà  dit,  dans  l'article  i,  que  nous  la  fe- 
rions. 

Quanta  l'hypothèse,  faite  dans  le  même  article,  que  Tp,  /•,,  c  peuvent 

('  )  Voir  à  ce  sujet  le  principe  auquel  tlobin  a  donné  le  nom  àe  principe  d'in- 
hérédit(;  {Thermodynamique  s^énérale,  p.  233),  et  la  distinction,  si  fréquem- 
ment présentée  par  M.  iJulieni,  entre  les  vaiiaides  avec  inertie  et  sans  inertie 
{Théorie  llwrmntlynamitiue  de  la  viscosité,  etc..  p.  i3o  du  tirage  à  pari). 
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être  exprimés  uniquement  en  fonction  de  p,  a,  T,  elle  n'en  est  plus  une 
ici,  oùnous  avonsl'expressiondeces  coefficients  en  fonction  de  §  ;  il  n'est 
même  pas  nécessaire,  pour  qu'elle  soit  exacte,  que  o  soit  indépendant 

de  -£i   Ti- 

On  sait  que  la  notion  de  potentiel  interne  a  depuis  longtemps  fait 
ses  preuves  en  Mécanique  chimique,  et  ce  qui  précède  suffit  même  à 
montrer  qu'elle  apporte  de  grands  éclaircissements  dans  les  questions 
où  on  l'introduit.  On  voit  en  effet  que,  dans  le  seul  problème  qui  nous 
occupe,  elle  éclaire  d'un  jour  nouveau  la  notion  de  pression  et  d'équa- 
tion de  compressibiiité,  qu'elle  rattache  clairement  la  vitesse  des 
réactions  au  principe  de  Carnot,  qu'elle  fait  nettement  la  distinction 
capitale  entre  les  variables  sans  inertie  et  les  variables  à  inertie,  qu'elle 
donne  enfin  sur  les  coefficients  /-p,  i\,  c  des  renseignements  fort  utiles. 
D'ailleurs  les  difficultés  que  nous  avons  dit  plus  haut  qu'elle  soule- 
vait sont  loin  d'être  insurmontables.  On  aurait  donc  tort,  à  notre  avis, 
de  ne  pas  s'en  servir  dans  la  théorie  des  explosions,  et  nous  n'hésite- 
rons pas  à  l'adopter.  Mais  comme  il  est  toujours  intéressant  de  savoir 
quelle  est,  dans  une  théorie,  la  part  de  telle  ou  telle  hypothèse,  nous 
aurons  soin  de  marquer  par  un  astérisque  les  articles,  comme  celui- 
ci,  où  nous  la  ferons  intervenir.  De  celte  manière  nous  montrerons 
bien  ce  qu'il  y  aura,  dans  nos  résultats,  d'indépendant  d'elle,  et  en 
même  temps  nous  ferons  ressortir  nettement  ce  qu'elle  nous  apprendra 
de  nouveau. 

Il  est  bien  entendu  naturellement  que,  toutes  les  fois  que  la  notion 
de  potentiel  interne  ne  soulève  aucune  diflicullé  spéciale,  c'est-à-dire 
toutes  les  fois  qu'on  peut  manifestement  rendre  réversible  sans  l'emploi 
de  corps  témoins  une  modification  quelconcjue,  il  est  tout  sinqile  d'user 
de  cette  notion,  et  qu'il  devient  inutile  de  signaler  sou  usage  à  l'atten- 
tion. Dans  ces  cas-là  nous  supprimerons  bien  entendu  l'astérisque. 

lùiiin  il  ne  faudrait  pas  croire  que  tout  ce  qui,  dans  ce  Mémoire, 
sera  traité  sans  parler  de  potiMilirl  interne  sera  rigoiirciisfiiicnl  exenqil 
des  difficultés  relatives  aux  coriJS  ténu)ins  et  aux  modifications  vir- 
tuelles. Il  est  bien  difficile  de  faire  àc  la  'riii'rmodvuamifpie  sans  être, 
au  moins  un  peu,  tributaire  de  ces  dillicullés.  On  les  rencontre  par 
exemple  dans  la  manière  dont  nous  introduisons  la  (piaiililé  Ml.  dans 
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l'équation  (u)  du  Chapitre  III.  Néanmoins  c'est  surtout  poiii'  l'établis- 
sement de  la  notion  de  potentiel  interne,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'entropie,  qu'elles  sont  importantes. 


CHAPITRE  II. 

LES    ONDKS    ORDINAIRES. 

§  1.  —  Généralités  (  '  )• 

Première  équation.  —  1.  Soit  l'onde  S,  dans  le  champ  des  va- 
riables de  Lagrange,  séparant  les  régions  i  et  2.  Nous  sujjposerons  ici 
que  a;,  y,  z,  qui  sont  fonctions  de  a,  b,  c,  l,  sont  continus  à  la  tra- 
versée de  S  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  partielles  du  pi'emier  ordre. 
Dès  lors,  la  vitesse  et  la  densité  sont  aussi  continues  à  la  traversée 
de  S.  Nous  supposerons  qu'il  en  est  de  même  pour  la  température  et 
pour  la  variable  a.  Il  en  est  de  même  aussi,  par  consécjuenl,  pour  la 
pression,  en  vertu  de  [(17),  I]  ('").  Posons,  pour  abréger, 

dx  à  y  àz 

M,  p,  w  sont  encore  fonctions  de  a,  />,  c,  /.  Dans  la  région  1,  ces  fonc- 
tions ont  la  forme  «,,  c,,  o',  ;  dans  la  région  2,  la  forme  u.,^  t\,,  w.,. 
Posons 

I     U  =  M,  —  Mo,  V  =  P,  —  V.,,  W  =  W,   —  IR, 

(i)  \  oA  de  même 

(   \\  =  p-p,,  A  =  a,   -a„  0  =  T.-T,. 

(^es  expressions  sont,  par  hypothèse,  nulles  sur  S.  Mais  nous  sup- 
poserons  que  quelques  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de 


C)  (le  Paragraphe  ne  conlitMil  (|ii('  l'n|)jiliciili()ii  au\  lliiiilrs  iiir<'cli''s  (rime 
vari.il)le  <'liiriii(|u(;  de--  [)iiiici|)aii\  lésiillats  ()l)U;ini>  par  lliij^diiidl  cl  |iar 
MM.    fiiilieiii   et    lladaniard. 

(-)   Celle  niilalidii  renvoie  à  l'é(|iiatn)ii  (17)  du  ('.liapllre  I. 

Jourii.  de  Math.  (()'  si'nic),  loiriL'   1.  —   Kiisc.  IV,   iijoj.  4Q 
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quelques-unes  d'entre  elles  au  moins  y  sont  différentes  de  zéro. 
Nous  avons  donc,  par  exemple,  U  =  o  sur  S.  Par  suite, 

^^  da  -h-  ^rrdb  -\ — ^  ac  =  o, 
oa  do  oc 

toutes  les  fois  que  le  vecteur  da  -+-  db  +  de  est  situé  sur. S^  c'est-à-dire 

que 

/  da  +  w  db  -\-  ndc  =  o. 


Donc 

dli 

d\} 

ÔM 

{■^) 

du 
L 

db 
m 

de 
n 

da              db             de 

dV 
""  dV 

-Tfr  étant  la  dérivée  de  U  suivant  la  normale  /,  m,  n. 
dr 

Au   bout  du  temps  dt,  Tonde  S  est  venue  en  S'  (I,  5)  (').   La 

(tP 
longueur  bb'  (ffg-   i)  est  dP  et  j-  est  la  vitesse  de  propagation  de 

l'onde.  7\u  point  b  et  au  temps  /,  IJ  est  nul;  il  Test  encore  en  //,  mais 
au  teni{)s  t  -t-  dt.  Donc 

dt  \  da  do  de     J 

OU 
.„,  dV        dP  dU 

('^)  -dt  -^7FdP=  "• 

La  discontinuité  dont  est  aflectée  la  vitesse  u  ne  peut  porter  que  sur 

ses  dérivées  premières  :  cette  disconliiiuilé  est  donnée  par  les  valeurs 

,     dU    d\J    dV    dV    ,        .        ,.         /    s    .  /.!\  .        .  1     r     ^, 

de  -;— >  -TTf  -^i— I  -^r-  Les  équations  (  2)  et  (  ■))  montrent  (lue  la  discon- 
da     do     de      dt  '  \    /        \    /  1 

•      •    ■  1  -     1        1  .  rfU     .  (^U 

tuiuite  est  connue  iiiiiiikI  on  coiinail  les  deux  paramètres    .-p-  ^^  "17  ' . 

d\' 
floiil  le  rajiporl  vaut  d'ailleurs  —  -y-  ("). 

(Je  (jue  nous  disons  (le  U  est  vrai  de  U,  V,  W,  K,  A,  9.  (  ".es  six  (juanli- 
lés  vérifient  des  équations  analogues  à  (2),  (!^),  qu'il  est  iinililc  d'écrire. 


(')  Celle  nolQliiiii  iciivoie  au  m"  '-i  ilii  (1Iki|>iIii'  1. 
(')   IIaiiamahi),  Iov.  cit.,  |).   loy. 
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2.   Mais  prenons  la  première  équation  [(i8),  I].  Elle  peut  s'écrire 

djyz)  d^        ,)(rz)  d?   _^  d(yz)   dp 


dp 
dp 


__    àp  I 

d{bc)   da   "^  d{ca)   db   "^  ù(nh)   de  \ 

(/\     ]    ^  dp\d(yz)  do.         d{Yz)  d^  àjyz)  d^l 

^^^      \    '^  doi\d((>c)   da   "•"   d(ca)   db  d{ab)   de  \ 

dp  rd(yz)  dT        àjyz)  ^  d(yz)  dT^  _ 

dTld{bc)   da  ^  d(ca)   db  d(ab)   dr  \ 


■<^-t} 


Écrivons  cette  équation  pour  les  points  de  i  infiniment  voisins  de  S; 
il  faut,  pour  cela,  affecter  des  indices  i  les  quantités  x,  y,  :;,  «/,  «',  iv, 
yo,  p,  a,  T.  Ecrivons-la  de  même  pour  les  points  de  2  infiniment  voisins 
de  S,  en  mettant  aux  mêmes  lettres  les  indices  2.  Retranchons  ensuite 
Tune  de  l'autre  les  deux  équations  ainsi  écrites,  en  remarquant  que  les 

expressions  y-»  y-)  -—  (qui  sont  des  fonctions  de  p,  a,  T),   jyy-r' 

■ , ^"l  1    ,,    î,    (qui  ne  contiennent  crue  les  dérivées  premières  de  y,  -), 

X  (qui  est  fonction  de  p,  a,  T,  a,  b,  c,  I,  ^>  —r^  y),  ont  la  même 
valeur,  qu'elles  soient  affectées  des  indices  1  ou  2.  Il  viendra 


d{yz)  dV.        d(yz)  à^        àjyz)  t^l 
d{bc)   da         d(ca)    db         d(ab)    de] 
dp  [d{yz)  dA        d(,yz)dk        d(ys)  dk 


dp 

dp 


] 


da  I  d(bc)   da         d{ca)   db         d(ab)  de 

'd(yz)  de       Ojyz)  de       àjyz)  de'\  _         dV 


dpV 
dT[ 


=  —  r 


d{be)    da         d(ca)    db         d(ab)   de  \  dt 


Rappelons-nous  la  définition  [(7),  IJ  de  L,  M,  N.   (2)  et  {?>)  trans- 
forment l'écpiation  précédente  en 


(5) 


[dp 

dR 

-+- 

dp 

d\ 

1 

dp 

de 

\dp 

dV 

doi 

d\> 

dT 

dV 

On 

a  (i 

e 

nèi 

ne  : 

/dp 

^H 

4- 

dp 

dA 

4- 

dp 

de 

[dp 

dV 

d-x 

rfF 

dl 

dV 

(dp 

dK 

dp 

dA 

4- 

dp 

de 

\dp 

dP 

+ 

dt 

dP 

dT  d\' 

,    _     dP  dV 

^  -  ''^  dp' 


dl   dP 


""  \\l   _    ,dP  'fW 
~  '  '^  "~  '"  dt    dp  ' 
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Ajoutons  ces  lroi:s  équations,  après  multiplication  par  L,  M,  N, 


(6) 


(|:s-:;f:^-l-^:K'-'+*+N.) 


dP  f-.   f/U        ,,rf\ 


N  —  1- 


L'équation  [(2),  I]  donne 

à\)        r  dp 


ou  encore 


dt    ^ 

-f-dt=''^ 

d{yz) 
d(bc) 

du 
da 

,     à{yz) 
ô{ca) 

du     ^     d(yz)  du 
db  ^  à{ab)  de 

d{z.v) 
ô(hc) 

àv 
àa 

<)(z.v) 
^  <){ca) 

i)v          d{z.T)  d^' 
ôb  "*"   ô{ab)   de 

<)  l  .vv  ) 

d(bc) 

da 

à(ca) 

dw        à(jy)  div 
db  '^  ~d(ab)    de 

r   dp 

Kn  Irailant  cette  équation  comme  on  a  traité  (/i),  on  obtient 


il) 


c/V 
■dV 


M- 


/v 


.,  d\y  _   r  dV  d^ 

HP    ~  y^TÏÏdV' 


qui  |iermel  (le  Iraiisfoirner  ((1)  en 


(8) 


dp 

dp 


/■»  /d\>\-' 


|j_(_  M=+N=  p-  V^^' 


d[\         dp  d\         dp  d^ 
d\>  ~^  'iM  cIP  ~^  df  dP 


=^  o. 


•  >.    ^M  HKiis  posons 


^=-    P,-/>-2, 


«test,  [lar  nos  li\  pollièsi's.  einiiiriu  à  la  lia  versée  de  S,  tandis  (|ue  ses 
dérivées  pailielles  par  rappini  à  t/,  h,  r-,  /  peiuenl  èlri'  tlisconlinues. 
Il  MM'ilie  d'ailli'iirs  i''\  ideiiiiiieiil  des  é(piali()ns  analnj;iies  à  (j),  (^5)? 

,  ,    .     ,  .    , ,         ,  .  ,  ,  ,)'\'        d'I^ 

ses  (leriNccs  pailielles  s  expriment  an  moveii  <les  paramelres         et  -j^- 

Il  est  d'allli'iirs  ('■%  ideiil  (jiie 

d^  _  dp  dl\        dp  d\        dp  de 

TIv  ^  'iï^  dP  ~^  di  dJ'  "*"  JV  Tïï"' 
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F^'éqiialioii  (<S)  inoiilre  alors  que  ron  a 

rf*  d<^         ,)p,       ()p^ 

I  r^  /dPy        dp  Ut         lu  ^  ~ât 


U-hM'-  +  m  p^\dtj  dR    ~  ôR   ~  d?^       à?^' 

dP  dt  Ut   ~  Tî 
OU  encore,  puisque  p,  =  p^, 

d'i>  d^  dpf       dpi 

'■'    ^dvy        dp  Jt  lH~'Jt 


dR  m  dpt        dps 

dP  dl  Ui  ~  'dt 


Cette  formule  esl   remarquable  par  son   parallélisme  avec  la  for- 

d'\>       d* 


mule  [(i8),  lllj  relative  aux  ondes  de  choc.  7,5  et  ^  sont  les  para- 


mètres définissant  la  discontinuité  subie  parla  i)ression;  -—et  —  sont 

"■  '  ^  dP         dl 

ceux  qui  définissent  la  discontinuité  subie  par  la  densité.  On  voit  que 
I  r'-    fdPy    ,  .  ,  ,  ,  .     .„ 

L^-i-M^+N^  TTATlt  )   ^  «^^ptiine  par  le  rapport  des  paramètres  relatifs 

à  la  pression  et  à  la  densité.   La  même  chose  se  retrouve  dans  la  for- 
mule [(18),  HIJC). 


'IK 
dP 


La  méthode  d'Huj^oniot  a  pour  objet  l'évaluation  du  terme  —, 

dP 

i.   Nous  supposons  que  l'onde  S  esl  persi.s/a/i(c,  c'est-à-dire  qu'elle 


(')  Ce  résiilliil  sVHcrid  sans  ciiflicdlli's  au  cas  où  les  dérivées  premières  de  «, 
(',  »',  p,  a,  T,  //  soiil  coiitliMii-s  sur  S  el  (ii'i  la  disooMliiiiiilé  se  manifeste  dans  les 
dérivées    seconde^.    Diiiis    ce    cas,   la    (lisconliiuiilé    de    /)    s'exprime    par    Irois 

dP 

paramètres  en  pro;;ressi(iii   i;é<)niéhl(nie  de  raison    — -— .    (HauamakI),   /oc.  cit.. 

p.   iO(j.  )   |)e  même  poui'  la  discoiUinnilé  de  p.  La  foiinule  (9)  esl   encore  valalilc 

d<P 

(|uan(l  ou  met  à  la  j)iace  de  — — -  le  lapport  de  deux  paianiélres,  l'un  en/;,  l'autre 

TÎP 

en  p,  correspondatUs. 
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dP 
se  propage  avec  une  vitesse  nu/le  ou  Jrnir  (I,  5").   C'est  dire  que  -j- 

n'est  pas  infini.  Mais  il  v  a  lieu  de  distinguer  les  cas  où  il  est  nul  de 
ceux  où  il  ne  l'est  pas. 

Si  '-T-  est  nul,  Tonde  sépare  toujours  les  deux   mêmes  masses  de 

matière  et  (7)  montre  que 

,     .  j  dV       ...dW       -,rfW 

(.0)  L^+M^  +N^  =  "- 

On  dit  alors  que  la  discontinuité  dans  les  vitesses  est  transver- 
sale (^^  ).  Voici  la  raison  de  cette  dénomination.  Passons  dans  le  champ 
des  variables  d'Euler.  L'équation  |(t)),  IJ,  combinée  avec  (2),  montre 
que 

'd^  ~  G  dV     '  dy  ~  D  dV  ^"'  dz.  ~  D  d\>  ^• 

Désignons  pai' •;77r  'a  dérivée  de  U  suivant   la   normale  n(A,(x,  v) 
à  -.  Ou  a,  pai-  les  équations  précédentes  et  par  [(9),  I], 

dV]  _  -  t/U  à\]  dU  _   \    di  dV]  _   i    h  dVi 

'W\~'^^^^~ô^^'^~ds  ~"ïi  ds  dP  ~DX  dP' 

De  même 

d\  _    I    d'y  dV    _  _!_  M  ,7V 
dû  ~  ïi  Ts  dV   ^dIT^' 

dn   "  Xïds  Hp  "~  D  V  rfF  ■ 

Porliiiis  dans  (  loj.  11  vient 

.  d[i  d\  dW 

^dû  +  ^dû  ^""m^"- 

,  Ta]       d\       dW      ,   j         .  ,   ,    ,  r        N-         I 

Lf  vecteur'  -, b  -r^  -h     ...   est  donc  tangeni  a  la  siirlace  1,  onde 

d\\  du  d\\  ^ 

d;iri>  le  cliiinip  des  vaiiablcs  <ri'"nier. 


(')   IIadamaiu),  Iov.  cil..  |>.  117. 


PROPAGATION     DES    RÉACTIONS    CHIMIQUES.  38^ 

Si  -j-  est  diflerenl  de  zéro,  les  équations  (5)  montrent  que 


rfU 

dV 

dW 

(■0 

dV 

~     M     " 

dP 

"      N 

d'oui 

l'on  [leut  tirer  : 

(m 

.    d\ 

dW 

du 

dn 

du 

La  discontinuité  dans  les   vitesses  est  dite  longitudinale  ('),   le 

vecteur  -777  +  -7=-  4-  -j=-  étant  normal  a  S. 
du       «n        du 

dV 
Il  est  facile  de  voir  que,  si  ~r  est  différent  de  zéro,  les  trois  quan- 

..    ,    dK    dk     dQ  .  Il      .  1    <•  •      L-'-i         ,     .      .     . 

tites    ,-p,   jp,  -7-  ne  peuvent  pas  être  nulles  a  la  tois.  b  il  en  était  ainsi, 

en  effet,  les  équations  (2),  (3),  (.j)  montrent  que  toutes  les  dérivées 
partielles,  par  rapport  à  /,  a,  h,  c,  de  R,  A,  0,  U,  V,  W  seraient 
nulles,  ce  qui  est  contraire  à  riiypothèse  que  nous  avons  faite  sur  S 
au  n"  I . 

Deuxième  équation.  —  5.  Considérons  maintenant  la  relation 
suppléiiientaiie,  et,  pour  montrer  que  la  mélliode  dliugoniot  s'ap- 
pli((ue  dans  des  cas  très  étendus,  supposons  (pie  cette  relation  soil  de 
la  forme 

ç.  Y],  C,  X  étant  des  fonctions  de  p,  a,  T,  a.  h,  c,  t.  Nous  admettons 
naturellement  que  cette  même  é([uation  est  vérifiée  dans  le  mouve- 
ment 2  comme  dans  le  mouvement  i;  on  peut  donc  écrire  (12)  soit 
avec  les  indices  i,  soit  avec  les  indices  2.  'J'raitant  (1  2)  comme  on  a 
traité  (4),  on  trouvera 

,   ,, ,  Y  d\\  d\        y  dB 


(')   Hadamakii,  /''(•.  cil..  i>.  117. 
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6.  Les  cas  où  la  relation  sup[)lémentaire  prend  la  forme  (12)  sont 
très  fréquents. 

Quand  chaque  élément  de  masse  subit  des  transformations  adiaba- 
tiques,  on  a  la  relation  [(20),  1] 

àp  d3.  dT 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  (12),  y^  étant  nul.  De  même,  quand 
la  température  de  chaque  élément  reste  constante,  l'équation 

dT 
ôt 

rentre  évidemnionl  dans  (12).  D'ailleurs,  dans  ces  deux  cas,  il  est  à 
remarquer  que  les  divers  éléments  de  masse  peuvent  être  partis  d'états 
initiaux  différents,  de  sorte  que,  en  l'état  initial,  la  masse  totale  peut 
ne  pas  être  homogène. 

Supposons  que  cluKjue  élément  se  meuve  de  telle  sorte  que  sa  pres- 
sion et  sa  densité  (^ou  sa  température  et  son  entropie  spécifiques) 
soient  liées  par  une  relation,  ladite  relation  pouvant  d'ailleurs  varier 
d'un  élément  à  l'autre.  [Si  le  gaz  était  sans  viscosité  d'aucune  espèce, 
ce  serait  là  la  condition  (')  pour  qu'il  y  ait  une  intégrale  des  forces 
vives.]  Dans  ce  cas,  la  relation  supplémentaire  a  encore  la  forme (12). 

Supposons  qu'il  y  ait  à  chaque  instant,  dans  toute  la  masse,  une 
relation 

(i4)  .  A(/^p,/)  =  o 

entre  la  pression  et  la  densité  (ou  encore  entre  la  température  et  l'en- 
tropie). (Si  le  gaz  est  sans  viscosité  aucune,  c'est  la  condition  (-)  pour 
la  conservation  du  mouvement  tourbillonnaire.)  Dans  ce  cas  encore, 
on  peut  éci'ire  (,12).  En  eflet,  dans  (i4))  p  est  fonction  de  p,  a,  T,  de 


(')  Nous  venons  l\^•.  duriiici'  (lt'U\  énoncés  de  celle  comlilion,  l'un  laisanl  in- 
tervenir la  pression  el  la  densité,  l'aulre  l'entropie  et  la  température.  Dans  la 
plupart  des  cas,  ces  deux  énoncés  sont  équivalents.  Mais  le  plus  général  est  le 
second;  il  subsiste  dans  certains  cas  où  le  premier  tombe  en  défaut. 

(')   Même  remari|nc  i|Mr  d;iris  la  noie  précédi^nte. 
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sorte  que  h  est  fonction  de  p,  a,  T,  /,  lesquels  sont  fonctions  de  a,  b, 
c,  t.  On  peut  donc  écrire 


dh 

àp 

d/i  doi 

àh 

à'V 

ôh 

à? 

dt 

-*- 

âoi  dt 

4- 

d'ï 

dt 

+ 

àt  ~ 

o 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  a  un  gaz  de  conductibilité  infinie  qu'on 
écliauffo  progressivement,  la  température  est  à  chaque  instant  uniforme 
dans  toute  la  masse,  mais  elle  varie  avec  le  temps.  (i4)  est  alors 

T=/(0, 
d'où 

11 =/'('). 

C'est  une  équation  (12),  et  l'équation  (i3)  qu'on  obtient  dans  ce  cas 
est  exactement  la  même  que  si  chaque  élément  subissait  des  transfor- 
mations isothermes. 

7.  Lorsqu'on  a  un  gaz  dont  la  conductibilité  n'est  ni  nulle,  ni  in- 
finie et  où  la  propagation  de  la  chaleur  se  fait  par  simple  conducti- 
bilité, la  relation  supplémentaire  n'a  pas  la  forme  (12);  elle  est  Ijeau- 
coup  plus  compliquée.  Mais  il  est  inutile  de  l'écrire  pour  montrer  que, 
dans  ce  cas  encore,  on  peut  écrire  une  équation  de  la  forme  (i3)  ('). 

Considérons  la  surface  S,  onde  dans  le  champ  des  variables  d'Euler, 
et  de  part  et  d'autre,  à  une  distance  h  très  petite,  deux  surfaces  paral- 
lèles S,  et  2..  Soient  deux  normales  amb,  end  à  S,  ac  et  bd  étant  finis. 
La  ciialeur  dégagée  dans  le  temps  dt  par  la  masse  comprise,  au  temps  t, 
dans  le  volume  abcd  tend  évidemment  vers  zéro  avec  h.  Or  cette  cha- 
leur peut  s'exprimer  par  l'intégrale 


/' 


Kdï    , 
-T  ds 
ail 


étendue  à  toute  la  surface  abdc,  K  étant  le  coefficient  de  coiidiicli- 


(')   Le  résiilliil  (|iii  \  a  suivre  est  dû  à  M.  Duiieiii.  i\inis  n'avons  l'ail  (juc  Iclciiili 
au  cas  où  il  y  a  une  variable  cliimi(|ne  a. 

Jouiii.  (le  MiitU.  (li'  sciic   ,  loiiic  l.  —   Ivisc.  IV,   iijoâ.  5o 
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bilité,  qui  est  fonction  de  p,  a,  T,  et  n  désij^nant  la  normale  extérieure 
au  volume  abdc.  Les  éléments  de  cette  intégrale  relatifs  à  ab  et  cd 
tendent  vers  zéro  avec  h.  Pour  hd  la  normale  n  se  confond  avec  celle 
que  nous  avons  désignée  par  H;  pour  ac  c'est  la  normale  II  en  sens 

Fig.  8. 


ïzî 


.', 


inverse.  D'ailleurs  les  valeurs  de  K  sur  ac  et  bd  tendent  vers  l'égalité, 
puisque  p,  a,  T  sont  continus  sur  ï).  Donc  noire  intégrale  tend  vers 


11  faut  que  cette  limite  soit  nulle.  Or  l'aire  mn  est  quelconque,  il  est 

donc  nécessaire  que 

de 

Or  -;-  est  lié  à  -jr-,  uai-  une  formule  analoiiiK^  ;i  celle  tiiii  lie,  au  n"  f, 
ail  r/i    '  ' 

f/U       .   d\i      TA 

3-  et  -T7T  •  Donc 
dn       dV 


(.5) 


dV 


=  o. 


C'est  une  équation  de  la  forme  (i3).  C'est  exactement  la  même  qu'on 
obtiendrait  si  chaque  élément Jh/ide  était  censé  subir  des  transfor- 
mations isothermes. 


dS 


L'équation  -j^  =  <>,  jointe  à  (u),  (3),  monirc  (jue  les  dérivées  |)i'( 
mières  de  la  température  sont  coulinues  à  la  traversée  de  S. 


Troisième    équation   et    formule   de  la  vitesse.    —   S.    Les    é(|ua- 

,..,...  ,  ,  dR 

lions  (f<j  et  (i  >}  sont  deu\  r(|ii;ilions  liiicairi's  el  homogènes  en  j^j 


d\    c/e 
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^TF'  ^FP'    ^^  méthode  d'Hugoniol  pourra   s'appliquer  toutes  les  fois 
qu'on  pourra  écrire  une  troisième  relation  de  même  forme 


(i6) 


dP 


Quand  —r  n'est 


„  dR       ^,  d\       ,.  '/©  , ,. 


ofR    dX     de 


^^  ..  ^..o  pas  nul,  les  quantités  -jp,  -rp,  -jp  ne  peuvent  pas 

être  nulles  à  la  fois  (4).  On  peut  donc  les  éliminer  entre  (8),  (i3) 
et  (iG)  : 


(17) 


D'où  la  vitesse 


àp 

r          r- /dpy 

dp 

dp 

L^-H  M-^H-N-  p-  \dt) 

dl 

l 

-f] 

l 

B 

C 

D 

=  o. 


~di' 


La  valeur  ainsi  trouvée  est  d'ailleurs  susceptible  d'une  interpré- 
tation. Considérons  des  variations  virtuelles  û/>,  op,  oa,  oT  vérifiant 
les  équations  suivantes  qui  dérivent  par  une  loi  évidente  de  (8),  (i3) 
et(i6): 

V  dp  '\  àp  r\  àp  >rri 

Bûp  +  Coa  +  DâT  =  o. 


Eliminons  àa  et  oT  entre  ces  trois  relations.  Nous  obtenons  alors  une 
équation  qui,  comparée  à  (17),  montre  que 


(19) 


dV 

~dï 


8p' 


Nous  avons  vu,  au  numéro  précédent,  que,  lorsque  la  conductibilité 
du  lluide  n'était  pas  rigoureusement  nulle,  l'équation  (i3)  avail   la 


(')  On  piiil  niriiic  cinpidycr  une  mélhode  analogue  à  celle  d'IIngoniol  dans 
traiilres  cas  (voi/'  n"  29). 
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même  forme(i5)  qu'olle  a  lorsque  les  mouvements  de  chaque  élément 
de  masse  sont  isothermes.  La  manière  dont  nous  lirons  ici  -jy  de  (8), 
(i3),  (i6)  montre  cjue  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  vitesse  de  propagation  des  ondes,  dans  un  fluide  dont  la  con- 
ductibilité n'est  ni  nulle  ni  infinie,  est  exactement  lanième  que  si  la 
conductibilité  du  fluide  était  infinie  et  les  mouvements  de  chaque 
élément  de  masse  isothermes.     (M.  Duhem.) 

Tout  ce  (|ui  précède  s'applique  au  cas  où  il  n'y  a  pas  de  variable 
chinuc{ue,  seulement  il  n'y  a  pas  dans  ce  cas  d'écjuation  (i6).  Si,  par 
exemple,  les  mouvements  sont  adiabatiques,  la  vitesse  des  ondes  est 
donnée  par  la  formule  (19),  op,  op,  oa,  oT  vérifiant  les  relations 

^  âp  <\  dp  r>rri 

/•pOp  -l-col  =0, 
ou  encore  par  la  formule  (^17)  qui  donne  ici 

/       V  i  r-  / dVy-        On         /p  àp 

(20)  '  ^    -     ' 


U-^W-^K-  f\  cil  J         i)z         c   ôT 

C'est  la  f()nnnt.(>  de  Laplace.  Si  le  ^az  a  un  coelTicicnl  de  coiiducli- 
biliti'  (lillV'rcnl  de  zéro  eL  si  la  chaleur  se  pi-opage  par-  simple  conduc- 
libi!ilé,  la  vitesse  des  ondes  est  doiuiét'  pai'la  formulç(T9),  S/j,  Zp,  oa, 
oT  véii liant 

^  dp  >  Op   ^rp 


ou  par  (17)  qui  donne  ici 


ST  =  o, 


C'est  la  formule  de  Newton. 

Ondes  chimiques  et   ondes  mécaniques.  \).    il    <'sl    Inh-ressant 


PROPAGATION     DES     REACTIONS    CHIMIQUES.  'âoS 

de  se  demander  dans  quelle  mesure  les  phénomènes  chimiques  et  les 
phénomènes  mécaniques  sont  liés  dans  la  propagation  des  réactions. 
Ce  qui  suit  donne  quelques  indications  à  ce  sujet. 

Je  dis  (|ue  toute  onde  satisfaisant  aux  conditions  exposées  dans  le 
n*»  1  ne  peut  pas  être  uniquement  chimique  :  elle  doit  transporter  for- 
cément une  discontinuité  dans  les  dérivées  des  projections  de  la  vi- 
tesse. 

Imaginons,  en  effet,  qu'il  n'y  ait  pas  de  discontinuité  dans  ces  déri- 

vees.  Des  lors,  ^TjT  '  ^7p '  -;7p-  seraient  nuls.  Par  (0),  on  aurait  donc 


dp 

dK 

-\- 

dp 

d\ 

-4~ 

dp  d'à 

à? 

dV 

doL 

dV 

d'Y  dV 

o. 

Réunissons  cette  équation  à  (i3)  et  à  (i6).  Comme  il  n'y  a  aucune 
raison,  du  moins  en  général,  pour  que  le  déterminant  des  coefficients 
,    c/R    dk    de      .        1    -,  e     1     ■ 
rfP'  7p'  7p  ^       ""  '      laudrait  que 

dR  _  dk  __  de 
dP  ~  dV  ~  dp' 

Sur  l'onde  donc  aucune  des  dérivées  de  U,  V,  W,  R,  A,  0  ne  serait 
différente  de  zéro,  ce  (jui  serait  contraire  à  nos  hypothèses  du  n"  1. 

On  dit  qu'une  onde  S  est  du  /i'^'"'  ordre  pour  une  fonction  quand 
une  au  moins  des  dérivées  /i'™"  de  cette  fonction  est  discontinue  sur  S. 
On  voit  par  ce  qui  précède  que,  si  une  onde  S  est  du  premier  ordre 
pour  quelques-unes  des  fonctions  u,  v,  w,  p,  a,  T,  elle  l'est  certaine- 
ment pour  l'une  des  trois  fonctions  u,  v,  w. 

Ce  résultat  se  généralise-t-il  et  s'applique-l-il  aux  ondes  d'ordre  su- 
périeur? Supposons  que  ^,  '-^,  ^  et,  par  suite,  ~,  ~,  ^  soient 

nuls.  L'onde  S  est  alors  au  moins  du  second  ordre  pour  une  au  moins 
des  fonctions  u,  p,  w,  p,  a,  T.  Supposons  qu'elle  soit  en  effet  du  se- 

cond.  Remarquons  que,  §,  §,  '^  et  par  suite,  vu  (3),  f ,  '^,  ^ 

étant  nuls,  toutes  les  dérivées  |)arlielles  du  second  ordre  de  x,  y,  z 
prises  en  dérivant  au  moins  une  l'ois  par  rapporta/  sont  continues 
sur  S.  Cela  étant,  dérivons  (/(}  par  ra[)i)ort  à  l  et  faison.s  sur  l'équa- 
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lion  ainsi  obtenue  les  opérations  qui  conduisent  de  (4)  à  (6).  On 
obtient  ainsi 

/      d—  d—  (/— \ 

\d?     (/V    ^  ,h     dV    ^  àV    d\'  /^^   ^  ^^   +  '^   ) 
/       ,ÔV  ,ô\  .dW 

Par  une  voie  analogue,  on  peut  remplacer  (i3)  par 
,dn  ,dA  ,de 

y-      dt  dl  Y      àt 

et  très  généralement,  comme  on  pourra  s'en  rendre  compte  sur  les  cas 
particuliers  que  nous  traiterons  plus  loin,  on  peut  écrire  à  la  place 
de  (16)  : 

c!  -—  d  — p-  d  -r- 

r»      (il  /--i       ut  w~^       ut 

Ces  trois  formules  permettent  de  montrer  que  l'une  au  moins  des 

fonctions  -r»  -v-'  -r-  doit  avoir  des  dérivées  discontinues  à  la  traversée 
dt    al     at 

de  S. 

Il  est  évident  que  le  même  raisonnement  s'appliquerait  aux  ondes 

d'ordre  supérieur. 


§  2.  —  Propagation  d'une  réaction  dans  un  état  d'équilibre. 

10.  Le  problème  physique  que  nous  avons  en  vue  est  le  dé[)lace- 
ment  d'une  onde  S  propageant  une  réaction  chimicjue  (mouvement  2) 
dans  un  gaz  où  il  ne  s'en  j)r()dnit  aucune  (mouvement  i).  11  faut  donc 
(luc  i;i  i(''a<lion  cliimicpie  commence  dans  clia(|ue  élt'iiKMil  lliiidc  anssi- 
tôl  apiès  (|iril  a  été  traversé  |)ai'  la  surface  S.  (domine,  au  [lassage  de 
cette  surface,  p,  a,  T  ne  subissent  aucun  saiil  bius(|U('  (  I  ),  il  est  néces- 
saire que,  dans  le  mouvement   i,   juste  avant  d'èlre  alh'iul    [lar  S, 
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chaque  élément  se  trouve  dans  un  état  tel  que  la  réaction  puisse  s'y 
produire.  S'il  n'y  a  aucun  frottement,  qu'il  y  ait  ou  non  viscosité,  cet 
état  doit  être  représenté  par  un  point  situé  sur  la  surface  des  équilibres 
véritables;  si,  au  contraire,  il  y  a  frolleinent,  il  doit  être  représenté 
par  un  point  situé  sur  la  surface  des  faux  équilibres  limites  ('  ).  Nous 
commencerons  par  supposer  que,  dans  toule  la  partie  i ,  le  fluide  est 
dans  un  tel  état  et  que  le  momemeiil.  i  se  réduit  à  un  équilibre  véri- 
table ou  faux  et  limite.  Nous  étudierons  ainsi  un  problème  simple, 
la  propagation  d'une  réaction  dans  un  milieu  préparé  pour  sa  produc- 
tion. Ce  sera  l'objet  du  présent  paragraphe.  Il  n'est  d'ailleurs  pas  indis- 
pensable que  l'état  du  fluide  dans  la  région  i  soit  homogène. 
Evidemment,  puisqu'il  y  a  équilibre  dans  i,  on  a 

dt  ~  dt  ~   dt  ~  ^' 

On  peut  néanmoins  avoir  une  relation  supplémentaire  de  la  forme  (i  2) 
vérifiée  à  la  fois  dans  i  et  dans  2,  mais  il  faut  tpie  y  =  o.  C'est  ce  qui 
arrive  par  exemple  si  les  mouvements  sont  adiabatiques  ou  iso- 
thennes.  On  peut  alors  écrire  une  équatio'n  (i3). 

1"  Il  n'y  a  ni  viscosité  ni  frottement.  —  11.  Faisons  d'abord 
l'hypothèse  —  tout  à  fait  théorique  pour  le  moment,  mais  nous  en  ti- 
rerons parti  plus  tard  —  qu'il  n'y  a  ni  viscosité  ni  frottement  corres- 
pondant à  la  variable  a[çp  =  o  (I,  10)],  de  sorte  que,  même  dans  le 
mouvement,  le  point  représentatif  de  l'état  d'un  élément  ne  quitte  pas 
la  surface  des  équilibres  véritables,  p,  a,  T  vérifiant  sans  cesse  la  rela- 
tion 

(22)  ^.(p^«^T)  =  o 


(')  Le  cas  où  il  y  a  fioUement  comprend,  dans  notre  pensée,  celui  où  le  frot- 
tement chimifiue  n'est  qu'apparent,  m:iis  où  la  surface  (A)  existe  (  I,  7).  Nous 
avons  déjà  dit  ,|ue  nous  adopterions,  dans  ce  cas,  le  langage  de  la  théorie  des 
faux  équilibres  et  (]ul'  nous  traiterions  (A)  comme  (17).  On  voit  bien  ici  que  celte 
manière  de  faire  est  légitime  si  les  vitesses  de  réaction  avant  la  surface  (A)  sont 
négligeables  eu  égard  à  la  vitesse  de  propagation  de  .S. 
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qui  n'est  autre  que  -r-  =  o  si  Ton  introduit  le  potentiel  interne.  On  a 

donc 

dg  dp        dfî  d^        dg  dT  

1^  Jt  '^  ~d~:c  Jt  '^  Jt  Tt  ~  '^' 

et  cette  égalité  peut  s'écrire  avec  les  indices  i  comme  avec  les  indices 
2  :  avec  les  indices  i  elle  se  réduit  à  une  identité.  En  la  traitant  alors 
comme  (4),  on  obtient 

Og  d^        àg<2A.        àgde_ 
dp   dt  "•"  doi   <)i  '^  à'ï'di  ~  "' 

ou,  par  les  équations  analogues  à  (3)  que  vérifient  R,  A,  0, 

,^^  dg  dK         dg  d\         dg  de  _ 

^      -^  d?dV  "•""  'di  dV'^  fîW  ~  "■ 

C'est  une  équation  de  la  forme  (16).  Comme  (8)  et  (i3)  sont  vraies, 
on  voit  que  les  formules  (17)  ou  (19)  sont  applicables  ici.  Si  les  mou- 
vements sont  adiabatiques,  elles  donnent  pour  la  vitesse  de  l'onde 

i-^idvy- 


/    f  \  '  di(  dg 


''/'  'p   dp         /dp         /\  dp\      ''  t)'T  dp 

~~  dp        T  dT        \d:i         c   dTj      dg  _  ,.  às_ 

^  dx  «  d'\ 

Si  les  niDuveiuents  sont  isotliermes,  on  a  au  couti'aire 
Co^N  '  ^  (<!}!X  ^^  _à± 

^  "  '  L-  -t-  M-^  ,-  N»  p^  \dL)   ~  dp         dx 


dg 
r»  ^  f/py-  __àp  _dp  ^ 

dx 


dP 
12.   Les  formules  (24)  et  (aS)  donnent -T-   par  son   carré.    Il   est 

intéressant  de  se  demander  si  ce  carré  est  positif  (  '  ). 

{'j  I>  i(lc(-  (il-  riiU.iclier  l.i  iciililc  dr  la  vllesso  de  j)i  iij>af;iihuii  a  la  slahihlo 
de  i'é(|uilibre  esl  due  à  M.  I)iilii]]i.  //  t(//iidy/i(inii>/ii<'.  /i'/nsticitc  et  Icoiislii/iic, 
t.  I,  1891,  p.  83  el  143. 
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Précisons.  Nous  supposons,  avons-nous  dit,  que  le  mouvemenl  i  esl 
un  élat  d'équilibre  dans  lequel  les  variables  ont,  les  valeurs  p,,  a,,  T,. 
Dans  cette  niasse  en  équilibre  se  propage  une  onde  transportant,  pour 
fixer  les  idées,  un  inouveinent  adi aballquc .  Nous  admettrons,  en 
outre,  que  l'équilibre  de  la  masse  est  stable  au  regard  des  mouvements 
adiabatiqucs  isobares.  Je  dis  que,  dans  ces  conditions,  ~  de  la  for- 
mule (24)  est  réel. 

Nous  pouvons  en  effet  prendre  pour  définition  de  la  stabilité  adiaba- 
tique  isobare  une  des  lois  du  déplacement  adiabatique  de  l'équilibre 
par  variation  de  pression,  et  admettre  que  tout  accroissement  de 
pression  §/j,  appliqué  à  un  élément  censé  enfermé  dans  une  enveloppe 
imperméable  à  la  cbalcur,  provoque  dans  cet  élément  une  transforma- 
lion  op,  r:a,  oT  réversible,  c'est-à-dire  située  sur  la  surface  des  équi- 
libres véritables,  telle  que  o/?âp>  o.  Les  op,  Sa,  oT  ainsi  provoqués  sont 
déterminés  par  les  équations 

/■p  op  -+-  /■„  oa  -h  c  oT  =  o, 
_op  +  -oa  +  ^oT  =  o, 

qui  sont  précisément  les  équations  (18)  convenant  au  cas  qui  nous 
occupe.  Les  op  et  les  op  en  cause  ici  sont  donc  exactement  ceux  qui  fi- 
gurent dans  (19),  et,  puisque  o/j  op  >  o,  on  voit  que  (^y  est  positif. 
Si  l'onde  avait  transporté  un  mouvemenl  isullieruie,  il  eùl  fallu  rai- 
sonner en  supposant  l'équilibre  stable  au  regard  des  modifications 
isotlicrmcs  et  isobares  et  en  exprimant  celle  stabilité  par  la  condilion 
que  op  op  est  positif  lors  de  tout  acccroissement  de  pression  op  appUipié 
à  un  élément  censé  maintenu  à  température  constante. 

l.'>*  Celle  manière  de  définir  la  stabilité  par  les  lois  du  déplacemenl 
de  l'équilibre  ne  cboquera  pas  sans  doute  les  expérimentateurs  (  '  ).  i'ille 

(  '  )  DuHKM,  Considcra lions  sur  la  slnliUiiéeL  particuUçrcinent  sur  In  slabililé 
des  corps  Hasliqucs  (  l'rocès-verbaux  des  séances  de  la  Snciélé  des  Sciences  phy- 
siiiuesetnaLii relies  de  llordeaux,  25  juin  iqo^). 

Joiini.  c/c    \talli.  (li'SL-iic),  tome  I.  —   l'asc.  IV,  igoi.  fï  I 
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prcseiilc  toutefois  (juclquos  inconvénients.  Outre  (ju'clle  montre  mal 
le  lien  qui  existe  logiquement  entre  le  déplacement  de  l'équilibre  par 
iHtrialion  de  pression  et  la  stabilité  isobare,  elle  est  beaucoup  moins 
rigoureuse  que  celle  à  laquelle  les  mécaniciens  sont  habitués  depuis 
Lejeune-Dirichlet.  Mais  nous  pouvons  adopter  cette  dernière,  à  la  con- 
dition de  faire  intervenir  la  notion  de  potentiel  interne,  et  ce  n'est  pas  là 
un  des  moindres  mérites  de  cette  notion.  Nous  avons  affaire  ici  à  un 
système  défini  par  des  variables  sans  viscosité  ;  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  d'écpiilibre  stable  est  donc,  cela  est  aujuiiidliui  démontré 
pour  des  cas  très  étendus,  que  le  potentiel  soit  minimum. 

Nous  ferons  en  passant  la  remarque,  qui  nous  sera  utile  plus  tard, 
que  cette  condition  est  encore  nécessaire  et  suffisante  si  l'on  admet 
Texistence  d'une  viscosité  relative  à  a;  on  a  alors,  en  effet,  deux  sortes 
de  variables,  les  unes  x,y,  z  (et  par  suite  p)  affectées  d'inertie  et  non 
de  viscosité,  l'autre  a  affectée  de  viscosité  et  non  d'inertie.  On  est  ainsi 
dans  un  cas  déjà  traité  ('  ). 

Nous  partirons  de  l'hypothèse  que  l'équilibre  d'un  élément  est  stable 
quand  sa  lernpé.ralure  est  tnaintcnue  constante  et  qu'il  est  soumis  à 
sa  pêrip/ic/'ie  à  une  pressio/i  constante.  La  diiîérentielle  seconde  du 

potentiel  total  rf+  —>  où /j  et  T  sont  constants,  est  alors  positive.  Donc, 

en  tenant  com[)te  de  [(17),  IJ, 

La  vitesse  d'une  onde  propageant  un  mouvement  isotliei-nie  est 
doiuii''e  par  (\')),  op  cl  op  vérifiant  les  ('(juations  (18")  rpii  se  réduisent 


(')  r)iiiF,M,  Stabilité  et  viscosité  (Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physi- 
ques et  itdldrclles  de  Ilordcaux,  G"  série,  l.  Ili,  igoS). 

En  apj)li<|ii;int  :i  des  masses  lluides  conlinues  des  rosiillals  démonlrés  pour 
des  sjslènies  défiHi--  pat  un  iioinhic  lliii  de  ])aramèlres,  nous  dépassons  ce  ipi "an- 
lorise  la  rigueiii'  niallii'jiiali(|U(;.  il  csl  peiniis  loiilefin-,  au  |)i>iiil  de  vue  pliv- 
sique,  de  le  faire,  en  aUendaul  mieux. 

Nous  laissons  aussi  de  côté  les  sinfçidarités  signalées  ]iar  M.  l'ainlevé  (Comptes 
rendus,  t.  fAWN'Ill,  iijd'i,  |).  ir)55). 
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ici  à 

'     —  —  \  00  -i-  0' 


^'P  =  (  ?'■  TJ^  +  -  ?  ^  t  '^?  +  ?'  -r-^  ^='-' 


O  =  -j — j-Op+TrOa- 

Multiplions  respect! vemenl  ces  équations  par  op,  p-oa.  Il  vient,  vu 
(26), 

Sp  op  >  o 
ou  encore 

^  >o; 

La  vitesse  d'une  onde  propageant  un  mouvement  adlabatique  est 
donnée  par  (19J,  op  et  op  vérifiant  dans  ce  cas  les  équations  (18)  sui- 
vantes : 

^^/'  =  (p-^  +  2p-jop  +  p-^^oa  +  p-^^oT, 

■Op  H r^oa     ■ 


I  ^  j   est  donc  positif. 


i — ?f  ^?  —    ^i — ?r  ^'^  ~~    ~rri  ^  i  • 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  ù^^  p'Oa,  p^ST  et  ajou- 


tons 


Or  -pj^  est  négatif  (postulat  de  Helmholtz).  Donc  o/>  op  (et,  par  suite. 


-~)  est  positif  en  vertu  de  (26).  \—r]   est  donc  encore  [losilif  dans  ce 

cas. 

On  remarquera  ([uc  Tintervenlion  du  jiostulat  de  llchnliollz  nous  a 

permis  d'étudier  la  réalité  de  —r-  à  la  fois  dans  le  cas  des  mouvenienls 

isothermes  et  daus  crlui  des  niouvcinrnls  adialialitpics,  eu   laisanl    la 
seule  hypothèse  de  la  sUthiiilt'  isotlii-rnif.  il  n'y  a  [)a's  à  sCu  (ionurr, 
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car  on  sait  que,  en  vertu  de  ce  postulat,  la  stabilité  isotherme  entraîne 
la  stabilité  adiabatique.  Avec  la  seule  hypothèse  de  la  stabilité  adia- 

dP 
batique,  on  pourrait  montrer  seulement  que  le  -j-  de  la  formule  (24) 

est  réel,  mais  non  (piil  en  est  de  même  de  celui  de  (23).  On  voit  que 
la  notion  de  potentiel  interne  permet  d'établir  un  lien  entre  les  deux 

stabilités  et  par  suite  entre  les  signes  des  deux  i-rr)  >  ce  que  ne  per- 
mettent pas  les  considérations  de  l'article  1*1. 

J4.  Lorsqu'il  n'y  a,  comme  nous  le  supposons  ici,  ni  viscosité,  ni 
frottement,  il  est  impossible  (cela  ressort  très  nettement  de  tout  ce 
qui  précède)  de  distinguer  entre  les  ondes  propageant  un  ébranlement 
mécanique  et  celles  qui  propagent  un  phénomène  chimique  :  une  onde 
propage  toujours  à  la  fois  l'un  et  l'autre.  La  vitesse  obtenue  dans  l'hy- 
pothèse des  mouvements  adiabatiques  [form.  (24)]  est  aussi  bien  la 
vitesse  du  son  dans  un  tel  milieu  que  la  vitesse  de  propagation  de  la 
réaction  :  propagation  du  son  et  propagation  adiabatique  d'une  réac- 
tion chimique  sont  un  seul  et  même  problème. 

Il  est  intéressant  de  comparer  la  vitesse  (2'|)  avec  celle  qu'aurait  le 

son  dans  un  fluide  qui  ne  serait  le  siège  d'aucun  phénomène  chimique, 

mais  qui  présenterait  les  mêmes  coefficients  de  compressibilité  et  de 

dilatation,   les  mêmes  chaleurs  de  dilatation  et  les  mêmes   chaleurs 

spécifiques  cpie  le  mélange  explosif  considéré.  Dans  un  tel  fluide  le  son 

dP' 
avancera  I  avec  la  vitesse  -j-  donnée  par  (20).  On  voit  que 


d\' 


p'-\dt  ) 


Ij  _^-  M»  4-  N"  p-  \,  dt  J  L=  -I-  M»  -+-  N' 

^    ^^      \  \  (h  c    d'V     \OiL         c    dT 


dp  c    d'Y)  \diL         c    dlj 

c    àT        ô^ 


ce  <pii  p(nit  s'(''(  rire 


L'-+-M' 
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^o.t>."'  ^'s'^  '»  variation  suhie  par  la  fonction  ^  dans  une  modification 
adiabalique  oa,  -ÎT  s'eflectuant  à  p  constant.  Les  autres  notations 
analogues  ont  une  signification  analogue. 

Supposons  que  les  états  de  véiitahle  équilibre  ^  =  o  soient  stables 
quand  le  système  est  enfermé  dans  une  enceinte  imperméable  à  la 
chaleur  et  de  volume  constant.  Nous  prendrons  pour  définition  de  la 
stabilité  la  propriété  suivante  du  déplacement  de  l'équilibre  par  va- 
riation de  densité.  Partons  d'un  état  d'équilibre;  augmentons  adia- 
batiquement  la  densité  (op  >  o)  et  supposons  que  d'abord  la  réaction 
chimique  ne  se  produise  pas  ou  se  produise  très  peu  (on  est  très 
près  de  la  surface  d'équilibre).  Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées 
et  uniquement  pour  cela,  que  cette  opération  nous  conduit  dans  la 
région  de  combinaison.  Fixons  alors  la  densité  à  la  valeur  p  -4-  os 

1.  ,  r  i  ' 

aissant  toujours  le  corps  dans  son  enceinte  imperméable  à  la  chaleur. 

La  réaction  se  produit  alors  et  nous  admettrons  :  i"  qu'elle  tend  à  faire 
diminuer  la  pression;  2"  qu'elle  ramène  le  corps  à  un  nouvel  état 
d'équilibre. 

Cette  définition  peut  s'exprimer  de  la  façon  suivante  :  La  compres- 
sion <j^  >  o  nous  fait  pénétrer  dans  une  région  où  o- est  positif:  on  doit 
donc  avoir  Og^«  >o.  La  réaction  subséquente,  qui  est  adiabatique  et 
à  volume  constant,  a  pour  effet  de  faire  baisser  la  pression  :  cela  veut 
dire  Sqp/J  <  o,  et  cette  réaction  ramène  sur  la  surface  des  équilibres, 
c|est-à-dire  fait  passer  «-d'une  valeur  positive  à  une  valeur  nulle  :  donc 

Par  suite,  le  terme    -    '^.'f^  "^'^^  est  négatif  et  ^  est  plus  petit 

15*.  Ainsi,  en  prenant  pour  définition  de  la  stabilité  les  lois  du  dé- 
placement de  l'équilibre,  nous  pouvons  comparer  '-^  et  ~  sans  faire 

(It  dt 

appel  à  la  notion  de  potentiel  interne.  Mais  nous  sommes  obligés 
néanmoins  de  parler,  au  moins  dans  une  certaine  mesure,  de  réactions 
arrêtées,  de  véritables  modifications  virtuelles,  puisque  nous  suppo- 
sons (jue,  dans  la  compression  l^,  la  composition  chimique  commence 
par  ne  |)as  varier.  Dès  lors  il  n'y  a  plus  grand  avantage  à  se  passer  des 
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simplifications  et  des  clartés  qu'apporte  l'usage  du  potentiel  interne. 
Recourons-y  donc.  La  formule  (an)  s'écrit  alors 


I  r^  /  rfP 


dPy-  I  r'-/fiP 


^.\d?à^  dT'-       d?dT  d^dT 


f 


tpr^  d-rt      (  ()'-,f 


01'-  à^-       ydoidT 


] 


L'énergie  interne  U  =  #  — T-yj-,  peut  être  considérée  comme  une 
fonction  £  de  a,  p  et  de  l'entropie  s.  Laissons  p  et  s  constants;  £  n'est 
plus  fonction  que  de  a.  On  sait  que  la  condition  -pj  >  o  est  une  con- 
dition suffisante  pour  la  stabilité  adiabatique  sous  volume  constant  (  '  ). 
Admettons  qu'elle  est  aussi  nécessaire.  Il  est  facile  de  voir  qu'elle 
peut  s'écrire 


Si  donc  l'équilibre  d'un  élément  est  stable  dans  les  conditions  que 

nous  venons  de  dire,  l'équation  (28)  montre  que  -jr  <C  -j-'  ^'est  l_e 

résultat  obtenu  autrement  au  numéro  précédent. 

Mais  on  peut  arriver  au  même  résultat  en  partant  de  l'iiypolbèse 
que  l'équilibre  d'un  élément  est  stable  au  regard  des  modifications 
isothermes  et  isobares,  hypothèse  exprimée  par  l'inégalité  (26).  En 
effet,  par  cette   inégalité,  (|ui   est   vraie  quels  que  soient  Sp  et  Sa, 

-t\  est   positif  et,  par  le  postulat  de  Helmholtz,  -^^   est  négatif;   le 

second  terme  du  second  membre  de  (28)  est  donc  négatif.  Le  fait  que 
cette   nouvelle  hypollu-se  sur  la  stabilité  conduit  à  la  même  consé- 


(')  \iuf  (lliuis,  /ù/uilil//c  des  sysli-incs  c/iiiii/'/iics  (  tiMiUiclion  l.r  (^lialclier), 
|i.  7.  fil  suiv.  —  \'riir  aussi  Sur  lu  iii/i/nrc  cl  le  dé/ddcemeril  de  l'équilibre 
(Comptes  rendus  des  séances  de  l' .Içiidtinic  des  Sciences.   i()  juin  it)o>.). 
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qiiencc  que  la  première  n'a  pas  de  (|uoi  surprendre,  car  on  sait  que  la 
stabililé  isolliormique  eiUrahie  la  slahilité  adiabalique  el  que  la  stabi- 
lité isobare  entraîne  la  stabilité  sous  volume  constant  ('). 

2°  Il  y  a  viscosité  ou  frottement  ou  les  deux  ensemble.  —  16.  Ve- 
nons maintenant  au  cas  où  la  viscosité  el  le  frottement  relatifs  à  a 
ne  sont  plus  négligeables.  L'équation  (i3)  peut  toujours,  comme  il  a 
été  dit  au  n"  10,  être  vérifiée.  Mais  peut-on  écrire  une  relation  de  la 
forme  (i<i)  ? 

Ici  l'équation  (22)  n'est   pas  vraie  dans  le   mouvement  2.    Mais 

[(19),  I]  montre  que,  à  la  traversée  de  S,  -y-  ne  peut  présenter  de  dis- 
continuité, puisque  p,  a,  T  sont  continus.   (Dans  le  cas  qui  nous  oc- 


cupe -p  ==  o,  puisque  le  lluide  est  en  équilibre  dans  la  région  i  ;  donc, 
immédiatement  en  arrière  de  S,  —rj-  =  o  j.  Sur  S  donc,  on  a 

dk 

-—■  7=  o 

ôt 

el  par  suite,  vu  (3), 

C'est  une  équation  de  la  forme  (lO). 

Par  conséquent  on  peut  calculer  la  vitesse  de  propagation  d'une 
onde  par  les  formules  (17)  ou  (19),  et  l'on  trouve,  si  les  mouvements 
sont  adiabaliques, 

^•^"^  L2-I-M2+N-  p-  \dtj   ~  à?         c   dT' 

si  les  mouvements  sont  isotliermcs, 


(3,) 


l1(^\  —^ 


M' -^  W-  p'- \  dt  J        dp 


{')  Si/i-  la  sldhillU'  de  l' i'''iuUd>n'.  {l'rocès-vcrbdua;  des  séances  de  lu  Société 
des  Sciciivcs  ijiiysiqiies  et  ikiI  11  relies  de  Hnrdeuu.r.  '.3  julllel  iç)o3). 
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Or  ce  sont  là  précisément  les  formules  de  Laplace  (20)  ou  de 
Newton  (21)  relatives  aux  fluides  sans  variable  chimique. 

17.  (30)  et  (3i)  s'appliquent  dans  les  deux  cas  suivants  : 
\°  Le  mélange  gazeux  est  ajf'ecté  de  vise.osité  sans  frotternent. 
Dans  la  partie  1,  le  corps  est  alors  en  équilibre  vrai,  et  dans  cet  état 
d'équilibre  se  propage  un  ébranlement  qui  est  forcément  à  la  fois  mé- 
canique et  cliinii([iie.  Propagation  du  son  et  propagation  adiabati(|ue 
dune  réaction  ne  sont  dans  ce  cas  qu'un  même  phénomène  [form.(3o)]. 
2°  Le  mélange  gazeux  est  affecté  de  frottement  et  de  viscosité. 
Dans  la  partie  i,  ce  mélange  doit  être  alors  en  état  de  faux  écpiilibre 
limite.  Dans  ce  cas,  il  peut  se  présenter  des  ondes  purement  mécaniques 
et  des  ondes  à  la  fois  chimiques  et  mécaniques.  Prenons,  en  effet,  pour 
fixer  les  idées,  les  mouvements  adiabatic|ues  sur  l'arc  eB  et 

à?         c   dT  -^ 

Nous  savons  alors  (1,  (>)  que  la  réaction  n'entre  en  jeu  à  partir  d'un 
équilibre  limite  que  si  le  fluide  est  compri//ié.  Par  conséquent,  les 
ondes  propageant  une  compression  seront  à  la  fois  mécaniques  et  chi- 
miques; au  contraire,  les  ondes  propageant  une  dilatation  serout  mé- 
caniques seulement  (  '  ). 

Mais,  dans  tous  les  cas,  la  vitesse  des  ondes,  ([u'ellcs  soient  chi- 
miques et  mécaniques  ou  purement  mécaniques,  est  toujours  la  mèiuc  ; 
si  les  mouvements  sont  adiabatiques,  c'est  toujours  celle  qu'aurait  le 
son  dans  un  /Jiiidc  pin-  rjui  ne  serait  le  siège  d'aucune  réaction 
et  qui  présenterait  tes  mêmes  coej/icienis  de  compressilnlilé  cl  de 
dilatation,  les  mêmes  chaleurs  de  dilatation  et  les  mêmes  chaleurs 
spécifiques  que  le  mélange Jluide  considéré . 


(')   r^;nis  le  inonvpmenl  9.,    y-  ii'ii  pas  |)ailoul  le  iiiêiiie  signe.  Nous  disons  que 

r<iniic-  propage  une  corn])ressiiiM  i|uafi(l  -~-  est  positif  ii)iiiir<li(ilfin('iil  en  diiirre 

lie  tu  siirfncc  S.  De  même,  une  (uiile  est   ilùmi<jiir  si,  iniiitcdidlcnHiit  en  ar- 
rière de  S,  il  y  a  rcaclion  cliiniique. 
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18'.  Pouvons-nous  traiter  de  la  réalité  de  cette  vitesse  (  '  )  ?  Encore 
ici  celti'  réalité  peut  se  rattacher  à  la  stabilité.  Dans  le  premier  des  cas 
ci-dessus  (viscosité  sans  frottement)  la  stabilité  isotherme  et  isobare 
est  encore  exprimée,  nous  Tavons  expressément  remarqué  au  n°  15, 
par  (2G).  Ou  peut  faire,  eu  particulier,  oa  =  n  dans  (26)  et,  en  repro- 

duisant  le  mode  de  raisonnement  du  n°  15,  on  verra  que      \  ^'^  est 

positif. 

Dans  lé  second  cas,  (26)  n'est  plus  vérifiée  si  l'on  y  hiisse  sub- 
sister oa;  mais  elle  l'est  si  l'on  y  fait  col  ~  o.  En  effet,  un  état  de  faux 
équilibre  aussi  voisin  qu'on  veut  de  l'état  d'équilibre  limite  est  stable 
au  regard  des  modifications  isothermes  laissant  a  constant.  C'est  donc 

qu'en  cet  état  (  -pr  -H  -  -r^  j  op-  >  o.  11  est  tout  naturel  (quoique  peut- 
être  non  entièrement  démontré)  de  supposer  que  cette  inégaUté  est 
encore  vérifiée  dans  l'état  de  faux  équilibre  limite.  Dès  lors  le  second 
cas  se  traite  comme  le  premier. 

3°  Cas  des  corps  à  réaction  vive.  —  lî).  Venons  maintenant  au 
cas  des  corps  à  réaction  vive.  C'est  celui  qu'a  traité  M.  Duhem 
(TItcorie  Uiennody uann que  de  la  viscosité,  du  frottement  et  des 
faux  équilibres  chimiques,  1H96,  p.  1G8,  et  Traité  élémentaire  de 
Mécanique  chimique,  t.  J,  1897,  p.  280).  M.  Duhem  a  présenté  ce 
cas  comme  résultant  de  l'hypothèse  suivante  :  Il  n'y  a  pas  de  viscosité 

et  le  frottement  est  indépendant  de  -r--  11  résulte  évidemment  de  là 

([lie  le  point  représentatif  de  l'état  du  fluide  reste  toujours  sur  la  sur- 
face des  faux  équilibres  limites  [t'o//- équation  (19),  Ij. 

L'absence  totale  de  viscosité  étant  assez  peu  probable,  nous  croyons 
préférable  de  nous  en  tenir  à  la  manière  dont  nous  avons  présenté  les 
choses  (I,  8),  manière  qui  nous  paraît  avoir  un  sens  physicjue  plus  net 
que  l'hypothèse  tro|)  puremeut  uuithématique  de  M.  Duhem. 

Comme  conséc[uence,  notre  exposé  présentera  quelipics  diveri^euces 
de  détail  avec  celui  de  ce  savant.  Nous  sommes  obligés  d'élimiuei-,  pour 

(')  Nous  allons  liaitcr  la  question  en  employant  le  potentiel  interne.  On  pour- 
rait aussi  la  traiter  |)ar  des  considérations  analogues  à  celles  des  n"^  \'l  et  l'i-. 

Jourii.  (le  A/nl/i.  ( '>"  scric),  tome  I.  —  K.isc    I\',  igo.i.  32 
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être  traités  dans  le  Chapitre  suivant,  les  cas  où  les  réactions  sont  pour 
ainsi  dire  instantanées.  Nous  ne  prenons  ici  que  ceux  où  les  réactions 
maintiennent  le  point  représentatif  sur  la  surface  o-  —  o.  Nous  savons 
que  cela  peut  arriver  aussi  bien  pour  l'arc  \t  que  ])our  l'arc  sB  de 
cette  surface.  Le  problème  se  met  alors  en  équations  exactement 
comme  au  n"  11,  seulement  g^o  représente  ici  la  surface  des 
faux  équilibres  limites.  Nous  parvenons  ainsi,  suivant  que  les  mou- 
vements sont  adiabatiques  ou  isothermes,  à  la  formule  (24)  ou  à  la 
formule  (2  )). 

L'identité  de  notations  que  nous  venons  de  trouver  entre  le  problème 
que  nous  traitons  ici  et  celui  des  n°*  11  à  \'6  peut  devenir  une  véri- 
table identité  de  fait.  Aux  hautes  températures  en  effet  la  surface  des 
faux  équilibres  limites  tend  à  se  confondre  avec  celle  des  équilibres 
véritables,  de  sorte  que  g  =  o  est  alors  aussi  bien  l'équation  de  l'une 
que  de  l'autre.  Aux  hautes  températures,  nos  deux  problèmes  se  con- 
fondent donc. 

'20.  Au  sujet  de  la  distinction  entre  les  ondes  purement  mécaniques 
et  les  ondes  à  la  fois  chimiques  et  mécaniques,  les  corps  à  rèaclion 
vive  donnent  lieu  à  des  remarques  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites 
pour  les  corps  avec  frottement  et  vitesses  de  réaction  modérées  (17). 
Prenons,  pour  fixer  les  idées,  les  mouvements  adiabatiques  sur  l'arc 
eB.  Si 

dp         c   (>T^°' 

les  ondes  condensées  ( 37  >  o)  pi'opagent  à  la  fois  une  réaction  et  un 

phénomène  mécanique;  les  ondes  dilatées  (^<")   "^  propagent 

qu'un  phénomène  mécanique.  Mais  ici  les  premières  n'ont  pas  la  même 
vitesse  que  les  secondes;  elles  ont  la  vitesse  (24),  tandis  <jue  les  se- 
condes ont  la  vitesse  (20)  (formule  de  Laplace). 

Cette  distinction  toutefois  ne  subsiste  pas  aux  iiinilcs  trnipi'ralui'es, 
(inand  (a)  et  (a')  sont  venus  se  confondre  avec  (V).  Il  est  naturel 
d'admettre  (pic  la  vitesse  de  réaction  dans  la  région  ]'"'  esl  très  grande 
comme  dans  \:\  région  I"',  de  sorte  (]ue  jamais  le  point  représentatif  ne 
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puisse,  en  pénétrant  clans  cette  réj;ion,  s'éloigner  sensiblement  de  (a'), 
pas  plus  qu'il  ne  peut,  dans  la  région  F,  s'éloigner  sensiblement  de  («). 
Comme  (a)  et  («')  sont  maintenant  confondues  avec  (V),  on  voit  que 
le  point  représentatif  ne  quittera  pas  (V),  mais  on  voit  aussi  que  ni 
une  compression  ni  une  dilatation  ne  pourront  laisser  a  constant,  la 
région  Edes  faux  équilibres  n'existant  pas;  si  la  compression  provoque 
l'accroissement  de  a,  la  dilatation  en  provoquera  la  diminution.  Nous 
retombons  exactement  sur  la  tliéorie  des  n°"  11  à  lo  où  la  distinction 
est  impossible  entre  les  ondes  mécaniques  et  les  ondes  chimiques. 

21.  Comparons  la  vitesse  (24)  avec  la  vitesse  (20)  pour  voir  quelle 
influence  a  la  réaction  chimique  sur  la  propagation  d'une  onde.  C'est 
exactement  la  comparaison  du  n"  1  i,  mais  dans  le  cas  où  o-  =  o  est  la 
surface  (a).  Elle  se  fait  au  moyen  de  la  formule  (27). 

Nous  sommes,  par  hypothèse,  sur  l'arc  sB.  Donc  —  —-,  —  ^  est 

c   al         a^ 

positif.  Dans  l'expression  ^  —  g^  —  '  oi^  peut  admettre,  vu  la  gran- 
deur du  coefiicient  i\  pour  les  mélanges  explosifs,  que  c'est  le  second 
terme  (pii  donne  son  signe.  Or  ce  signe  est  le  signe  +,  ^  étant, 


dV  " *^" 


d\ 


»       S 


généi-al,  positif  et  i\  étant  négatif  [(21),  I].   Donc   (—  j    sera  plus 

grand  ou  plus  petit  que  i'^f-^A  suivant  que -^  ~"  "^  if  ^"^^  supérieur 
ou  inférieur  à  zéro,  c'est-à-dii-e  suivant  que  les  ondes  propageant  la 
réaction  chimique  seront  des  ondes  condensées  (^  >  o  j  ou  dilatées 

I  -77  <  o  I-  Dans  le  premier  cas,  on  peut  être  assure  que  \-r  ]   est  po- 

/  dV  \  - 
sitif,  car  (  -j-  \    l'est  déjà  (18).  Dans  le  second,  on  ne  peut  rien  dire 

de  général  ( '). 

Quand  les  surfaces  («)  et  (a')  sont  venues  se  confondre  avec  (V), 

dV  .  ...  d\" 

-j:  est  toujours,  comme  on  l'a  vu  (^14),  inférieur  à  -—.- ' 


(  ')  Voir  biiiiKM,  MécaniijKc  chinn<jiic,  l.  1,  p.  y.80  cl  siiiv.  Dans  sa  discussion, 
M.  iJnlieni  est  i)l)li;,'i;  de  l'aire  des  liypolhèses  |jarticulièrcs.  mitauiruenl  de  sup- 
poseï'  (|iie  le  oitefïicioMl  de  IVdtlcMKMil  ne  drpend  pas  de  p. 
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On  voit  par  cette  comparaison  que  le  cas  des  corps  à  réaction  vive, 
contrairement  à  celui  du  n"  1(>.  fait  jouer  un  rôle  à  une  élasticité  spé- 
ciale, d'ordre  chimique,  qui  peut  soit  s'ajouter  à  Télasticité  mécanique, 
soit  s'en  retrancher.  Nous  sommes  portés  à  croire  que,  pour  les  états  de 
faux  équilibre  limite  dont  la  lenqjérature  n'est  pas  très  élevée,  on  a 

d?  c   <)T  -^     ' 

de  sorte  que,  pour  eux,  c'est  d'une  addition  d'élasticité  (ju  il  s'agit. 
La  vitesse  de  propagation  peut  prendre  alors  des  valeurs  très  considé- 
rables, puisque,  pour  les  points  de  l'arc  e'B  voisins  de  £,  la  quantité 

placée  au  dénominateur  —  ^ r^  est  très  petite.  Aux  haules  tem- 

^  c    01  o-j.  ' 

pératures,  au  contraire  nous  retombons  sur  la  théorie  des  n"'"  I  I  à  l«j 

et  les  élasticités  se  retranchent.   Eu  considéranl  ainsi  ladite  théorie 

comme  un  cas  parliculier  de  celle  des  corps  à  réaction  vive,  il  nous 

seml)le  (pie  nous  lui  donnons  une  si gitificatioii.  physique,  dont  elle 

manquait  jusqu'ici.  Nous  axions  annoncé  ce  résultat  aux  premières 

lignes  du  n"  11. 

22.  A  la  vérité  les  résultats  de  l'article  16  doivent  s'appliquer  au  cas 
des  corps  à  réaction  vive  qui  ne  se  distinguent  des  corps  étudiés  dans  cet 
article  tpn'  par  le  resserrement  des  surfaces  d'égale  vitesse  de  réaction, 
distindion  (jui  est  sans  importance  de  principe.  11  est  certain  (pi'iMie 
l'éaclion  chimicpie  adiabaliquc  se  pro[)agcant  dans  un  état  d'éipiililuc 
par  une  onde  véritable  ne  peut  avancer  (pi'avcc  la  vitesse  du  son  |  for- 
mule (3oj].  C(jmnii'iit  se  fail-il  alors  (pic  la  formule  (2/1  )  donne  une 
vitesse  qui  peut  être  beaucoup  plus  forte"/ 

C'est  que  nous  avons  traité  le  problème  par  une  méthode  d'approxi- 
mation, en  considérant  comme  rigoureux  (pie  ré(piation 

-(p,  a.'r)  =  o 

est  toujours  vérifiée  dans  le  iiioincmcnL  ■;>.,  alors  (lu'i'lli'  ne  l'est  (pi'à 
peu  près.  Nous  avons  ainsi  transformé  le  problème  réel  en  un  problème 
lictif  (jui  en  est  la  représentation  siiupliliée.  Dans  cette  modilicalioii, 
nous  avons  changé  eu  ondes  vci-ilahles  des  pliénomènes  qui  n'élaienl, 
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pour  employer  la  terminologie  de  M.  Duhcm,  cjue  des  quasi-oiidcs 
dans  le  problème  \rai  et  qui,  par  suite,  n'étaient  pas  soumis  à  la  loi 
(3o).  En  réalité,  quand  la  réaction  se  propage  suivant  la  loi  (24),  voici 
ce  qui  se  passe.  Dans  toute  l'étendue  du  fluide  la  réaction  est  amorcée, 
mais  aux  points  éloignés  elle  est  insensible,  tandis  qu'aux  points  rap- 
prochés elle  est  notable.  De  là  deux  régions  séparées  par  une  zone  qui 
n'est  pas  rigoureusement  une  surface,  mais  qui  est  très  étroite.  Cette 
zone  constitue  une  quasi-onde  qui  se  propage  autrement  qu'une  onde 
véritable,  et  notre  méthode  approximative,  en  transformant  cette 
quasi-onde  en  onde  mathématique,  nous  permet  de  trouver  la  loi  de 
son  mouvement. 

Faits  d'expérience.  —  25.  De  tous  les  cas  étudiés  dans  le  présent 
paragraphe,  aucun  n'a  été  soumis  à  une  expérimentation  sysiématique, 
et  il  est  probable  même  qu'on  n'en  a  observé  accideiilellement  qu'un 
seul,  celui  où  un  ébranlement  se  propage  dans  un  système  chimique  en 
équilibre,  la  variable  a  étant  affectée  de  viscosité  et  non  de  frottement 
(17).  Ce  serait  le  cas,  par  exemple,  de  la  propagation  du  son  dans  un 
mélange  d'hydrogène,  de  vapeur  d'iode  et  d'acide  iodhydrique  à  une 
température  assez  élevée.  La  formule  (3o)  montre  que  la  vitesse  du  son 
n'est  pas  affectée  par  la  réaction  chimique  (  '  ). 

Quand  il  y  a  frottement,  les  théories  précédentes  supposent  que  le 
corps,  dans  la  région  i,  est  en  état  de  faux  équilibre  limite.  C'est  là 
une  condition  qu'on  n'a  probablement  jamais  réalisée,  et  il  est  peu 
probable  qu'on  la  réalise  jamais.  Tout  au  plus  pourrait-on  espérer  ex- 
périmenter le  cas,  relatif  aux  corps  à  réaction  vive,  où,  par  suite  des 
hautes  températures,  la  théorii'  du  n"  19  coïncide  avec  celle  du  n°  11 
et  mettre  en  évidence  la  diminulioii  d'élasticité,  c'est-à-dire  de  vitesse 
dans  la  propagation  des  ondes,  qui  résulterait  de  la  réaction  chimicpie. 
Nous  avons  toutefois  tendance  à  croire  que  cette  diminution  est  très 
faible  ('l'o//-(;ha|).  III,  n°  57). 


(')  Mais  il  111'  fiuil  pas  oublier  que  celle  conclusion  esl  inlirnemenl  liée  à  l'Iiy- 
polhèse  exprimée  ])ar  [(19)  I].  Si  l;i  vitesse  de  réaclion  dépeiulail  de  -y:'  ^.  '  •^"*^ 
ne  suhsisleiait  pas. 


4lO  JOUGUET. 

Quant  à  la  théorie  du  n"  11,  c'est  sans  doute  uniquement  dans  le 
seul  cas  que  nous  venons  de  signaler  qu'on  peut  songer  à  la  soumettre 
à  des  vérifications  expérimentales. 

Malgré  tout,  les  développements  qui  précèdent  ne  sont  pas  sans  inté- 
rêt, car  ils  mettent  en  évidence,  dans  des  cas  idéalement  simplifiés,  le 
rôle  de  la  réaction  chimique,  que  nous  allons  retrouver  dans  ce  qui  va 
suivre. 

§  3.  —  Propagation  d'une  réaction  dans  un  mouvement. 

24.  Prenons  un  mi'lange  gazeux  où  la  variable  a  présente  du  frot- 
tement et  supposons  ce  corps  en  état  de  faux  équilibre,  mais  non  limite. 
Comment  une  réaction  peut-elle  s'y  propager? 

11  faut  naturellement  que  le  gaz  soit  d'abord  porté  à  sa  température 
d'inflammation  par  un  mouvement  préalable,  et  par  le  moi  mouvement 
nous  désignons  toute  espèce  de  transformation,  même,  si  c'est  néces- 
saire, une  simple  variation  de  température  sans  déplacement.  Nous 
sommes  ainsi  conduits  à  examiner  la  propagation  d'un  mouvement  2 
dans  un  mouvement  i  cjui  ne  se  léduit  pas,  comme  au  paragraphe  pré- 
cédent, à  un  état  d'équilibre. 

1°  Les  mouvements  1  et  2  sont  de  même  nature.  —  iio.  Dans  le 
problème  (jue  nous  venons  de  spécilicr  au  numéro  précèdent,  le  mou- 
vement I  doit  être  tel  que  la  variable  a  n'y  joue  pas  ;  le  mouvement  2, 
au  contraire,  doit  être  accompagné  de  phénomènes  chimiques.  Nous 
traiterons  ce  problème  un  peu  plus  loin  et  nous  commencerons  ici  par 
supposer  qu'il  y  a  réaction  à  la  fois  tlans  i  et  dans  2. 

Il  est  évidemment  nécessaire  que  la  réaction  soit  de  iik-dic  sens 
dans  I  el  dans  2  au  voisinage  de  Tonde  S.  Il  est  nécessaire  aussi  (pie  la 
même  rclalion  supplémentaire  soit  valable  dans  i  et  dans  2  pour 
qu'on  puisse  écrire  une  équation  (i  3).  Abandonnons  ici  les  généralités 
d'un  ordre  un  peu  trop  malhciiiaticpi':  auxquelles  nous  nous  sommes 
|iiiii'>  jusipi'à  |)résciil,  et  considérons  les  deux  seuls  cas  vrainu'iil  inté- 
ressants an  point  de  vue  [)hysique  :  celui  on  les  niouvemenls  sont  adia- 
balitpies,  il  ou,  p;ir  snile,  1  Vipialion  (  i  V)  a  la  forme 

/„      .  llW  il\  (/H 

(32)  'V^>  +  '--./V  +  ^/|.  ="' 
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et  celui  où  la  proj)agation  de  la  chaleur  se  fait  par  simple  conductibi- 
lité dans  un  ijaz  à  coefficient  de  conductibilité  non  nul,  et  où  (i3) 
s'écrit 

(33)  %=o. 

Ce  dernier  cas,  que  nous  distinguerons  en  disant  que  le  gaz  est  bon 
conducteur,  comprend  comme  casparticulier  celui  oùla  conductibilité 
est  infinie,  et  nous  savons,  par  le  théorème  du  n"  8,  que  la  vitesse  des 
ondes  dans  un  gaz  bon  conducteur  se  calcule  exactement  comme  si  les 
mouvements  étaient  assujettis  à  être  isothermes.  L'équation  (i  3)  ayant 
l'une  des  formes  que  nous  venons  de  dire,  il  est  évident  qu'on  peut  con- 
server sans  modification  les  théories  des  n""  II,  16,  19.  On  peut  donc 
considérer  comme  résolus  par  ces  théories  les  problèmes  suivants  : 

1°  La  variable  a  est  sans  frottement  ni  viscosité;  un  mouvement 
avec  réaction  i  se  propage  dans  un  mouvement  avec  réaction  t. 

Si  les  mouvements  sont  adiabaliques,  la  vitesse  de  l'onde  est  donnée 
par  la  formule  (2/1);  si  le  gaz  est  bon  conducteur,  elle  est  donnée  par 
la  formule  (aS),  puisqu'on  doit  la  calculer  comme  si  les  mouvements 
étaient  isothermes. 

D'ailleurs  ce  qui  a  été  dit  sur  le  signe  de  (  -^  j  subsiste  puisque  l'hy- 
pothèse de  l'absence  de  frottement  et  de  viscosité  revientàadmcttre  que 
chaque  élément  est  toujours  en  équilibre  au  point  de  vue  delà  densité 
et  de  la  variable  chimique;  on  peut  donc  parler  de  la  stabilité  de  son 
état. 

2"  La  variable  a  est  affectée  de  viscosité  avec  ou  sans  frottement, 
et  un  mouvement  avec  réaction  se  propage  dans  un  autre  mouve- 
ment avec  réaction. 

La  théorie  du  n°  10  est  applicable.  La  vitesse  des  ondes  est  donnée, 
quand  les  mouvementssontadiabatiques,  parla  formuledeLaplace(3o), 
et,  quand  le  gaz  est  bon  conducteur,  parla  formule  de  Newton  (3i). 

Il  est  impossible  ici  de  faire  a|)|)el  aux  notions  de  stabilité  pour  dis- 
cuter le  signe  de(-7   )  >  puisque  le  gaz  nesl  plus  eu  étpiilibre  d;ins  i. 


4  12  .lOUClUET. 

Mais  on  peut  aftirmer  que  ce  signe  est  le  signe  •+-  pour  les  méhuiges 
de  gaz  parfaits.  Un  mélange  de  gaz  parfaits  qui  n'est  le  siège  d'aucune 
réaction  chimique  se  comporte,  c'est  la  loi  du  mélange  des  gaz,  comme 
un  gaz  parfait  unique;  ses  coefficients  de  compressibililé,  de  dilatation, 
d'écliaufîement,  ont  des  valeurs  numériques  comparables  à  celles  des 
gaz  parfaits  simples.  Depuis  Gibbs,  on  sait  que  cette  propriété  subsiste 
pour  les  mélanges  dont  les  constituants  peuvent  se  combiner  entre 
eux.  Ces  valeurs  numériques  sont  telles,  on  le  sait  par  l'expérience, 
que  les  formules  de  Laplace  et  de  Newton  donnent  des  vitesses  réelles. 

3"  Corps  à  féaction  iuve.  Un  mouvement  avec  réaction  se  propage 
dans  un  autre  mouvement  avec  réaction,  le  point  représentatif 
restant  sur  la  surface  g  =  o. 

JNous  pouvons  appliquer  le  i\°  19.  La  vitesse  est  donnée,  si  les  mou- 
vements sont  adiabaliques,  par  {'i\),  et,  si  le  gaz  est  bon  conducteur, 
par (26). 

26.  Faits  d'expérience.  —  Des  trois  cas  précédents,  il  est  pro- 
bable que  le  second  seul  a  été  observé  par  les  expérimentateurs,  mais 
il  n'est  pas  douteux  qu'il  l'ait  été  :  c'est  en  elTet  le  cas,  qui  s'est  certai- 
nement présenté  souvent,  de  la  propagation  du  son  dans  unjhude  en 
train  de  se  transformer  chimiquement.  11  y  a  même  sur  ce  sujet  des 
expériences  systématiques,  celles  de  M.  Berthelot  sur  les  vibrations  de 
l'ozone,  par  exemple,  pendant  qu'il  se  transforme  en  oxygène  ('). 
M.  Bcrllicdol  n'a  pas  mesuré  la  vitesse  du  son  dans  ces  conditions.  Mais 
notre  tbéorie  montre  (ju'il  aurait  trouvé,  s'il  l'avait  fait,  (jue  la  réac- 
tion cbimiijuc  n'a  pas,  dans  ce  cas,  d'influence  sur  cette  vitesse  (■). 

2»  Le  mouvement  1  est  un  mouvement  sans  réaction  chimique.  — 
li7.  .\(jus  allons  supposer  maintenant  que  la  \anable  a  ne  joue  pas  dans 


(')  Hkrtiiki.ot,  Sur  la  force  des  matières  e.rplosh'es,  t.  1,  iS83,  p.  ia6  el  sui- 
vaiiles. 

(')  Il  csl  \iai  que  celle  roiiclii^idn  licnl  l'ii  gciiinlo  |i;iii  Ir  ii  I'Iin  pollitse  i'\|iii- 
rnée  p.'ii'  rr'(|Miilioii  [fi<))  I  |. 
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I,  mais  qu'elle  joue  dans  2;  c'est  là  proprement  le  cas  de  la  propa- 
gation d'une  flamme  dans  un  gaz. 

Ce  phénomène  peut  se  présenter  dans  deux  cas. 

28.  1°  ]'ariable  a  ajfecléc  de  viscositc  ci  de  frottement.  —  La 
méthode  de  calcul  suivie  au  n"  16  est  encore  applicable  quand  le  mou- 
vement I  est  purement  mécanique.  Si  les  mouvements  sont  adiabali- 
ques,  on  a,  dans  i  comme  dans  2, 

dp  f)a  ai 

seulement  dans  i  le  second  terme  est  nul.  Cela  n'empêche  pas  d'écrire 

dK  d\         de  _ 

''cdP  "*■''« ^  "^^cTp -°- 

De  même,  si  le  gaz  est  bon  conducteur,  on  a  toujours 

da 
dP=''- 

La  vitesse  des  ondes  est  donnée,  si  les  mouvements  sont  adiaba- 
tiques,  par  (3o)  (formule  de  Laplace)et,  si  le  gaz  est  bon  conducteur, 
par  (3i)  (formule  de  Newton). 

Mais  il  y  a  ici  une  remarque  importante  à  faire.  Il  est  de  toute  né- 
cessité que,  dans  i ,  au  voisinage  immédiat  de  S,  le  fluide  soit  dans  un 
état  représenté  par  un  point  de  la  surface  des  faux  équilibres  limites. 
De  là  une  condition  de  compatibilité  spéciale.  Dans  tout  ce  Mémoire, 
nous  laissons  de  côté  en  général  les  conditions  pour  que  deux  mouve- 
ments soient  compatibles;  toutefois  celle  qui  se  présente  ici  est  si  im- 
portante et  a  un  sens  physique  si  net  que  nous  devons  en  dire  un  mot. 
On  voit  qu'elle  peut  s'exprimer  ainsi  :  f[  étant  toujours  nul  aux  points 
de  I  qui  précèdent  immédiatement  l'onde,  on  doit  avoir 

dV 
et  cette  équation  doit  donner,  pour  —j,   la  même  valeui'  (pie  (3o) 

ou  (3i). 

Journ.  de  Matk.  (Ci'  sOiie),  tome  1.  —  Fasc.  IV,   1905.  53 


dp  ^ 

(Og  dp,          Og  f/a,          d±'  dT, 

— 

(J            \    '          1              0                 1          1              01 

\d?  dV  "^  d^  dV  "*~  dT  d\^ 

dl  ' 
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On  peut  remarquer  cFailleurs  que  l'équation  (34)  s'appliquorait 
même  si  Von  rcjetail  l'hypothèse  exprimer  par  l'équation  [(19),  I] 

et  si  l'on  admettait  que  la  vitesse  de  réaction  -r-  dépend  non  seule- 
ment de  p,  a,  T  mais  encore  de  -^-,  -4--  Si  l'on  agissait  ainsi,  il  serait 
f^'     '  ot     dt  ^ 

impossible  d'appliquer  la  méthode  d'Hugoniot  et  de  parvenir  aux  for- 
mules (3o)  et(3i);  mais  il  faudrait  toujours  écrire  (34). 

29.  2°  Cas  des  corps  à  réaction  vive  se  maintenant  sur  la  sur- 
face (a).  —  Il  ne  faut  pas  songer  ici  à  appliquer  le  n°  19,  parce  que 
l'équation  g  ^  o  n'est  pas  vérifiée  dans  toute  la  région  i  et  qu'il  est, 
par  suite,  impossible  d'écrire  l'équation  (16)  sous  la  forme  (23). 

Mais  il  est  bien  certain  que,  comme  au  numéro  précédent,  (34)  est 
toujours  valable  :  on  a  ainsi  une  valeur  de  la  vitesse  de  propagation, 
mais  une  valeur  qui  contient  toutes  les  dérivées  partielles  de  p,  et 
deT,. 

Il  est  possible  de  trouver  de  cette  vitesse  une  expression  qui  con- 
tienne moins  de  dérivées.  Partons  de  (34)  et  écrivons-la,  en  posant 

\d?   dl         dl    dt  y 

^^^>  dt  \d-^  dV  "^  d^  dP  '^  OT  dP  J  ~     • 

Dans  le  mouvement  2,  on  a  toujours  et  partout  ^  =  o;  cette  équa- 
tion est  vraie  à  chaque  instant  non  seulement  au  front  de  l'onde,  mais 
encore  en  un  point  situé  en  arrière,  sur  la  normale  à  S,  à  une  dis- 
tance dP.  On  peut  donc  écrire 

(3^)  -di[d^dP^T^dP^df7p)^''- 

Retranchons  (36)  de  (35)-;  il  vient 

,..    ,  dP  àg  cm        dP  Og  dX        dP  Og  d^  _  j 

V^7)  m  dp  dP  ~^  'dt    Oot  dP  "^  dt  OT  dP  " 

Associons  celle  égalité  à  {^)  et  à  (i3).  Entre  (S),  (i3)  et  (3;),  nous 


ne  pouvons  pas  clinimei-  -rp 
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^H     dk     de 


/,i5 


'  dV 

dV'  dV     '"" 

r/R 

dP  ~ 

dp,        Op, 
dt         ôt 

dt 
dV 

dt 

lit 

Laissons  donc 


et  éliminons  770  et  ;7p-  On  obtient,  si  les  mouvements  sont  atliaba- 


(/P        d¥ 


tiques, 


(38) 


(        /-Y^pyit^H    dp   àp_ 

U+W+^^  p-\dt  )  \  dt       <;«      dT 


^^  _J 

dp    ài 


et,  si  le  gaz  est  bon  conducteur, 


(39) 


dp         L-^+\'P+iN-  p2  \dt 

^^_  1 
dp    dt 


à_g      dg_ 


,'  /dVY\  àK      dp 


1  cm      tV^ 
J 'dl       do. 


dj£ 


Ces  expressions  ronlicnnent  les  driivées  -p,  '-p-,  -p-  Toutefois, 
dans  le  cas  des  mouvements  adiabatiques,  ~  s'exprime  en  fonction 


de  ^  par 


àp\  dJ^ 


d\> 


de   sorte  que  les  seules  dérivées  contenues  dans  J  et  dans  -j-  sont 

dpi    àp^ 
dt''  dt' 

La  formule  (38)  est,  en  somme,  sous  une  forme  dilTérente,  la  for- 
mule ('i/j)  du  Chapitre  XI  de  la  Tli.('rniodyiuitniqac  t^rru'fab;  de 
Itoliltl. 

On  p(Mil   iciiiar(|ucr  que,  dans  le  cas  des  transformations  iidialia- 
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tiques,  il  y  a,  dans  le  mouvement  2  comme  dans  le  mouvement  i,  une 
relation  entre  la  pression  et  la  densité  de  chaque  élément,  mais  que 
la  forme  de  cette  relation,  variable  d'ailleurs  d'un  élément  à  l'autre, 
n'est  pas  la  même,  pour  un  même  élément,  dans  i  et  dans  2.  L'étude 
de  la  propagation  d'une  onde  séparant  deux  tels  mouvements  était 
pour  Robin,  le  premier  qui  l'a  faite,  un  problème  nouveau,  ainsi  cju'il 
l'a  dit  lui-même  (').  Mais  la  méthode  susceptible  de  le  résoudre,  la 
méthode  d'Hugoniol,  existait  avant  que  le  problème  ne  fût  posé.  La 
manière  dont  Robin  la  appliquée  prête  à  une  critique  grave,  qui  a  été 
faite  par  M.  Duhem  :  elle  suppose  implicitement  au  fond  que  tous  les 
éléments,  quand  ils  sont  atteints  par  l'onde  chimique,  sont  dans  le 
même  état.  La  marche  que  nous  avons  suivie  n'est  pas  sujette  à  cette 
objection. 

50.  Les  formules  (38)  et  (3g)  sont  assez  compliquées.  On  tire 
parfois  parti  plus  aisément  de  (34)  qui  a  iV ailleurs  V avantage  de 
s'appliquer  à  des  cas  beaucoup  plus  étendus  (28).  Nous  nous  pla- 
cerons, pour  le  faire,  dans  un  problème  très  particulier  mais  qui  n'en 
donne  pas  moins  des  indications  intéressantes. 

Supposons  que  le  gaz  soit  enfermé  dans  un  tube  rectiligne  dirigé 
suivant  Ox,  indéfini  d'un  côté,  fermé'  par  un  piston  Q  de  l'autre. 
Supposons  aussi  que  l'élat  initial  soit  un  état  de  repos  et  d'équilibre 
chimique  homogène.  iNous  supposerons,  en  outre,  que  la  force 
X  -1-  Y  -H  Z  est  négligeable.  Les  mouvements  vont  se  faire  par  tranches 
parallèles  au  plan  y^  et  les  équations  [(2),  I]  vX  |(iiS),  IJ  se  réduiront  à 


(4o) 


Ou 


Le  mouvement  1  va  être  piov(j([ué  par  la  mise  en  mouvement  du 
piston  ()  (;l  il  sera  supposé  adiabatifjuc.  Ce  sera  un  mouvement  (pii  se 


(')  liijui.N,  loc.  lit..  |).  '-ioS. 
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propagera  dans  l'état  de  repos  initial  (nous  allons  le  vérifier  tout  à 
l'heure)  et  qui  amènera  progressivement  l'état  de  chaque  élément 
fluide  en  un  point  de  la  surface  o-  =  o.  Le  mouvement  étant  adiaba- 
ticjue,  a  étant  constamment  nul  et  l'état  initial  étant  le  même  pour 
tous  les  éléments,  il  est  évident  que  tous  les  éléments,  quand  ils  attein- 
dront la  surface  i^  =  o,  seront  rigoureusement  dans  le  même  état  p,  a,  T. 
La  vitesse  que  donne  (34)  sera  donc  exactement  celle  avec  laquelle  un 
état  bien  déterminé  p,  a,  T  avance  dans  le  mouvement  i  défini  comme 
on  vient  de  le  faire.  Or  cette  vitesse  peut  se  trouver  facilement  en  dé- 
composant, suivant  une  méthode  indiquée  par  Hugoniot('),  le  mou- 
vement I  en  mouvements  élémentaires. 

Traitons  pour  cela  le  problème  suivant  : 

Prenons  le  gaz  et  le  piston  se  déplaçant  tout  d'une  pièce  dans  le 
tuyau,  d'un  mouvement  uniforme  représenté  par 

(/]!)  x  =  }îa  -h\t  -\-K. 

La  vitesse  est  V,  la  densité  p^=  -qi  elles  sont  les  mêmes  pour  tous  les 

points,  et  la  température  T„  est  aussi  supposée  uniforme. 

Changeons  maintenant  la  vitesse  du  piston  Q,  faisons-la  passer 
de  V  à  V  +  d\ .  Un  mouvement  va  naître  au  contact  de  Q,  qui  se 
propagera  dans  le  mouvement  (4i)  et  ([ui  sera  défini,  comme  on  va 
le  vérifier,  par  une  équation  de  la  forme 

(42)  j:  =  (H  +  H')(/  4-  (V  +  V')/  +  Iv  +  K'. 

La  densité  est  devenue 

Po  +  «f?  =  xr:nr' 

d'où 

Po 


(')   lli)i.i).Mi)i ,  Siif  /(f  /i/ti/itiL;alii>/i  <lii  /no(nt'itic/il  ilaiis  les  corps   {Journal 
(le  l'Ecole  l'ol yievlnniiiie.  L\lll''  f'.aliier,  p.  i5  el  siiiv.). 
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La  température  a  crû  de  f/T  donné  par  /-pf/T  +  c  dT  =  o,  puisque 
les  mouvements  sont  adiabatiques.  Dans  tout  le  mouvement  (42), 
la  densité  et  la  température  sont  k-s  mêmes,  donc  aussi  la  pression 

(rappelons  que  la  variable  a  ne  change  pas).  D'ailleurs  -j-^  est  nul 

partout.  Donc  (42)  vérifie  bien  (4o),  .ce  qui  est  une  première  condi- 
tion nécessaire. 

Il  faut  en  outre  que  (42)  s'accorde  avec  la  condition  aux  limites 
imposée  par  le  mouvement  du  piston  Q;  il  faut  donc  que 

V  +  Y  =V+fA 
ou 

y  =  d\. 

Il  faut  enlin  que  (42)  soit  compatible  (au  sens  d'IIugoniot)  avec  (41)- 
Or  (42)  se  raccorde  avec  (4i)  au  point  d'abscisse  a  donnée  par 

(II  4-  H')«  +  (V  + Y')/  +  K  ^  K'  =  \\a  +  \t  +  Iv. 

Ce  point  se  déplace,  par  rapport  au  champ  de  Lagrange,  avec  une 

vitesse  -^  =  —  yyy  =  j|  -T--  Pour  que  (42)  soit  compatible  avec  (4i)» 

il  faut  <jue  cette  vitesse  soit  égale  à  la  vitesse  du  son  calculée  par  la 
formule  (20)  :  en  effet,  par  rapport  à  des  axes  animés  de  la  vitesse  Y, 
la  pr()|iagalion  de  (42)  n'est  autre  chose  que  la  propagtt/iu/i  d'un 
pclil  inuuvcineiU.  On  doit  donc  écrire 


5 

T  =  T„ 


ce  (jiii  détermine  H'  ('). 

Ainsi  donc,  (4i)  étant  donné,  dN  aussi,  on  voit  que  II'  et  Y'  se 
déterminent  facilement,  (^uanl  à  K',  il  dépend  du  choix  de  l'origine 
du  IfMups.  C'est  donc  bien  un  mouvement  de  la  forme  (42)  que  déter- 
mine l'accroissement  de  vitesse  d\  du  piston  O. 


(')   On  |i(;iit  se  reporU'i'  au  Moiiioiio  (riliigoiiinl  si   l'on   Iioimc  i\\\i;   lis  ronsi- 
(li-iatioiis  ci-dessus  iiiar>i|iii'Mt  di'  ri;;in;iii'. 
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Ce  problème  préliminaire  traité,  imaginons  que  le  gaz  et  le  piston 
soient  d'aborfl  immobiles  dans  le  Inyaii,  l'état  initial  étant  homogène. 
Mettons  ensuite  le  piston  en  mouvement.  Considérons  le  mouve- 
ment de  Q  comme  formé  par  des  acquisitions  successives  de  petites 
vitesses;  ainsi,  de  zéro,  la  vitesse  passe  à  ^A  ,  puis  à  2f/V,  etc.  A  cha- 
cune des  valeurs  de  la  vitesse  correspond,  par  les  raisonnements 
qui  précèdent,  un  mouvement  (42)  dans  lequel  p  et  T  ont  des  valeurs 
bien  déterminées  et  ces  divers  mouvements  se  propagent  les  uns 
dans  les  autres  avec  les  vitesses  du  son  correspondant  à  leurs  valeurs 
de  p  et  de  T. 

Nous  voyons  ainsi  que  les  mouvements  du  gaz  susceptibles  de  se 
propager  dans  l'état  de  repos  homogène  ou,  comme  on  dit,  les  mou- 
vements compatibles  avec  le  repos,  sont  formés  par  la  superposition 
d'intégrales  de  la  forme  (42). 

On  peut  encore  énoncer  ce  résultat  de  la  façon  suivante.  Une  inté- 
grale quelconque  a: («,  /)  des  équations  (4o)  peut  se  représenter,  en 
prenant  a,  /,  x  comme  coordonnées,  par  une  surface;  les  mouve- 
ments (42)  sont  représentés  par  des  plans,  et  un  mouvement  suscep- 
tible de  se  propager  dans  l'état  de  repos  du  gaz  est  représenté  par 
l'enveloppe  de  ces  plans,  soit  par  une  surface  développable.  Nous 
supposerons,  pour  éviter  toute  singularité,  que,  dans  ce  mouvement, 
les  ondes  élémentaires  successives,  qui  séparent  les  divers  mouve- 
ments (42),  ne  se  rejoignent  pas,  c'est-à-dire  que  le  point  représentatif 
du  mouvement  ne  traverse  pas  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface 
développable. 

Il  est  dès  lors  évident,  par  ce  qui  précède,  que  la  vitesse  avec  laquelle 
un  état  bien  déterminé  du  fluide  avance  dans  les  mouvements  compa- 
tibles avec  le  repos  est  la  vitesse  du  son  y.  i/^  ~  'i  Jf  correspondant 

à  l'état  p,  T. 

Dans  ce  cas  particulier,  par  conséquent,  la  formule  (34)  donne 
pour  vitesse  de  la  flamme  celle  du  son.  Ce  résultat  montre  qu'un 
mouvement  i  défini  comme  on  vient  de  le  faire,  c'esl-à-dire  un  mou- 
vement I  adiabalique  et  compatible  avec  l'état  de  repos  homogène, 
peut  être  compatible  avec  la  propagation,  en  arrière  de  lui,  d'une 
Jlanune  obéissant  à  la  loi  (3o).  Il  peut  l'être  également  avec  la  pro- 
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jiacallon  d'unr  flammr  si/i\an/  Ja  loi  (38);  il  snffil  nue  --'  ait  iiiio 
valeur  telle  que  (38)  donne,  pour  -j-,  la  vitesse  du  son. 

La  vitesse  du  son  dont  il  s'agit  ici  est  celle  cjui  est  relative  au  gaz 
dont  la  composition  a  ne  varie  pas;  même  avec  la  loi  (38),  l'élasticité 
chimique  ne  joue  aucun  rôle. 

31.  Faits  d'expérience .  —  Les  physiciens  et  les  chimistes  ont-ils 
observé  quelques-uns  des  cas  étudiés  dans  ce  qui  précède  ? 

Un  bec  Bunsen  donne  un  exemple  de  flamme  avançant  dans  un  gaz 
en  mouvement;  la  vitesse  de  la  flamme  est  nulle  dans  le  champ  des 
variables  d'Euler,  mais  non  dans  celui  des  variables  de  Lagrange. 
Même  phénomène  dans  toutes  les  expériences  sur  l'écoulement,  à  tra- 
vers un  orifice  en  mince  paroi,  de  gaz  enflammés.  (Bunsen,  Mallard, 
Mallard  et  Le  Chatelier.  )  C'est  le  même  phénomène  aussi  qui  a  été 
observé  par  MM.  Mallard  et  Le  Chatelier  dans  des  conditions  mieux 
définies  en  étudiant  la  propagation  de  la  flamme  dans  un  tube  de  verre. 
Prenons  les  expériences  de  ces  derniers  auteurs.  Que  le  gaz  soit  en 
mouvement  avant  la  flamme,  c'est  ce  qui  résulte  évidemment  de  la 
remarque  suivante  :  rinflammalion,  portée  à  l'extrémité  ouverte 
d'un  tube,  fermé  de  l'autre  côté,  avance  d'une  manière  qui  varie 
avec  la  longueur  du  tube,  au  moins  quand  celle-ci  ne  dépasse  pas  une 
certaine  limite  (');  ce  fait  ne  peut  s'expliquer  que  par  l'action  de 
l'extrémité  fermée  sur  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  du  gaz  en 
avant  de  la  flamtne.  Il  convient  donc  de  chercher  à  appliquer  ici  les 
n-  27  à  30. 

Le  mouvement  du  gaz  avant  la  flamme  peut  être  même  très  intense. 
L'observation  donnaul  la  vitesse  dans  le  champ  d'Kuler,  c'est-à-dire  la 
résultante  de  la  vitesse  propre  de  la  llamme  et  de  la  vitesse  du  gaz,  on 
doit  trouver  des  vitesses  très  variables  suivant  les  cas.  C'est  ce  que 
MM.  Mallard  et  Le  Chatelier  ont  observé  dans  la  période  du  inouve- 
menl  vihmluire  (^).  I^aissons  de  côté  ciMte  période  et  envisageons  les 
|)icinicTs  instants  de  la   propagation,  peiidanl    li'S(|uels  la  vitesse  est 


(')   Maii-aiii)  et  Lh  CiiATHiiKn,  loc.  cit..  p.  3i6. 
(')  Mali.ahi)  cl  Li;  CiiATFXiiiit,  loc.  cit.,  p.  355. 
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régulière.  C'est  la  vitesse  ^  =  "^  +  "i  (I,  5;  nous  sommes  dans  le 

cas  des  ondes  planes)  qui  a  été  mesurée.  Elle  ne  dépasse  pas  20'"  (') 
par  seconde;  comme  m,  ne  doit  pas  être  très  grand  en  valeur  absolue, 

il  est  plus  que  probable  que  -^  ne  dépasse   guère  /\o"^  par  seconde. 

Le  mouvement  qui  précède  la  flamme  ne  préexiste  pas  à  Tinflam- 
mation  :  l'état  initial  du  gaz  dans  le  tube  est  un  état  homogène  de  repos 
et  de  faux  équilibre  chimique.  Lors  de  l'inflammation,  il  se  développe 
un  mouvement  i  qui  portera  le  gaz  à  la  température  d'inflammation. 
Il  se  peut  que,  dès  le  début,  ce  mouvement  s'étende  à  toute  la  masse 
fluide,  les  fonctions  ./•,  y,  z  qui  le  représentent  étant  analytiques  jus- 
qu'à l'infini.  Il  se  peut,  au  contraire,  qu'il  se  propage  par  une  onde 
dans  l'état  d'équilibre  préexistant;  comme  cette  onde  a  certainement 
[form.  (20)  ou  (21)]  une  vitesse  de  plusieurs  centaines  de  mètres  par 
seconde,  elle  est  toujours  en  avance  sur  la  flamme,  condition  évidem- 
ment nécessaire  au  phénomène. 

Imaginons  d'abord  que  les  transformations  soient  adiabatiques  aussi 
bien  en  avant  qu'en  arrière  de  la  flamme.  La  vitesse  de  la  flamme  est 
alors  donnée  par  (38)  ou  (3i>)  selon  que  le  mélange  est  ou  n'est  pas  à 
réaction  vive.  Mais  (  l'i)  s'applique  dans  les  doux  cas  et  donne  pour 
vitesse  celle  du  son,  du  moins  quand  le  mouvement  i  se  propage  par 
onde  dans  l'étal  d'équilibre  préexistant  (50),  ce  qui  paraît  bien  être 
la  réalité.  Or  le  fluide  immédiatement  avant  la  flamme  est  aux  envi- 
rons de  Soo",  température  d'inflammation;  le  son  s'y  propage  avec 

une  vitesse-^  de   l'ordre   de   ooo'"  par  seconde.   Ce  résultat  paiail 

incompatible  avec  les  mesures  de  iVlallard  et  Le  Chatelier  et  il  est 
probable  qu'il  faut  abandonner  l'idée  de  l'adiabaticité  des  mouve- 
ments. Cette  conclusion  est  bien  d'accord  avec  l'opinion  des  deux 
savants  ingénieurs  ([ui  font  jouer  à  la  coiiducliliilité  calorifKpic  un  lôlc 
important  dans  le  mode  de  propagation  qu'ils  ont  étudié. 

Supposons  donc  le  mélange  bon  conducteur,  ou  plus  (■\acl<'menl, 
comme  le  coefiîcieiit  de  conduiiihililé  des  gaz  n'est  pas  à  nolic  dispo- 
sition, supposons  les  mouvements  assez  lents  pour  que  la  chaleur  mise 

(')   MAi.r.Aiii)  el  I.E  (liiAïKl.iiîli,  /ne.  cil.,   p.  'i'M^. 

Juiirii.  de  Matli.   (li"  série),  Uiiiic   l.  —   l''asc.  IV,    i()oâ.  -J'| 
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en  jeu  par  la  conductibilité  ne  soit  pas  négligeable.  Si  le  corps  n'est 
pas  à  réaction  vive,  on  a  à  la  fois,  pour  déterminer  la  vitesse,  les  for- 
mules (3i)  et  (34)-  La  première  donne  la  valeur  que  la  formule  de 
Newton  attribuerait  à  la  vitesse  du  son;  c'est  beaucoup  trop  pour  les 
nombres  expérimentaux  et  il  faut  rejeter  cette  hypothèse.  Si  le  mélange 
est  il  réaction  vive,  on  n'a  plus  que  (34)  pour  déterminer  la  vitesse, 
(Sg)  n'ajoutant  rien  de  nouveau.  Rien  ne  s'oppose  à  ce  que  cette  for- 
mule donne  une  vitesse  convenable,  et  peut-être  par  conséquent  le 
phénomène  de  Maliard  et  Le  Chateller  consiste-t-il  dans  la  propa- 
gation d'une  onde  ordinaire,  a^^^ec  réaction  chimique,  dans  un  mé- 
lange à  réaction  tu've. 

Nous  croyons  que,  dans  les  mélanges  étudiés  par  MM.  Mallard  et 
Le  Chatelier,  le  point  z  existe  sur  la  surface  («)(').  L'expérience 
nous  paraît  prouver  que,  lorsqu'on  élève  la  température  d'un  système 
oii  a  est  nul,  on  atteint  la  surface  d'inflammation  en  un  point  à  partir' 
duquel  une  combustion  adiabatique  àvolume  constant  est  possible; 
cela  exige  qu'il  y  ait  une  zone  As.  Dans  les  expériences  de  Mallard  et 
Le  Chatelier,  quand  le  gaz  arrive  à  la  température  d'inflammation,  il 
doit  donc  se  trouver  en  un  état  de  cette  zone.  Malgré  cela,  si  la  con- 
ductibilité joue  un  rôle  assez  considérable  dans  le  phénomène,  on  sait 
(I,  8)  que  le  gaz  peut  brûler  en  restant  sur  la  surface  g  =  o,  c'est-à- 
dire  que  a  peut  varier  d'une  manière  continue  à  partir  de  zéro,  c'est-à- 
dire  encore  que  la  flamme  peut  très  ijien  être,  conformément  à  l'inter- 
prétation (juc  nous  venons  de  donner,  une  onde  de  l'espèce  que  nous 
étudions  dans  ce  Chapitre.  Mais  il  peut  arriver  aussi  que  la  conductibi- 
lité jou(>  assez  peu  jiourque  le  gaz,  à  peine  enflammé,  brûle  pour  ainsi 
dire  insLanlaiiémetil.  Il  y  a  alors  une  discontiiuiilé  brusque  de  la 
température  à  la  traversée  de  l'onde  et  le  problème  sort  du  cadre  du 
préseiil  (ihaijitre,  car  les  hypothèses  ilii  u"  I  n'y  sont  plus  applicables. 

(  '  )  Celte  affirmation  est  en  conlradiclion  avec  ce  que  dit  M.  Duliem  [Mécanif/iie 
iliiiniqiia,  l.  I,  p.  2-7)(|iii  a  cru  nécessaire,  pour  expli(|uer  les  relards  à  i'iiillani- 
iiialion  des  mélanges  grisouleux,  d'admellre  que  le  point  e  n'existe  pas.  Mais  il 
ne  faut  pas  oublier  (|ue  notre  surface  {a)  n'est  pas  exactement  celle  que  consi- 
dère M.  Duliem;  c'est  en  réalité  la  surface  (A)  de  1,7.  Cette  dillerence  nous  a 
permis  de  donner,  des  relards  à  l'inllamination,  une  explication  que  nous  ci'oyons 
assez  bien  en  liarmonie  avec  ce  <|ue  Mallard  et  Le  Chatelier  disent  des  faits. 
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C'est  à  celte  dernière  inler|)rétation  du  phénomène  que  se  sont  arrê- 
tés MM.  Mallard  et  Le  Chalelier(').  i\ous  en  dirons  un  mot  dans  le 
Chapitre  suivant,  mais  nous  verrons  que  nous  ne  parviendrons  pas  à 
prendre  parti  entre  elle  et  celle  que  nous  venons  d'indiquer  plus  haut. 

Examinons  maintenant  l'onde  explosive  et  les  phénomènes  connexes. 
Le  corps  étant  au  début  en  repos  et  en  faux  équilibre  non  limite,  il 
faut,  comme  on  l'a  dit,  qu'un  mouvement  préalable  à  la  flamme  le 
porte  à  la  température  d'inflammation;  ainsi  que  dans  les  expériences 
de  Mallard  et  Le  Chatelier,  ce  mouvement  peut  s'étendre  dès  l'instant 
initial  à  toute  la  masse;  il  peut  aussi  se  propager  dans  le  repos.  Mais  ce 
dernier  cas  n'est  possible  que  s'il  avance  avec  une  vitesse  au  moins 
égale  à  celle  de  la  flamme,  soit  avec  une  vitesse  de  looo""  à  4000" 
par  seconde.  Cela  exige  cju'il  se  propage  par  une  onde  de  choc  qui 
seule  peut  avoir  une  vitesse  suffisante  pour  remplir  cette  condi- 
tion (-). 

Les  expériences  photographiques  de  M.  Le  Chatelier  ( ')  ont  montré 
que  c'était  bien  ainsi  que  les  choses  se  passaient.  Faisons  détoner  une 
capsule  de  fulminate  à  l'extrémité  d'un  tube  contenant  le  mélange  ex- 
plosif. Les  photographies  montrent  que,  dans  les  premiers  instants,  il  se 
propage  dans  le  tube  une  onde  de  choc  suivie  à  tjuelque  distance  par  une 
flamme,  les  vitesses  étant  d'ailleurs  variables  et  de  l'ordre  de  grandeur 
de  1000™  à  4^)Oo'"  par  seconde.  Les  vitesses  mesurées  sont  les  vitesses 
par  rapport  au  champ  d'Euler,  mais  celles  qui  se  rapportent  au  chauq) 
de  Lagrange,  défini  ici  par  l'état  de  repos  initial,  sont  aussi  de  cet 
ordre  de  grandeur,  et  ce  sont  elles  qu'il  faut  avoir  en  vue  dans  la  dis- 
cussion qui  va  suivre.  Laissons  de  côté  ici  l'onde  de  choc  :  la  propaga- 
tion de  la  flamme  dans  le  mouvement  i ,  compris  entre  cette  onde  de 
choc  et  la  flamme  même,  peut  être  interprétée  comme  un  phénomène 
soumis  à  la  loi  (  3o)  ou  à  la  loi  (38),  car  il  est  bien  probable,  vu  la  ra- 
pidité des  transformations,  qu'elles  sont  adiabaliques.  La  loi  (3o) 
(corps  à  réaction  ordinaire)  donne  la  vitesse  du  son.  Quant  à  la  loi 


(  '  )  Loc.  cit.,  p.  343. 
{''■)  Vieille,  loc  cit.,  p.  269. 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  CXXX,  1900, 
p.  1755. 
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(38)  (corps  à  réaction  vive)  elle  doit  donner  forcément  la  même  va- 
leur que  (34).  Or  celle-ci  donnerait  la  vitesse  du  son  si  le  mouvement  i 
remplissait  les  conditions  du  n"  50.  11  n'en  est  pas  ainsi  ici  car  l'onde 
de  choc  préliminaire  ne  fait  pas  forcément  subir  à  tous  les  éléments 
matériels  la  même  coni])ression,  de  sorte  que  ces  divers  éléments  s'en- 
gagent dans  le  mouvement  i  en  partant  d'états  initiaux  différents  ('). 
Mais  il  est  probable  qu'encore  ici  la  vitesse  du  sou  donne  une  idée  de 
l'ordre  de  grandeur  de  la  vitesse.  Or  la  vitesse  du  sou  [formule  (20)] 
peut  atteindre  des  valeurs  très  élevées  parce  que  le  fluide  a  été  porté 

par  l'onde  de  choc  préliminaire  à  une  densité  élevée  f-  est  donc  grand  | 
et  à  une  baule  leuqiérature  (^  —  '-^  -^est  donc  grand,  comme  on  peut 

le  voir  en  calculant  ce  terme  pour  les  gaz  parfaits).  Les  formules  (3o) 

oa(38)  peuvent  donc  expliquer  les  phénomènes  mis  en  évidence  par 
M.  Le  CluUelicr  dans  la  période  d'éluhlisscnifnl  de  Fonde  explosive. 

Toutefois  nous  ne  croyons  pas  que  ce  soit  là  leur  véritable  interpré- 
tation. Estimant  toujours  que  la  zone  kt  existe  sur  (a),  nous  pensons 
(|M'un  gaz  amené  sur  (a)  par  un  mouvement  au  cours  duquel  a  reste 
nul  doit  atteindre  celle  surface  en  uu  poiulde  A  £.  (".omme  nous  éludions 
les  mouvemeuls  adiabatiques,  et  que  nous  estimons  que  les  mélanges 
observés  par  M.  Fa-  Chatelier  sont  à  réaetion  vive,  la  combustion  qui 
se  produit  à  parlir  de  là  ne  laisse  probablement  pas  le  gaz  snr  la  sur- 
face (a);  elle  rentre  sans  doute  dans  la  catégorie  des  combuslions 
instantanées,  l.a  llaiiirnr  ipii.  dans  les  expériences  de  M.  Le  Chatelier, 
suit  l'onde  de  choc  esL  alors  elle-même  à  nos  yeux  une  surface  de 
discontinuité  pour  T,  a,  p,  //,  v,  w.  Nous  étudierons  la  propagation 
de  telles  surfaces  dans  le  (",lia|)ilre  suivant. 

En  généial  le  i(''ginii'  <\\\r  muis  venons  (rcxamiiier  ne  dure  y)as  long- 
temps. Au  boni  <ruti  cerlain  lemps,  Tonde  de  choc  et  la  llamme  se 
réunissent.  A  ce  niomenl  soûl  lanc(''es:  en  avant,  Vorule  explosive  pro- 
piiMuenl  dite; en  arrière, dans  les  gaz  i)rùlés,  une  onde  de  choc(^). Cette 


(')    Voir  (;i,;i|,.  III,  11"  17. 

(')   l>E  (^iiA'i'Ki.iKH,  Coiti/ilffs  rriu/iis  ili'x  sraiici-s  lic  l' Acadi'mic  des  Scirnces, 
l.  CXXXI,  p.  3o. 
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onde  de  retour,  pour  le  dire  en  passant,  est  pour  nous  un  argument  en 
faveur  de  l'idée  que  la  flamme,  dans  la  période  d'établissement  de 
l'onde  explosive,  est  hicn,  comme  nous  l'avons  admis,  une  onde  avec 
discontiiuiité  de  p,  a,  T,  u,  r,  w;  en  eflet  la  réunion  de  la  flamme  avec 
l'onde  de  choc  préliminaire  se  présente  tout  à  fait  comme  doit  le  faire 
la  réunion  de  deux  ondes  de  choc  (').  Quant  à  Vonde  explosive  pro- 
prement dite,  qui  avance  dans  les  gaz  non  brûlés,  elle  est  constituée 
par  la  superposition  d'une  onde  de  chocetd'une  flamme(-);  le  mouve- 
ment préalable  qui  porte  le  gaz  à  sa  température  d'inflammation  avant 
la  transformation  chimique  (24)  est  ici  confondu  dans  une  même  onde 
avec  la  transformation  chimique.  Cette  onde  explosive  avance  d'ail- 
leurs, nous  reviendrons  là-dessus,  avec  une  vitesse  uniforme  et  non 
plus  variable  comme  le  faisait  la  flamme  dans  la  première  période  du 
mouvement. 

On  voit  l'importance  des  expériences  photographiques  de  M.  Le 
Chateher.  Elles  permettent  de  définir  avec  précision,  ce  que  nous  n'a- 
vions pas  fait  jusqu'ici,  ïonde  explosive  et  de  la  distinguer  de  certains 
phénomènes  de  propagation  à  vitesses  très  grandes  qui  en  sont  nette- 
ment dilYérents.  Elles  donnent  un  corps  aux  idées  de  MM.  Schuster  et 
Vieille  et  nous  conduisent,  comme  ces  idées,  à  l'étude  des  ondes  de 
choc  dans  les  gaz  à  variable  chimique.  Ce  sera  l'objet  du  Chapitre 
suivant. 


(')  Il  fiiul  (lire  toutefois  que  cette  iiiterpiélation  des  faits  se  heurte  à  une  dif- 
ficulté. «  L'onde  explosive,  dit  M.  Le  (^linleller,  prend  naissance  à  une  certaine 
dislance  en  avant  de  la  (lainraeà  vitesse  variable.  »  11  semble  toutefois  que^hidite 
interprétation  soit  une  image  approximative  des  choses. 

(  -  )  Le  Chatelieu,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  CXXX,  p.  17.56. 

A  suivre. 
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